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ALGEBRAII

Seccion 6.4: Matrices de Transicion y Semejanza

Lo que sigue son las resoluciones de algunos ejercicios de la Seccion 6.4 del libro “Fundamentos de
Algebra Lineal “; Larson | Falvo. Abundan los comentarios recordatorios de ciertos conceptos, teoremas,
etc, que se han aplicado para resolver estos ejercicios.

Adriana Mateu -- Cirene Prado

EJERCICIOS

. En los gjercicios 2y 5, (a) Encuentre la matriz A’ para la transformacion T con respecto a la base B’y

(b) demuestre que A’ es semejante a A, la matriz estandar de T.

Ej.2- T:R* > R?, T(x,y)=(2x+y,x-2y), B = {(1,2).(0,4)}

(a) La matriz A es la Unica matriz tal que [T(v)]z= Avls VYveR? (pag.394), esta matriz tiene como 1°
columna al vector [T(v4)]sr Yy como 22 columna al vector [T(v.)]s, donde v; y v, son los vectores de la
base ordenada B’. Entonces deben calcularse primero T(v4) y T(vo) , y luego los coeficientes
(coordenadas) que permiten escribir a T(v4) y T(v2) como combinacion lineal de los vectores v4y Va.

Aplicando la ley de T se obtienen T(vy) y T(vo):
T(vi)=T(1,2)=(2(1) + 2,1 -2(2)) = (4,-3) vy T(v2)=T(0,4)= (2(0) + 4, 0-2(4)) = (4,-8)

Deben resolverse luego las dos siguientes ecuaciones vectoriales:
(4,-3) =04 (1,2) + B4 (0, 4) y (4,-8) =02 (1,2) +B2(0,4)

qgue conducen a los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

al :4 0{2 :4 . -
y , Se obtienen, casi directamente
20, +4p,=-3 20, +43,=-8

“e G s Tl | | TVl
b—tira Vg oa AW TR =l ]y

4 4
por lo tanto, A= {_l}ﬁ _4}
(b) La base estandar de R?, es B={e;, e,} donde e;=(1,0) e,=(0,1) La matriz estandar A, de la
transformaciéon T (pag.388) tiene como columnas a los transformados de los vectores de la base
estandar, T(e4) y T(e2) (en notacion vector columna).
Aplicando laleyde T:  T(1,0)=(2(1) +0,1-2(0))=(2,1) y T(0,1)=(2(0) + 1, 0-2(1)) = (1,-2)

2 1
Luego A =
o n= |} )



Ejercicios resueltos. Seccién.6.4 2/10

2 1
Observacion: Como B es la base estandar entonces [T(e4)]s= [J y [T(e2)]s= { 2} (comprobarlo)

por lo tanto A, la matriz estdndar de T, es la matriz de T con respecto a la base estandar (pig.396)

Otra manera de obtener la matriz A

Teniendo en cuenta que la matriz estandar A, es la Gnica matriz tal que, considerando los vectores de R?
como vectores columna, resulta T(v) = Av V veR?, también se la puede hallar de otro modo

Tomando los vectores de R? como vectores columna y reescribiendo la ley de T en consecuencia, se

o)1) o ] [
B ) S A ]

2 1
luego la matriz estandar es A = L 2} .

Nota: Directamente se puede obtener A, la matriz estandar de la transformacion lineal T, observando que
A tiene como primer renglon a los coeficientes de 2x + y y como segundo renglon a los coeficientes de

X —2y.

Para demostrar la parte (b) se verificara que A’ es igual a P™'A P, (p4g.400) siendo A la matriz estandar
de T (o matriz de T con respecto a la base estandar) y P la matriz de transiciéon de la base B’ a la base

estandar. Esto probara que A’ es semejante a A. La matriz A ya se calculd, hay que obtener Py P

La matriz P, de transicion de la base B’ a la base estandar B, es la matriz que tiene como primera y
segunda columnas a los vectores de coordenadas [vi]gy [V2]s respectivamente. Esta matriz es muy facil

de obtener ya que el vector de coordenadas de cualquier vector de R" con respecto a la base estandar,

. , 1 0
es el mismo vector escrito como vector columna (comprobarlo) , asi [v4]s {2} y [V.]s {J , por lo tanto

1]

y recordando la “férmula” para la inversa de una matriz invertible de orden dos, (pag.78) se obtiene ,

4 0 1 0
P'=1/4 =
-2 0| |-1/2 1/4

Luego:

) 1 o2 1]t o0 2 11 0 4 4
P'AP = - =
—12 U4l =22 4] |-3/4 -1]|2 4] |-11/4 -4



Ejercicios resueltos. Seccién.6.4 3/10
que es la matriz A’ obtenida en (a).

Asi A’ = P'AP vy, de acuerdo a la definicién de semejanza de matrices, A’ es semejante a A.

Ej.5- T:R’ >R’ T(xy2)=(xy,z) B'={110),(101)(011)}

Esta funcion lineal T es la funcion identidad sobre R® ya que aplicada a un vector de R® devuelve el

X
mismo vector. Considerando a los vectores como vectores columna, si x=| y | resulta

Z

100
T(x) =x=1Ix, luego, A, la matriz estandar de T, es la matriz identidad I= |0 1 0
00 1

Veremos que la matriz A’, de la transformacion T (identidad) con respecto a la base B’ es también la matriz
identidad I. En efecto: A’ es la matriz de 3x3 que tiene como primera , segunda y tercera columnas a los
vectores [T(v4)ls, [T(V2)ls ¥ [T(Vs)]s, respectivamente, donde vy, V.Y V3 son los vectores de la base B'.
Siendo T(vy)=vi=1vy +0vo + Ovz, T(Vo)=Vo=0vy +1vo + Ovs y T(V3) =Vv3=0vy +0vyo + 1v;

1

0 0
y [T(vs)le=|0| .Luego A=I=]|0 1
1 0

1
es [T(Wi)ls=|0], [T(v)ls=
0 0

S = O
- o O

Asi A’=A Yy por lo tanto son semejantes (Propiedades de las matrices semejantes, pag.402), ya que

siendo I''=1 setiene A'=A=T"AL

Ej.9.-Sean B={(13).(—2.-2)} y B'={(~12.0),(— 4.4)} bases de R* y A:B ﬂ la matriz de T: R* - R®
con respecto a B (pag. 401).

a) Determine la matriz de transicion P de B’ a B.

b) Aplique las matrices A y P para encontrar [V]g y [T(V)]s donde [V]B. :{_21}

¢) Encuentre A’, la matriz para T respectoa B’, y P.

d) Encuentre[T(v)]s de dos formas: primero como P [T(V)]z y luego como A’[V]g.

a) La matriz P es la matriz de orden dos que tiene como 12 columna al vector [(-12,0)]s y como 22
columna a [(-4,4)]s, por lo tanto deben encontrarse los coeficientes (coordenadas) que permiten escribir
cada elemento de B’ como combinacioén lineal de elementos de B. Deben resolverse entonces las dos

siguientes ecuaciones vectoriales:
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-12,0)=a((1.3)+ B, (-2,-2) v (4.4 =a,(1.3)+5,(-2,-2) ,

gue conducen a los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

{a1—2ﬂ1=—12 , {a2—2ﬂ2=—4
3ay =2p,=0 3ay =2, =4

Como ambos sistemas tienen la misma matriz de coeficientes pueden resolverse en forma simultanea
12 -4
0 4
Aplicando a dicha matriz la eliminaciéon de Gauss —Jordan:
1 -2|-12 -4 1 -2
R, -3R; =R,
3 -2/0 4 0 4

Se obtiene entonces y

-2
-2

1
utilizando la matriz ampliada: L’

-12 -4 10
9 4 01

—12—4yR o (12
ﬁ
36 16 |74 2 210 1

6 4
9 4
Bi=9 '32:4

Asi, [(-12,0)]s = B} y [(-4,4)]s = [ﬂ , en consecuencia, P =B ﬂ

- 6 4
b) Dado que [V]B' :{ 21} y que P= L 4} es |la matriz de transicién de B’ a B, entonces:

[v]s =Pvle= [g j: {_ﬂ: {_21}

5 _
Dado que [V]B = { J y que A= } es la matriz de T con respecto a la base B, entonces:

[\

3
0 4

[TWle= Alv]; = B ﬂ {_2 J =[_44}

¢) Encuentre A’ ,la matriz para T respectoa B’, y P~

6 4 . . L 1[4 -4 [-1/3 1/3
Como P= , Se obtiene, directamente, P"'= —— = .
9 4 12|-9 6 3/4 —-1/2

Ya que se conoce la matriz A, de la transformacién T con respecto a la base B’, y la matriz, P, de

transicion de B’ a B, entonces la matriz A’, de T con respecto a la base B’ , se obtiene usando la férmula

que muestra la relacion entre A’y A, éstaes: A= P'AP.
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Asi: M -1/3 13 1[3 2][6 4] [-1/3 173 ][36 20] [0 _4
' | 3/4 —1/2]]0 4|9 4| | 3/4 -1/2||36 16| s 73

d) Encuentre [T(v)]B, de dos formas: primero como P~ [T(v)]B y luego como A'[V]B..

19) Dado que P es la matriz de transicién de BaB’ y que [T(V)]s {

» _|-3 13 4 | | -8/3
- <[22 ] A

0 —-4/3 -1
2°) Dado que A’ = L ; } es la matriz de T con respecto a la base B’ y que [V]B' =[ ) } entonces

o 1]

Ej.15.- Demuestre que si A y B son semejantes entonces |Al=|B] ¢ Es cierto lo inverso?

4 }
, entonces:
4

Dem) Es claro que ambas matrices son cuadradas del mismo orden. Debe ademas tenerse en cuenta que
la expresidn “A y B son semejantes”, equivale a cualquiera de las dos siguientes “A semejante a B*“ o “B

semejante a A “ (Matrices semejantes. Pag.402)

19) Se demostrara la siguiente: A y B semejantes = |A|=|B].

En efecto:

. . . 1
A semejante a B = 3 P invertible / A=P'BP = |A|=|P'BP|=|P'||B||P|= — |B||P|=|B] = |A|=|B]

P
2°9) ¢ Es cierto la reciproca?, es decir, ¢, |Al=|B] = A semejante a B ?

La cuestion es: las matrices (de igual orden) que tienen el mismo determinante, ¢son semejantes? Uno
podria comenzar preguntandose si las matrices de determinante cero, por ejemplo, son semejantes. Si
este fuera el caso, todas las matrices de determinante cero serian semejantes a la matriz cero, O, ya que
|O|=0. Es facil ver gue esto no es cierto, comprobando que la Unica matriz semejante a la matriz cero es
ella misma.
En efecto:

A semejante a O= 3 P invertible/A=P'OP=0P=0 = A=0

Asi, cualquier matriz A#O tal que |A]=0 junto con la matriz O, constituyen un ejemplo de dos matrices
con el mismo determinante que no son semejantes. . Esto prueba que no es cierta la reciproca, es decir:

|Al=|B]| no implica A semejante a B.
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1 2 0 0
Por ejemplo: Sean las matrices A= {2 4} y O= L) 0} , €s claro que |A]=0=|0] pero A no es

semejante a la matriz cero, ya que no existe una matriz P invertible tal que P~'O P= A.
Similarmente, podria haberse comenzado preguntandose si las matrices de determinante uno son
semejantes. Es también muy sencillo comprobar que la unica matriz semejante a la matriz identidad es

ella misma, y por lo tanto cualquier matriz AA tal que /A /=1, junto con la matriz 1, sera un ejemplo de

dos matrices con el mismo determinante que no son semejantes.

Ej.16.- llustre el ej. 15 por medio de las matrices:

1 0 0 17 10 -1 10 -1 -1 2
A=[0 -2 0|, B=[10 8 10|, P=l2 1 2|, P'=|l0 -1 2
0 0 3 18 -12 -17 1 11 1 2 -3

donde B=P'AP.(*)

Puede comprobarse la igualdad (*) (aunque es un dato)...

-1 -1 2 (|1 O O] |-1 10 -1 2 6 ||-110 11 7 10
P'AP=l 0 -1 2 0 -2 0 2 1 2|1=10 2 6 2 1 2|=|10 8 10 |=B
1 2 =310 0 3 1 11 1 -4 -9 1 11 -18 —-12 -17
Verificamos que se cumple (*), luego By A son semejantes.
.Ahora se verifica la igualdad de los determinantes:
11 7 10
|B|= 10 8 10 | =11(8)(-17)+ 10(-12)(10)+ 7(10)(-18) — (-18(8)(10)+10(7)(-17)+ (-12)(10)(1)) = -6
—-18 —-12 -17
(aplicando la regla de sarrus)
1 0 O
|Al=|0 -2 0 = 1(-2)(3)=-6 (A es diagonal, su determinante es el producto de los elementos de la
0 0 3
diagonal)
Luego |A|=|B].

Ej.17.- Sean A y B matrices semejantes

a) Demuestre que A" y B” son semejantes.
b) Demuestre que si A es no singular, entonces B es no singulary A" y B™' son semejantes.

c¢) Demuestre que existe una matriz P/ B = P~'AKp
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a) Demostracion

Por hipétesis A es semejante a B, luego A = P 'BP, para alguna matriz P invertible. Aplicando la
operacion de transposicion a ambos miembros de la igualdad y dado que P invertible implica PT invertible
y (PHY'=(P™)" se tiene:

AT= (P—1BP)T — PTBT(P—1)T= PTBT(PT)—1
Sia (P')" se la denotacon R, entonces R es invertibley R™'= PT, por lo tanto

A'=R'B'R, loque prueba que AT es semejante a B'. (que es la tesis)

b) Demostracion
Por hipétesis A es semejante a B, luego A =P 'BP, para alguna matriz P invertible.Premultiplicando

por P y postmultiplicando por P~' ambos miembros de la igualdad (hacerlo) , se tiene:

B = PAP'

Por ser A no singular la matriz B es producto de matrices invertibles, luego B es invertible y
B'=(P AP

Si se denotacon Sa P, entonces S es invertible y S™'= (P™")™", por lo tanto:
B'=S"'A'S

lo que prueba que B es semejantea A" ( Ay B! son semejantes).

c) Hay que demostrar la siguiente proposicién:
“Si A y B son semejantes entonces existe una matriz P, invertible, tal que B* = P”'A"P para todo k en N’

Se demostrara por induccion:
19) La proposicion vale para K=1:
En efecto: Por definicion, A'=A y B'=B, entonces:
B semejante a A=> 3 P invertible /B =P 'AP = 3 P invertible/B'=P'A'P .

Como la matriz P es la misma para todo KeN, ésta debe ser la matriz P tal que B = P'AP

2°) Debe probarse que si Ay B son semejantes con B = P"'AP entonces:
B"=P'A"P = B™' =P'A™'P v HeN
En efecto: Supéngase que B=P'AP y que Hestal que B" = P'A"P, luego:
B"'= B"B = (P'A"P)(P'AP) = (P'A")(PPT))(AP) = (P'A"I)(AP) = (P'A™)(AP)= P~'(A"A)P=P'A™'P

Por aplicacion del método de induccion, de 1°) y 29 sigue que: Si A y B son semejantes entonces

existe una matriz P invertible tal que para todo numero natural K, resulta B*= P'A*P

Ej.18.- Use el resultado del ejercicio 17 para determinar B* , donde B = P"'AP, para la matrices

10 —4 -15 251 4 [3 -5
A= , B= ,P= , P =
0 2 2 7 1 3 -1 2
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De acuerdo al ej.17c) y dado que B =P 'AP resulta B*= P'A*P

4

" 0
Como A es una matriz diagonal A“{O 24} (facil de calcular)

- 2 - 2 -74 =225
-1 2 0 16| |1 3 -1 32 1 3 30 91

Ej.19.- Determine todas las matrices de n x n que son semejantes al,

Si Aesunamatrizde nx n e Ies la matriz identidad de n x n, entonces:
A semejantea I = I Pinvertible/A=P'IP=P(IP)=P'P=1 = A=1L

En consecuencia la Unica matriz que es semejante a I, es la propia I,

Ej.21.- Sea una matrizde n x n tal que A>=0 . Demuestre que si B es semejante a A, entonces B°=0

Por ser B semejante a A entonces existe una matriz P invertible tal que B= P~' AP. Asi:
B°= BB=(P'AP)(P'AP)= (P"'A)(PP")(AP) = ((P"'A)I)(AP) = (P"'A)(AP)= P'(AA)P = PT'A?P
Se probé que B?= P'A?P y como A*=O entonces B?= P'OP =0

Claramente el resultado es una consecuencia inmediata del ej.17c). En efecto: Por ser A y B semejantes,
existe una matriz P tal que, para todo K entero positivo, es B"= PA"P. En particular (para K=2 ) se
tiene , B°= P'A?P, y dado que A= O, resulta B° =PA’P =P~'OP = O. Pero debia tenerse demostrado el
17¢)

Ej.25.- Demuestre que si A y B son semejantes, entonces A® es semejante a B®

Si A y B son semejantes entonces existe una P invertible tal que A= P"'BP, por lo tanto:
A? = AA = (P'BP)(P'BP) = (P"'B)(PP")(BP) =((P"'B)I)(BP) = (P'B)(BP)= P"'(BB)P = P 'B*P

Luego A% = P'B?P, lo que prueba que A? es semejante a B2

Claramente el resultado es una consecuencia inmediata del ej.17c), pero éste debia estar demostrado

Ej. 30.- ¢, Verdadero o Falso?

a) La matriz A’, para una transformacion lineal , con respecto a la base B’ es igual al producto P~'AP,
donde P’ es la matriz de transicién de B a B’, A es la matriz de la transformacién lineal T respecto de la
base B y P es la matriz de transicion de B’ a B

b) Dos matrices que representan la misma transformacion lineal T: V— V con respecto a diferentes bases

no son necesariamente semejantes.

Respuesta
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a) Verdadero.

De acuerdo a lo analizado en los comentarios iniciales de la seccion 6.4 (P4g.399 y 400). Las matrices, A
y A’, que representan a la misma transformacion lineal T en dos bases distintas, B y B’ respectivamente,
estan vinculadas por la igualdad A’ = P'AP, donde P es la matriz (invertible) de transicion de B’ a B (P
es la matriz de transicion de B a B’).

b) Falso.

Dos matrices, A y A, que representan a la misma transformacién linealcT en dos bases distintas, B y B’
respectivamente, estan vinculadas por la igualdad A’ = P'AP, donde P es la matriz (invertible) de
transicion de B’ a B (P™' es la matriz de transicién de B a B’). De acuerdo a la definicion de matrices
semejantes A y A’ resultan siempre semejantes y por lo tanto la afirmacion es falsa. (Esto estd comentado

en la pag 403 y aqui quedé formalizado)

Ej. 31.- ¢ Verdadero o Falso?

a) La matriz, A, para una transformacion lineal respecto a la base B es igual al producto PA'P~’, donde P
es la matriz de transicién de B’ a B, A’ es la matriz de la transformacion lineal respecto a la base B’y P’
es la matriz de transicion de B a B..

b) La base estandar para R’ siempre origina la matriz mas sencilla posible para una transformacion
lineal T: R"— R".

Respuesta:

a) Se sabe lo siguiente: Si A’ es la matriz, para una transformacion lineal T con respecto alabase B’ y A
es la matrizde T con respecto a la base B entonces

A’ = P'AP, donde P es la matriz de transicién de B’ a B y P~ es la matriz de transicién de B a B’
Premultiplicando a ambos miembros por P y postmultiplicando por P~ (hacerlo), se llega a la igualdad:

PA'P'= A, por lo tanto la afirmacién es verdadera

b) Falso,

(Se entendera que una matriz es “sencilla”, o “mas sencilla” que ofras, si tiene ventajas computacionales
con respecto a otras matrices. Las matrices diagonales gozan de estas ventajas. Por ejemplo: es rapido el
calculo de las potencias, es rapida la obtencion del determinante y de la inversa (si la tiene) y el rango y
la nulidad se obtienen por simple inspeccion).

La matriz de una transformacion lineal T: R" — R" con respecto a la base estandar de R", no es en
general una matriz diagonal. Si dicha matriz no es diagonal y si existe una base de R" con respecto a la
cual la matrizde T es diagonal, entonces esta ultima matriz es mas sencilla que la primera. Ver ejemplo
5 pag. 403.
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Analicemos: con A’, a un vector [v],. lo transformamos a uno [T(v)]. en forma directa. O sea

A Vlp=[TW)ls ()

Ahora si la igualdad vale debo llegar a lo mismo:

Tomamos un vector [V]B,, si lo multiplico por P"'AP éste resultado debe darme [T(V)]B‘,

PPAP [v]p=P"'A (P [v]s) =P (A[v]p)=P" [TV)ls = [TV)]s ()
) (2) 3)

(1) P[V]Bv = [V]B ya que P es la matriz de transicion de B’ a B.
@) Alv]g=[T(v)], ya que A es la matriz de T con respecto a la base B
3) P'[T(v)],=[T(v)]s yaque P esla matriz de transicién de B a B’

De (™) y ("),
Alv]g=P AP [v]; Vv.
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