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Representacién geométrica en R’
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Un punto en el espacio estd determinado por tres coordenadas

L P(a,b,c) L




Representacion geométrica en R’
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Representacién geométrica en R’

Plano horizontal 2z = ¢

L I, ={(x,y,2) : z=c} L
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Representacién geométrica en R’

Plano vertical £ = a
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Representacién geométrica en R’

Plano vertical y = b

.— Hy:{(xvyaz):y:b} .
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Vectores en R’

m  En R? definimos segmento dirigido como lo hicimos en el plano, es un
segmento con un punto inicial y final

m Cada segmento dirigido E en R? estd caracterizado por su médulo
‘zﬁ| su direccion y sentido

m  Dos segmentos dirigidos en R? son iguales si coinciden en médulo,
direccién y sentido
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Vectores en R’
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Como en el plano, un vector en R? es un segmento dirigido junto con la
nocion de igualdad
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Vectores en R’
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Vectores en R’

m Lasumay la multiplicacién por escalares para vectores en R se de-
finen como en el caso de vectores en el plano y verifican las mismas
propiedades: suma conmutativa, asociativa, existe elemento neu-
tro O, existen opuestos, homogeneidad del producto por escalares,
propiedades distributivas

m Vale la propiedad del paralelogramo: Las diagonales representan la
suma y la diferencia de los vectores de sus lados
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Descomposicién candnica en R’

Base candnica
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Descomposicién candnica en R’

Todo vector se puede descomponer como

v =ai+ bj%— CE, a,b,c € R
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Operaciones por componentes

m Si
vV = ai + bj + <k, a,b,c € R

decimos que a,b y ¢ son las componentes de Vv, y escribimos

v = (a,b,c)
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Operaciones por componentes

Si
V:af+bf+cﬁ, a,b,c € R

decimos que a,b y ¢ son las componentes de Vv, y escribimos

v = (a,b,c)

Ejemplos

— —

O =(0,0,0) i=(1,0,0) j=(0,1,0) k=(0,0,1)

N
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Operaciones por componentes

Si
V:af+bf+cﬁ, a,b,c € R

decimos que a,b y ¢ son las componentes de Vv, y escribimos

v = (a,b,c)

Ejemplos

—

O =(0,0,0) i=(1,0,0) j=(0,1,0) k=(0,0,1)

Sid = (uy,u2,u3), v=(v1,v2,v3), @ € R, entonces

u-+v= (U1+01,UQ—|—1}2,163—|—03)

a-vV=(au,aus, qus)

N
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Operaciones por componentes
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Operaciones por componentes

N

Si vV = (a, b, c) entonces

|\7’|:\/a2—|—b2+c2

N

11 / 24



N

Operaciones por componentes

Los vectores no nulos U = (uy,u9,u3) y v.= (v1,v2,v3) son paralelos

si y solo si

ui U2 us

U1 U2 v3
(acd entendemos que si alguno de los denominadores es 0, el numerador
también debe ser 0)
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Angulo entre vectores
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Angulo entre vectores

B

Llamamos angulo entre los vectores (no nulos) i = A( ; y v = AB

—_—

al angulo convexo BAC
T3 / 24




Angulo entre vectores
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Angulo entre vectores
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Angulo entre vectores

Si d y Vv son no nulos, entonces

= (U,V) = (V,u)
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Angulo entre vectores

Si d y Vv son no nulos, entonces
. (@59) = (770

m Sia>0entonces (U, v) =
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Angulo entre vectores

Si d y Vv son no nulos, entonces

. (@59) = (V)
m Sia>0entonces (U,a~v)=(U,V)
s (U)-v) =
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Angulo entre vectores

Si d y Vv son no nulos, entonces

. (@59) = (V)
m Sia>0entonces (U,a~v)=(U,V)
. (U7-v) =r— (UV)
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Angulo entre vectores

Si d y Vv son no nulos, entonces

(@79) = (V71

Si a > 0 entonces (U, a~v) =(U,V)
(ﬁf—_’v) =1 — (U, V)

Si @ < 0 entonces (U, a~v) =

‘ .



Angulo entre vectores

Si d y Vv son no nulos, entonces

(§59) = (¥76)

Si a > 0 entonces (U, a~v) =(U,V)
(W7—v) =r — (W7V)

Si a < 0 entonces (U, a~v) =m — (U, V)
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Angulo entre vectores

Si d y Vv son no nulos, entonces

= (V)= (ViU

m Sia>0entonces (U,a~v)=(U,V)

. (U7-v) =r— (UV)

m Sia<0entonces (U,a-v)=m— (U,V)
= (—_)u/;—_)v) —
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Angulo entre vectores

Si d y Vv son no nulos, entonces

(§59) = (¥76)

Si a > 0 entonces (U, a~v) =(U,V)
(W7—v) =r — (W7V)

Si a < 0 entonces (U, a~v) =m — (U, V)
(—uT—v) =(dV)
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Angulo entre vectores

Si d y Vv son no nulos, entonces

(§59) = (¥76)

Si a > 0 entonces (U, a~v) =(U,V)
(W7—v) =r — (W7V)

Si a < 0 entonces (U, a~v) =m — (U, V)
(—uT—v) =(dV)
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Proyeccion ortogonal
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Proyeccion ortogonal

Dados los vectores u = O—(} y V= (7)/ + O, la proyeccién ortogonal
de u sobre v g}el vector O—ﬁ con P siendo el punto de interseccidn
entre la recta OV vy una recta perpendicular a esta que pasa por U.
escribimos

proy;u = OP
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Proyeccion ortogonal

Dados los vectores u = O—(} y V= (7)/ + O, la proyeccién ortogonal
de u sobre v g}el vector O—ﬁ con P siendo el punto de interseccidn
entre la recta OV vy una recta perpendicular a esta que pasa por U.
escribimos

proy;u = OP
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Proyeccion ortogonal
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Proyeccion ortogonal

El nimero

p = |ul cos (U,V)

es la proyeccion escalar de u sobre v. Usando p podemos escribir

—

Proy yu — pvo

‘ o



Proyeccion ortogonal

m Si V=0, entonces proy ;u || V para todo vector u

18 / 24



Proyeccion ortogonal

m Si V=0, entonces proy ;u || V para todo vector u
m ;Para qué vectores 4, se tiene proy zu = O7
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Proyeccion ortogonal

N

m Siv O, entonces proy ;i || V para todo vector @
i Para qué vectores U, se tiene proy ;u = O?
i Cémo tienen que ser U y V para que proy gu y Vv tengan el mismo
sentido?
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Proyeccion ortogonal

Si v # O, entonces proy ;i || V para todo vector u
i Para qué vectores U, se tiene proy ;u = O7
i Cémo tienen que ser U y V para que proy gu y Vv tengan el mismo
sentido?

m ;Cémo tienen que ser U y V para que proy ;U y v tengan sentidos
opuestos”?
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Producto escalar

Definimos producto escalar de dos vectores i y v como

uxv= 0 °
[d| [V|cos (W, V) siud#

]
ool
<l <y

R N
oo

o)
y

19 / 24



Producto escalar

N

Definimos producto escalar de dos vectores i y v como

UuXV= 0 °
[d| [V|cos (W, V) siud#

]
ool
<l <y

R N
oo

o)
y

m Cudndou x v >07? jycuando < 07
m ;jCudndoesu xv =07
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Producto escalar

Definimos producto escalar de dos vectores i y v como

l
ool
<l <)

R N
oo

P 0 situ=0 o
[d| [V]cos (d,V) sid#O0y

m Cudndou x v >07? jycuando < 07
m ;jCudndoesu xv =07

Dos vectores 1 y vV no nulos son perpendiculares si y solo si

uxv=>0
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Producto escalar

Definimos producto escalar de dos vectores i y v como

P 0 sii=00v=0
[d| [V]cos (W;V) sid##Oyv#0

m Cudndou x v >07? jycuando < 07
m ;jCudndoesu xv =07

Dos vectores 1 y vV no nulos son perpendiculares si y solo si

uxv=>0

m Dadou, jqué esu x u? jCudndo esu x u = 07

‘ 19 / 24



Producto escalar

N

. o e e .
Cualesquiera que sean los vectores 1, v y wy el escalar a, se verifi-
ca:

E-2 U x(V+Ww)=1ux U+ u x w. Propiedad distributiva.
E3 a(uxV)=(a-U)xV=uUx(a 7).

E-4 7 x U =0, valiendo la igualdad siy sélosi 7 = 0.
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Producto escalar

N

Cualesquiera que sean los vectores 1, v y w y el escalar «, se verifi-
ca:
E-1 7 x U = U x u.Propiedad conmutativa.

E-2 U x(V+wW)=1ux U+ U x w. Propiedad distributiva.
E3 a(uxV)=(a-U)xV=uUx(a 7).

E-4 7 x U =0, valiendo la igualdad siy sélosi 7 = 0.

Ademas

m Siuy Vv nonulos, entoncesu L v<—=uxv =0
m SiV# O, entonces proy ;u = (U X Vy)Vvg
m La proyeccion escalar de u sobre v es p = “|§|V
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Producto escalar

Producto escalar por componentes

Sid = (uy,us,u3) y v=(v1,vs,v3), entonces

U X V= Uujv] + usvs + u3vs
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Producto escalar

N

Producto escalar por componentes

Sid = (uy,us,u3) y v=(v1,vs,v3), entonces

U X V= Uujv] + usvs + u3vs

Como consecuencia, también es posible calcular el angulo entre dos vectores
por componentes, usando la formula

‘ .



Cosenos directores

Vg B e e e e e e ,
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2 10 1_._>2 =3 4 5 6 7 8 g 10 11 12
1 1 vl
Angulos directores de vV = (v1,v3): = (x_f’fi), = (\‘f’fj)

Notemos que
0= (1212 = oo
V]|V

Decimos que cos« y cos 3 son los cosenos directores de v
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Cosenos dirertnrac

Angulos directores de Vv = (v, v2, v3)

a=(v3), B=(v), v=(vK)

Notemos que

Vo = (”j = ”i”) = (cos a, cos §, cos )
v vV

Decimos que cos «, cos 3y cos~y son los cosenos directores de v
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Problema: Determinar
componentes de v
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Problema: Determinar
componentes de v
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Problema: Determinar
componentes de v

24 / 24



Problema: Determinar
componentes de v

O

Siv = jﬁ y O es un punto del plano o del espacio, entonces

V=s—T
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