Sistermas y Senales |

Respuesta en frecuencia

Temario: Cap. 3: Item 3.5




Respuesta en frecuencia

Nos interesa determinar como se comportan los sistemas
lineales estacionarios ante entradas sinusoidales. Veremos
gue si el sistema es BIBO estable la salida del sistema
alcanzara un regimen permanente sinusoidal, y que la
amplificacion (atenuacion) de la salida respecto a la entrada
y el correspondiente desfasaje entre la sinusoide de salida y
de la entrada, dependeran de la frecuencia de excitacion.
Esto es lo que se conoce como Respuesta en Frecuencia
del sistema.
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Consideremos un SLE descripto por la FT

| [(s-2,

donde por simplicidad hemos asumido que el sistema
tiene polos y ceros reales simples.

Nos interesa determinar la respuesta del sistema a una
entrada sinusoidal de la forma

u(t) =U,sin at
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U(s)

——————

H(s)

En el dominio transformado es

U(s) =

U,

5% + w°

Y(s)

Asumiendo condiciones iniciales nulas, resulta

Y(s)=H (s)U(s)

H(s z)

— K I
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Expandiendo en fracciones simples, se tiene

L« a o,
Y(s)= 2+ *
5) izzlzs—pi S+ o S— o *)

@)

donde

a =lim(s—p,) H(s) goa)z
S—> D S +w

U,
SI|r_nw(s+ Jo) H(S) 51 o) o)
Yo HEIO) _ 380y j)
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El término (1) resulta

a,(s— Jo)+a,(S+ jo)

1) =
() 5% + @?
_ s(&g +Otg)+ ja)(ag —tp)
S —I-Cz)
—J—[H<Jco> H(—Jw>]s+—w[H<Jw>+H(—Jco)]
B 52+a)2
Escribiendo

H(jo)=|H (jo)le
con

#(@)=/H(o)
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resulta

iU MG &7y ooy )

2
1) =
() $°+@°

U, ‘H (ja))‘[sin d(w)S+w COoS ¢(a))]

S°+°
:UO‘H (ja))‘ > sin d(w) + Y cos d(w)
P+ s*+0° |

Tomando la Transformada Inversa de Laplace en (*)
resulta
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y(t) :anaie PtrU, ‘ H (ja))‘ [cosa)tsin ¢(w)+sin ot cos¢(a))]

y(’[)zznlozie'o‘t +U, ‘H (ja))‘sin (a)t+¢(a)))

Asumiendo que el sistema es BIBO estable, entonces

PPy P, < O

y el termino (la respuesta transitoria)

n
2" =50
=1
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Es decir, cuando t—0 el sistema alcanza un Régimen
Permanente Sinusoidal (RPS) de la forma

Yers 0)=U, [H (jo)|sin (et +4(w))

*La salida en RPS es una sinusoide de la misma
frecuencia que la sinusoide de entrada, amplificada (o
atenuada) por ‘H (ja))‘ y desfasada el angulo /H(jw)

e Al término

H(jw)=H (), |

se lo denomina Transferencia Armonica o Respuesta en
Frecuencia del sistema.

Sys-I 9



Su conocimiento para todo o permite determinar la
respuesta en régimen permanente a entradas
sinusoidales.

‘H(ja))‘ —  Amplitud

/H(ljw) —» Fase

1 Los resultados se pueden extender al caso de tener
polos complejos conjugados y con multiplicidad (con la

condicién de que sean estables, %Re{p,{<0) .
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1 Alarespuesta en frecuencia H(jw) se la suele graficar en
diagramas logaritmicos de amplitud y fase

A
‘H(ja))‘dB:ZO logH(jo) w. escala

_ / logaritmica
/H(jw) VS. @

gue son los denominados Diagramas de Bode de
Amplitud y Fase.
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d Ejemplo:

Magnitud (dB)

Fase(grados)

-10

-15

-20

-20

-40

-60

-80

-100
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Diagramas de Bode

-

C()= S+1

T

1

10°

Pulsacion (rad/seg)

10"

>> bode(1,[1,1])
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Diagrarmas de Bode |

Consideremos una FT racional de la forma:

m

H (Z'Ci S+ 1)

G(s)= K =

n

[1(z,s+1)

I=1

donde, sin perdida de generalidad, hemos asumido que solo
existen polos y ceros simples. La respuesta en frecuencia
resulta entonces m

H(jrcia)Jrl)

G(jw)=K-2
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El mdédulo en dB resulta

Glio)y =

=20 log QK\)+ 20 log [ﬁ

=201log QK\)+Zm:20 log ercim+ﬂ)+zn:20 log [ .
i=1 =1

:‘K‘d8+;

m

H(jrcia)Jrl)

K =1

H(jrpiaﬂ—l)

=1

=1

n
jrciw+qd8 +Z
=1

dB

=20 log

1

jrpia)+1

\

dB

K

(jrcia)+1)

jrciw+ﬂj+20 log

i1

/

\

(jrpia)+1)

1

n

=1

jr,0+1

H‘jfpia)-Fl‘/
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Es decir, el modulo en dB se obtiene sumando los modulos en
dB de los polos y ceros individuales para cada frecuencia w.

La fase resulta o )
[1(iz,+1)
£G(jo)=2£{K- =
H(jrpia)+1)
L =1 <
m _ _ 1
:4K+;4(Jrciw+l)+ i=1 Z(jz-pia)_l_l)

Es decir, la fase se obtiene sumando las fases de los polos y
ceros individuales para cada frecuencia w.
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Diagrarmas de Bode de Transferencias Elementales |

1. Polo Simple en el origen Im{s}
G(s) 1 Polo en s=0 )
S Re{s}
: 1
G(jw)=—
jo

El modulo resulta

: 1 :
G(jo) === G(jw),, =-20log @

I

. ecuacion de una recta con
‘G(Jw)‘da‘wzlrad,seg =0dB pendiente —20 dB/dec

(graficando @ en escala logaritmica)
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G(jo)| =-20log
Incrementemos « una década

G(j10w)|  =-20 log 10 =-20-20log

dB

Vemos que el moédulo decrece 20dB al incrementar la
frecuencia en una década, es decir la recta tiene una

pendiente de -20 dB/década, y vemos que cruza al eje 0 dB
para o = 1 rad/seg
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La fase resulta
T

ZG(J'CU)Z—E

A1)

Diagrama de Bode

Magnitud (dB)
o
|

F FF FFFFE 4 F F FFFFFE F 4 F F FFFFE

\ -20 dB/dec
/\

4 FFFFFFE

45 |-

-90

Fase (grad)

-135°

10
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2. Polo Multiple en el origen

1 Im{s}
G(s)=— Polo Mdltiple en s=0
> X
- 1 Re{s}
Gljo)=—
] o

El modulo resulta

. 1 .
G(jo) === G(jw),, =-20nlog
ecuacion de una recta con
‘G(ja)de‘a):lrad/seg =0dB pendiente —20n dB/dec
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La fase resulta

LG(ja)):—n% Vo

Diagrama de Bode

40
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3. Polo Real Simple

Im{s}
G(S): 1 Polo en S:—1 —¢
7S+1 T 1 Re{s)
T
. 1
Gllow)=
(J ) Jot+1

El mdodulo resulta

. 1
Gljw) =
‘ ( )( \/1+C<)2T2

— ‘G(ja))(dB =—-10log (1+ 0)272)

Pueden computarse asintotas para w —0 y para o
grande
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Para @w—0 puede aproximarse
G(jo),, =0
En tanto que para @ grande puede aproximarse

G(jw),, ~-10log (@?r?)=-20log @—201log 7
1

ecuacion de una recta con
pendiente —20 dB/dec

La recta corta al eje O dB para o = % . Para esa frecuencia
el modulo resulta

G(jw),| 1=-10log(1+1)=-3dB
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La fase resulta
/G(jw)=arctan(- or)
Puede verse que
Z/G(jw)— 0 cuando @ —0

£G(jo)— —% cuando @ — oo

/Gjo) 1=-=
(Jw)\wzg y

SyS-I
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Fase (grados)

Diagrama de Bode
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4. Par de Polos Complejos Conjugados

G(s) =

r? & . coeficiente de amortiguamiento

$° + 2L S+ @, :pulsacion natural

Polos en Pi, =—¢w, T @,4/&° -1

— é:a)n T ja)n 1_52

Para [0<&<1
Pro=—
‘pl,z‘ = W,

SyS-I

los polos resultan complejos conjugados

Im{s}

ja)n V1_§2

Re{s}
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: o’ 1
G(Jo) = ; =

—0° + j2 + 2\ .
Rl [0, s
a)n a)n
El mddulo resulta
. 1
‘G(Ja))(: —

22 2
a)n a)n

2\ 2 2
=[G(jw),, =-101og [(1-“2) 47 ”2}

of

Pueden computarse asintotas para ® >0 y para o

grande.
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Para @ — 0 puede aproximarse
G (jo)) 0
En tanto que para @ grande puede aproximarse

4
G(jw),, ~-10log (a)_4j =—40logw+40log w,
)
1

ecuacion de una recta con
pendiente —40 dB/dec

n

La recta corta al eje 0 dB para w=w, . Paraesa
frecuencia el modulo resulta

G(jo),| =-10log (4£7)=-6dB—20log &
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La fase resulta

ZG(jw)=arctan| —

Puede verse que

/G(jw)— 0 cuando @ — 0

£G(jw)— -z cuando @ — o
LG(ja))(wzw :—%

SyS-I
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5. Cero Simple en el origen Im{s}

G(s)=s Cero en s=0
Gljo)= jo Re{s}

.
AN %4

El modulo resulta
G(jo)=0 = [G(jo) , =20log @

I

_ ecuacion de una recta
\G(Ja))(dB‘ =0dB  con pendiente 20 dB/dec

w=1rad/seg _ o
(graficando @ en escala logaritmica)
La fase resulta
: T
£G(jo)= > Vo
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6. Cero Multiple en el origen Im{s}

G(s)=s" Ceros en s=0 4

Gljw)= j"o" Re{s}
El médulo resulta

‘G(ja))( =" = ‘G(ja))(dB =20nlog o

‘G(ja)XdB‘ =0dB ecuacién de una recta con

w=1rad/seg

pendiente 20n dB/dec

(graficando @ en escala logaritmica)
La fase resulta

/G(jo)= n%, Vo
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7. Cero Real Simple
Im{s}

1
G(s)=rs+1 Ceroen S=——

T

®

Re{s}

N |-

Gljo)= jor+1

El modulo resulta

G(jo) =1+ w’r? = |G(jo) , =10log(L+w*c?)

Pueden computarse asintotas para o —>0 Yy para o
grande.
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Para @w—0 puede aproximarse

En tanto que para

G(jo)) =0

grande puede aproximarse

G(jw),, ~10log (0??)=2010g w+201l0g 7

I

ecuacion de una recta
con pendiente 20 dB/dec

Larectacortaaleje0OdB para w-= % . Para esa
frecuencia el modulo resulta

G(jw),s| 1=10log(L+1)=3dB

SyS-I
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La fase resulta
/G(jw)=arctan(wr)
Puede verse que
Z/G(jw)— 0 cuando @ —0

46(jw)—>% cuando @ — o

: 7T
/G(jo) 1="

SyS-I
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Diagrama de Bode
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8. Par de ceros complejos conjugados

S° + 2Em S+ a)ﬁ & . coeficiente de amortiguamiento

G(s) =

Ceros en Py, =

Para |0<&<1

2 @, - pulsacion natural
n

——éﬁl%]:tti%]\/éfz -1

los ceros resultan complejos conjugados

. |
C,=—cm,* JC‘)n\/l_f2 e

‘Cl,Z‘ = W,

SyS-I
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2
a)n a)n

. — @’ + (28w 0+ 0&° 0° )
G(JC()): J é: L L :(1——2)4‘]25;

n

El modulo resulta

N e e

a)n a)n
. 0\ , @
:\G(Jw){delolog [1—?j +4¢£ Py

Pueden computarse asintotas para o —>0 vy para o

grande.
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Para @ — 0 puede aproximarse
G(jw) =0
En tanto que para @ grande puede aproximarse

4
G(jw),, ~10log (a)_4j =40logw—40logw,
a
1

ecuacion de una recta
con pendiente 40 dB/dec

n

La recta corta al eje 0 dB para w=w, . Paraesa
frecuencia el modulo resulta

G(jo),,| =10log(4£?)=6dB+20l0g &

W=,
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L a fase resulta

/G(jw)=arctan

Puede verse que

/G(jw)— 0 cuando @ — 0

/G(jow)— 7 cuando @ —
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Diagrama de Bode
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Ejemplo: Consideremos el sistema cuya funcion transferencia
es

(s+10)

) =570 (s +100)

Construiremos el Diagrama de Bode a partir de los diagramas
Individuales de los polos y ceros de la FT.

La FT tiene polos en p,=-1, p,=-100 y un cero enc=-10

Im{s}

Re{s}
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Normalizamos la transferencia de manera que todos los
factores en numerador y denominador (correspondientes a los
ceros y polos) tengan ganancia estatica unitaria

s w0 (w7
(s+1)(s-+100) 100(S+1)(1;O+1j < (S+1)(f£0+1j

Vemos gue la ganancia estatica de G(s) resulta

K =G(0)=0.1=> K, = 20log,, 0.1=—20 dB

G(s) =

Usaremos papel semilogaritmico para graficar los diagramas
asintoticos de los polos y ceros de G(S)
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(sopeuB) ase
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10*
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Como K =-20 dB debemos desplazar el diagrama de amplitud
20 dB hacia abajo, o equivalentemente el eje de abscisas 20 dB
hacia arriba.

T T T T TT7T T T I T TTTT T | []1|[|| Nl] T | | [[||1I ] | ] ||f||
[ T T T I i i [ T I B [ i [ T [ i [ T |

] I I B | 1 R ] 1 L I T B | [ | [ B N ] | T 5

1 oo 1 [ T T B [

_Iﬂppk e I I IH ‘.’ D dB
odg i i \del I odn.
208 1 T -------- b AOR

Magnitud (DB)

[T B
Lol l L
oo

Fase (grados)

10 10° 10* 10? 10° 10
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Veamos como realizar el diagrama de Bode en Matlab. Los
comandos serian:

>> num = [1,107];
>> den = [1, 101, 1007;
>> G = tf (num,den);

>> bode (G, {1le-1,1e5})
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