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Analisis Frecuencial de Senales

1. Objetivos

El objetivo de este Trabajo Practico es estudiar el uso de la Transformada de Fourier en Tiempo Discreto
(DTFT) para el analisis espectral de sefales, a la vez que la implementacion en Matlab de algoritmos de
computo de la DTFT, y el estudio de la performance de diferentes tipos de ventanas empleadas por los
algoritmos.

2. Introduccion

En este Trabajo Préctico se estudiardn las propiedades fundamentales de la Transformada de Fourier en
Tiempo Discreto en su uso para el andlisis espectral de sefiales. Para algunas clases de sefiales
(nominalmente aquellas que son de longitud finita, o aquellas que tienen una transformada Z del tipo
racional) es posible implementar algoritmos que calculen exactamente la DTFT. Para estas sefiales se
requerira la programacion de funciones Matlab para el cdmputo de la DTFT. Esto se hace en la
Subseccién 3.1.1.. Para el caso de sefiales de longitud infinita, 0 que no tengan una Transformada
Z racional , no es posible implementar algoritmos para el computo exacto de la DTFT. En estos casos se
debe recurrir al uso de funciones ventana que trunquen la sefial a un nimero finito de muestras, y
permitan la implementacion de algoritmos que aproximen la DTFT de la sefial. El estudio de varios tipos
de ventanas utilizadas en la practica se realiza en la Subseccion 3.1.2.. En la Subseccién 3.1.3., se
analizan las caracteristicas de los algoritmos Matlab para el célculo de la Transformada de Fourier en
Tiempo Discreto (genéricamente denominados Transformada Discreta de Fourier (DFT)), en su version
conocida como Transformada Ré&pida de Fourier (FFT: Fast Fourier Transform). En esta misma
Subseccidn se propone un ejemplo de aplicacion para la deteccion de una sefial senoidal inmersa en ruido.
Finalmente, en la Subseccién 3.2 se presenta el enunciado de los problemas que deberan ser resueltos y
entregados en el informe.

3. Desarrollo del Trabajo Practico

3.1. Problemas Propuestos de Simulacion durante la Sesion de Laboratorio

3.1.1. Transformada de Fourier en Tiempo Discreto (DTFT)

El objetivo de esta primera subseccién es estudiar las propiedades de la Transformada de Fourier en
Tiempo Discreto (DTFT: Discrete-Time Fourier Transform), a la vez que desarrollar e implementar
algoritmos en Matlab [4] para el calculo exacto de la misma. Consideraremos dos casos diferentes:
sefiales de longitud finita, para las cuales la DTFT puede calcularse exactamente a partir de la definicion,
y sefiales de longitud infinita pero del tipo exponencial, que poseen una Transformada Z racional, para
las cuales puede calcularse una expresion analitica de la DTFT que permite también para este caso su
calculo exacto, que de lo contrario seria imposible [1].

Recordemos que para una sefial en tiempo discreto X(n) , la DTFT viene dada por [2]:
X(w) = Zx(n)e‘j””, —-Tiw<rx (1)
n=-o0

que resulta una funcién a valores complejos de la variable @, que es periddica, con periodo fundamental

27 . En el contexto de Matlab, el computo de la DTFT basandose en la definicion (1) presenta
basicamente dos inconvenientes:

i. No es posible usar la expresion (1) para el calculo de la DTFT cuando la sefial es de longitud
infinita, ya que Matlab so6lo puede manipular vectores de longitud finita. Hay sin embargo una
excepcion a esto, que es el caso en que pueda obtenerse una expresion analitica de la DTFT,
que pueda usarse para el computo. Un ejemplo de este caso son las sefiales exponenciales

discretas de la forma a"y(n), que tienen una DTFT racional en la variable € o
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ii. La DTFT X (w)es una funcién de la variable continua @ (que puede asumir infinitos

valores en el intervalo [—7,7)). Para el calculo con Matlab, esto representa un problema de

muestreo en frecuencia. Lo mejor que se puede hacer es realizar el calculo en un nimero finito
de frecuencias, lo suficientemente grande como para obtener una aproximacion suave de la
DTFT.

Generalmente se toman frecuencias equiespaciadas en el intervalo [—7,7), con lo que la
expresion (1) resulta:

X(w,)= Zx(n)efjwkn - Zx(n)e—j(an/N)n | K=0,-- N -1 @

N=—w0

Sin embargo, esta Ultima expresion todavia no es computable, salvo para el caso en que la
sefial sea de longitud finita. En este caso, asumiendo que la sefial sea de longitud L, la
expresion (2) resulta

L-1 ) )
X (a)k) = Zx(n)e—m}kn — X(n)efj(Zzzk/N)n ’ k = O, o N-1 ®)
n=0

Es fécil ver que la expresion (3) corresponde a la definicion de la Transformada Discreta de
Fourier (DFT) con N puntos, que para el caso N = L puede ser calculada eficientemente
usando alguno de los algoritmos de la Transformada Réapida de Fourier (FFT: Fast Fourier
Transform).

A continuacion se proponen algunos problemas que requieren la programacion de funciones Matlab, para
el calculo de laDTFT .

Problema 1:
a. Escriba una funcion Matlab que compute exactamente la DTFT de una sefial x(n) de longitud
finita L.

e Los argumentos de entrada de la funcién deben ser:
i. X:vector de longitud L conteniendo las muestras de la sefial x(n).

ii. N: nmero de frecuencias equiespaciadas en el intervalo [—ﬂ,ﬂ) donde la DTFT es

evaluada.
e Losargumentos de salida de la funcién deben ser:

i. X: vector (complejo) conteniendo los valores de la DTFT X (a))

ii. @ : vector conteniendo las frecuencias (en rad/seg) donde la DTFT es evaluada.
e La funcion deberd asi mismo graficar los espectros de amplitud y fase de la sefial, y el
espectro de densidad de energia.
e Lafuncién debe incluir un "help" que pueda invocarse con el comando

>> help function name
b. Considere la sefial
(0,9) 0<n<100
x(n)=
0 c.o.c.
y use la funcion desarrollada en el apartado a. para calcular la DTFT.
c. Trabajo previo: Verifique el resultado calculando una expresion analitica de la DTFT y

comparando la grafica correspondiente con la obtenida con la funcién Matlab.
a
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Problema 2: En este problema consideraremos sefiales de longitud infinita, pero que poseen una DTFT
del tipo racional en la variable €' . Esto es equivalente a decir que la sefial tenga una Transformada Z

del tipo racional en la variable Z (o Z_l). En efecto, recordando la definicion de la Transformada Z de
una sefal

0

X(z)="> x(n}™, @

n=—0

puede verse que si la Regién de Convergencia (RDC) de la Transformada Z incluye a la circunferencia
de radio unitario, entonces la DTFT X(a))de la sefial puede calcularse evaluando la transformada Z

sobre la circunferencia unitaria (es decir para z =€'“).
a. Escriba una funcion Matlab que compute exactamente la DTFT de una sefial de longitud
infinita, cuya transformada Z es una funcidn racional de la variable Z .
e Los argumentos de entrada de la funcidn deben ser

i. num: vector conteniendo los coeficientes del polinomio numerador de la

Transformada Z de la sefial, en orden decreciente de potencias de Z .
ii. den: vector conteniendo los coeficientes del polinomio denominador de la

Transformada Z de la sefial, en orden decreciente de potencias de Z .
iii. N namero de frecuencias equiespaciadas en el intervalo [—7[,7[), donde la
Transformada de Fourier es evaluada.

o Losargumentos de salida deben ser

i. X:  vector conteniendo los valores de la DTFT.
ii. w;  vector conteniendo las frecuencias donde la DTFT es evaluada.

e La funcion deberd asi mismo graficar los espectros de amplitud y fase de la sefial, y el
espectro de densidad de energia, en funcion de la frecuencia @ .
e La funcién debe incluir un "help" que pueda invocarse con el comando

>> help function name

NB: Para la implementacion de esta funcién puede hacer uso de la funcion de Matlab
polyval (ul,u2) que permite evaluar el polinomio, cuyos coeficentes en orden decreciente
de potencias se ingresan como primer argumento u1, en el segundo argumento u2.

b. Considere la sefial

= 2] uto-2)+ (2] uto)

y use la funcion desarrollada en el apartado a. para calcular la DTFT.
c. Trabajo Previo: Verifique el resultado calculando una expresion analitica de la DTFT

d. Compare la gréafica correspondiente con la obtenida con la funcion Matlab.

3.1.2. CoOmputo de la DTFT usando ventanas

En esta Subseccién estudiaremos el uso de ventanas para el computo de la DTFT de sefiales de longitud
infinita, que no necesariamente tienen una transformada Z racional. Como se vié en la Subseccion
anterior, no es posible usar la expresion (1) para el computo de la DTFT de una sefial de longitud infinita,
excepto para el caso en que la sefial tenga una transformada Z racional. La alternativa es entonces
truncar la sefial a un nimero finito de muestras usando lo que se denomina una funcion de ventana, y
luego computar la DTFT de la sefial truncada que aproximara la DTFT de la sefial original, bajo ciertas
condiciones. Numerosos tipos diferentes de ventanas han sido propuestos en la literatura para su uso en
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analisis espectral de sefiales (ver [1],[2] para mas detalles). El tipo mas comun es la denominada ventana
rectangular que sélo trunca la sefial a un nimero finito de muestras, sin afectar el valor de las muestras.

En el dominio temporal, la ventana rectangular de longitud L viene dada por:

1 1<n<L

w(n)= { (5)

0 c.o.c.
Si x(n) es la sefial de longitud infinita, la sefial truncada k(n) se puede obtener como
R(n)=x(n)w(n) . 6)

La DTFT, X(a)) de la sefial original esta entonces relacionada con la DTFT , )z(a)) de la
correspondiente sefial truncada, a través de la convolucion (periodica) en el dominio frecuencial

X(m)=$_ﬂx(ﬂ)/v(a)—/1)d/1. %

Puede verse entonces que al aproximar el espectro X (a)) de la sefial original, por el espectro, )2(0))
de la correspondiente sefial truncada, se comete un error que dependera de la forma de la funcién de
ventana W(n) (o de su espectro W (a))) a través de la relacion (7).

Se proponen a continuacion algunos problemas donde se estudiaran las caracteristicas espectrales de
algunas de las funciones de ventana disponibles en Matlab [3] (nominalmente las funciones hamming,
hanning Yy boxcar, que implementan las ventanas de Hamming, Hann, y rectangular

respectivamente), y se analizara el error introducido en la aproximacion de X (a)) por X (a))

Problema 3:

Las funciones Matlab hamming, hanning Y boxcar, permiten implementar las funciones de
ventana de Hamming, Hann, y rectangular respectivamente. Estas funciones estan definidas en el dominio
temporal como [3]:

e Ventana Hamming (hamming)

0.54—0.46cos(%) 0O<n<L-1

w(n+1)=
0 c.o0.C.

e Ventana de Hann (hanning)

1 1—cos(2—’mj 1<n<lL
w(n)=12 L+1

0 c.0.C.

e Ventana Rectangular (boxcar)
1 1<n<L
w(n)=

0 c.o.C.

a. Trabajo Previo: Calcule la DTFT de la ventana rectangular en forma teérica y determine los
cruces por ceros del espectro de amplitud.

b. Utilice la funcion Matlab implementada en el Problema 1 para computar el espectro de amplitud
de la ventana rectangular. En una misma grafica muestre superpuestos el espectro para tres
longitudes L distintas, L =20, 31, 81. Use una escala lineal para el espectro de amplitud.
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c. Mida la amplitud y el ancho del I6bulo principal de la DTFT. Analice los puntos de cruces por
cero y la amplitud de los I6bulos laterales. Ademas, verifique la ubicacién de los puntos de
cruces por cero a partir del calculo analitico de la DTFT de un pulso rectangular.

NOTA: Recuerde que puede usar el comando ginput para extraer valores de una gréfica en
Matlab.

d. Considere la siguiente sefial de longitud infinita
T
x(n) = COS(E nj

Utilice una ventana rectangular de longitud L=45 para computar una aproximacion del espectro
de la sefial y graficarlo.

e. Sea lasefial
x(n) = cos(0.57.n)+ cos(0.517z.n)

Use la ventana rectangular para computar y graficar una aproximacion del espectro de la sefial
x(n). Determine la relacién entre la resolucién en frecuencia y la longitud L de la ventana. A
partir de este resultado, calcule la longitud L minima de modo que se distingan las componentes
arménicas de la sefal x(n).

a
3.1.3. Transformada Discreta de Fourier (DFT)

En esta seccion se estudiara el uso de la Transformada Discreta de Fourier en el analisis espectral de
sefiales. Particularmente se considerara la implementacion de la DFT en un algoritmo del tipo FFT (Fast
Fourier Transform) disponible en Matlab (la funcién ££t). Como un problema de aplicacion se empleara
la DFT para determinar la amplitud y frecuencia de una sefial senoidal inmersa en ruido.

Recordemos que para una sefial en tiempo discreto X(n), de longitud finita L, la Transformada de
Fourier en Tiempo Discreto viene dada por:

L1 _
X(a)):ZX(n)e"J“’" : 0<w<2rx
n=0

27K

Si se muestrea X (@) en frecuencias equiespaciadas @, = N k=01,---,N—-1,ydonde N>L,

las muestras resultan:
L-1 ok
X (k) = X [Z’Zk) =3 x(n)e N
N n=0

0 equivalentemente

N-1 2k

X(K)=3 xme "N, k=01-N-1
n=0

ya que x(n) = 0 para L <n < N-1. La dltima ecuacion constituye la definicion de la denominada
Transformada Discreta de Fourier con N puntos (N -point DFT) [2]. Existen diversas formas
eficientes de implementar computacionalmente la DFT. Una de las més difundidas es la denominada
Transformada Répida de Fourier (FFT: Fast Fourier Transform), que permite computar la DFT con un
tiempo de ejecucion reducido. En Matlab, la FFT esta implementada en la funcién f££t. Esta funcion
emplea un algoritmo radix-2 si la longitud de la secuencia es una potencia entera de 2 (ver [2], Seccion
9.3.3 en Cap 9, para mayores detalles), y un algoritmo mas lento si no lo es.

Dada una sefial almacenada en el vector x, el siguiente comando

>> y = fft (x);
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computard la DFT con N=1length (x) puntos de la secuencia x. El nimero de puntos de la DFT puede
especificarse independientemente de la longitud de la secuencia mediante un argumento de entrada
adicional de la funcién. Por ejemplo, los comandos para computar la FFT con N=100 puntos serian:

>> N = 100;

>> vy = fft(x,N);

Si N es menor que la longitud de x, entonces el vector x es completado con ceros hasta la longitud
N. Encaso de ser mayor, la secuencia es truncada a una longitud igual a N.

Nota: La funcién ££t no genera el vector de frecuencias, que debe ser generado independientemente. La
funcién devuelve los valores de la DFT que corresponderian a frecuencias entre 0 y 2.

El retorno al dominio temporal puede realizarse mediante el computo de la IDFT, utilizando para ello la
funcion Matlab ifft, de la siguiente manera;

>> x = real (ifft(y));

donde el vector y corresponde a la DFT de la sefial x, y x es la sefial temporal original. Cabe aclarar
que se toma la parte real de la sefial obtenida mediante la funcién ifft, dado que la sefial resultante
puede presentar valores complejos con parte imaginaria muy pequefia debido a errores nimericos.

También puede especificarse el nimero N de puntos considerados en el célculo de la IDFT, el cual debe
coincidir con el valor de N usado previamente en la funcién ££t. Si se omite el valor N, la funcion ifft
utilizara por defecto N=1length (y).

Nota: La funcién i f £t de Matlab asume que el espectro se encuentra definido entre 0 y 2.

Los siguientes ejemplos ilustran el uso de la funciones £ft e ifft.

Ejemplo 1: Supongamos que se desea calcular la DFT de la sefial en tiempo discreto X(N) que se obtiene
al muestrear la sefial:
X(t) = 4+ 3sin(275t)
con una frecuencia Fs = 100 Hz. La siguiente sucesion de comandos Matlab permite generar la
sefial X(Nn) y calcular y graficar la amplitud y fase de la DFT de X(n).

t=0:0.01:1;

x=4+3*sin (5*pi*2*t) ;

y=fft (x,10000) ;

magnitud=abs (y) ;

fase=unwrap (angle(y));

frec=[0:2*pi/10000:2*pi];

frec=frec(:,1:10000);

subplot (211)

plot (frec,magnitud) ;xlabel ('frecuencia w [rad/seg]l"');
ylabel ('"Magnitud') ;

title('Espectro de x(n)');axis ([0 2*pi 0 200]);grid;
subplot (212)

plot (frec, fase*180/pi) ;xlabel ('frecuencia w [rad/seg]');
ylabel ('Fase [grados]');

axis ([0 2*pi -4e4 2e4]);grid;

La salida grafica correspondiente esta representada en la Figura 3.1.1.
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Figura 3.1.1: Salida gréfica correspondiente al Ejemplo 1.

Ejemplo 2: La siguiente secuencia de comandos permite obtener nuevamente la sefial temporal a partir
del célculo de la IDFT, visualizando en una misma grafica la sefial original y el resultado obtenido a
partir de la IDFT:

x_new=real (1fft (y,10000));

figure, plot(t,x,'r-o',t,x new(l:length(x)), 'b-x");
title ('Seflal original vs. resultado de la IDFT');
xlabel ('tiempo [segundos]');

ylabel ("Amplitud');

legend ('Sefial original', 'Resultado de la IDFT');
grid;

La salida gréafica correspondiente se visualiza en la Figura 3.1.2.

Senal original vs. resultado de la IDFT

TAYRRTAYIRTAYNTAYINTA
Sy

L
[EAVARNAVARN VAN VAN,

—=—Seflal original
——Resultado de la IDFT
T T

T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo [segundos]

Figura 3.1.2: Salida grafica correspondiente al Ejemplo 2.
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Problema 4:
El archivo de datos TP3Prob4_2022.mat contiene un vector y que consiste de las muestras de una

sefial senoidal inmersa en ruido, muestreada con una frecuencia de Fs =8 KHz. Se asume que el ruido

es blanco Gaussiano.

a. Use la funcién £ft de Matlab para computar y graficar la DTFT de la sefial x, usando una
ventana rectangular de longitud apropiada. Grafique la amplitud de la DTFT en por unidad, y la
fase en grados, con el eje de abscisas calibrado en frecuencias continuas.

b. Basandose en las graficas obtenidas determine la amplitud y frecuencia de la sefial senoidal.
Justifique teéricamente los calculos realizados.

c. Repita los apartados a. y b., pero usando ahora una ventana de Hann. Compare los resultados
con los obtenidos en a. y b.

d. Repita los apartados a. y b. pero usando una longitud de ventana igual a la mitad de la usada en
a. y b. Compare los resultados obtenidos.

a
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