Sistemas y Senales |

Teorema del Muestreo
Muestreo en el dominio Frecuencial

Temario: Cap. 9




Muestreo de Seriales Analdgicas

1. Conversion A/Dy D/A

La mayoria de las senales de interés son de tipo analdgico.
Para procesar estas senales en forma digital es necesario
convertirlas en una secuencia de numeros de precision finita.

Conversion Analogica / Digital (A / D)

L

Los dispositivos que realizan esta operacion se denominan
Conversores A/D. El proceso de conversion A/D consta de
los siguientes pasos:

——1 Muestreo ——| Cuantizacion —{ Codificacion p—
|
|

Sefial Analdgica Seﬁa'[en T.D. Senal Cuantizada Senal Digital

Fig. 1. Conversion Analogica/Digital
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En muchos casos de interés practico es necesario reconvertir
la sefnal procesada digitalmente a la forma analdgica

Conversion Digital / Analogica (D / A)

L

Los dispositivos que realizan esta operacion se denominan
Conversores D/A. El proceso de conversion D/A consta de
los siguientes pasos:

' | Conversor Muestreo y Filtro PB de
! D/A Sosten (S/H) alisado

Senal Digital Seflal Analdgica Sefal Analdgica Sefal Analdgica
de Entrada con “glitch” en escalera de salida

Fig. 2. Conversion Digital/Analogica
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2. Muestreo en el Dominio Temporal

Senal

Xa(1)
Analogica —

Fo=1T
Muestreador

A I

X(n) = X,(nT) Senal
en TD

Fig. 3. Muestreo ldeal

Nos limitaremos a muestreo uniforme o periodico
X(n) = X,(nT)

X(n) se obtiene tomando muestras de X,(t) cada T segundos

Xa(1)

SyS-I

t

oo N <oo

x(n)

AT

—

—_ _
F=UT

Muestreador —

Fig. 4. Muestreo ldeal 4



Variable continuo: t - -
tiempo discreto: n |:> t=n.T=n/Fg

continuo: F
X,(t)= A cos(27.Ft) f=F/E
Frecuencia B >
discreto: f = 2T
X,(nNT)=x(n) = Acos(2zn.F / Fy)
Rango de continuo: o< F < o0 ~-o0< (< o0
Frecuencias discreto: -1/2<f<1/2 - T<oO<TT

Analizaremos el muestreo en el dominio frecuencial
determinando la relacién entre el espectro de X, (1) y el
espectro de X(n)
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Si X,(t) es una sefial no peridédica con energia finita, su
Transformada de Fourier es:

00

X(F)=] e ©

—00

La sefial puede recuperarse a partir de su espectro X,(F) a
través de la transformada inversa

j X .(Fle" " dF (2

El espectro de la senal en TD X(n) obtenida muestreando
X,(t) viene dado por la Transformada de Fourier

X(w) = i X(n)e_j”” (3)

N=—o0

0 equivalentemente

X()=Y xoe=r
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La sefial X(N) puede recuperarse a partir de su espectro
usando la transformada inversa

. 1 i jon J27rfn 5

= j X(w)e'" do= j X ( df )
Considerando (2) y que X(n) X (nT) podemos escribir:

x(n)=x,(nT) = j X, ( dF (6)

Comparando (5) y (6) podemos ConcIU|r que

1/2

| x(f)e™ df_j X (F)e™™ " dF

-1/2

Considerando que f = F / F; = df = dF / F¢, resulta:

J27Z'nF/FS

Fo /2

—j X(F/F)e

R /2

JZﬂnF/Fs JZﬂnF/FS

dF = [ X,(F)e”""" dF )
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La integral en el lado derecho de la igualdad anterior puede
escribirse como:

> j2znFI/F = (k%j& j2znF/F
| XJ(Fle"" T dF=3 [  X(F)e " dF
—0 K =—00 (k—%st
Cambio de variable 0 | Fl2 {22 nE/E
= F-k.F — S
F;ueg;) F’sty :Z: J'—FSIZ Xa(F + kFS )e dF

j [ i X (F+kF)]e™™ ™ dF

-Fg /2 k—

Comparando esta expresion con el lado izquierdo de (7)
podemos concluir:

x(ijz R S X, (F+kR ) o X(F)=Fs X X, [(f +k)F ]

S
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El espectro X(f) de la sefial en TD consiste de una

repeticién periédica del espectro escalado F¢ X (F) de la
sefnal en tiempo continuo.

Ejemplo:
Sefial de banda limitada = X (F) =0 para|F | >B
Fig. 5. b. > Fs =22B — No hay “aliasing”

F
X(E)=&XJF) |F|<F /2
S

En este caso el espectro de la senal en tiempo discreto es

idéntico (con el factor de escala F¢) al espectro de la sefial

analégica en el rango fundamental de frecuencias
|F|<Fs/20|f|<1/2
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Fig. 5.c./d. &> F; < 2B — “aliasing”

La continuacion periddica de X, (F) resulta en sobreposicion
de espectros.

El espectro X(F/Fs) de la sefial en TD contiene componentes
de frecuencia que son “alias” del espectro de la senal
analdgica. La presencia de aliasing impide que la sefal original
pueda recuperarse a partir del espectro de la senal
muestreada.
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Dada la sefial en tiempo discreto con espectro X(F/F¢) sin
aliasing, la sefal analdgica original puede reconstruirse a
partir de la senal muestreada.

En efecto, en ausencia de aliasing:

LBl Fi<R 2
Xa(F):< F F
k()

por lo que |F|>F /2
x )= X.(F)e " dF
a() -[—Fs/z a( ) Transformada
1 o5 E) e Inversa de Fourier
=— X —|e dF
FS —Fs /2 FS
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Por definicion:

F o0

X | | = X(n)e—jznnF/Fs
Fs nz—;o
Reemplazando en la ecuacion anterior:
R F
1 2 0 1 & 2 jZﬂF(t—i)
X (1) =— x(n)e 1R IZTRgE = — N x(n) | e S dF
W=F j{ (n) 2 ()jFS
2 2
F
o j2nF (-1 | 2
=Y x(n) 1 e &
" jenF, (t—;‘] &
7Z'(t—nT)
sen ,
o0 T Formula de
Xa(t) — Z Xa(nT)
n=— (t-nT) reconstruccion
T
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Definimos:

sen(7t/T) Funcion de
(t): t/T interpolacion
= Formula de
Xa(t): Z Xa(nT)' g(’[ a nT) interpolacion ideal

N= —00

Teorema de Muestreo:

Si la maxima frecuencia contenida en una sefal analogica
X,(t) es F,.,= B y la sefial es muestreada con una

frecuencia Fs> 2 F__.= 2 B, entonces X,(t) puede ser

exactamente recuperada a partir de las muestras X (nT)
mediante el uso de la formula de interpolacion ideal.
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Fig. 6. Interpolacion Ideal — Teorema de Muestreo

A . .
A Fy=2B seladenomina Tasa de Muestreo de Nyquist
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En la practica, se emplea un prefiltro de antialiasing antes
de muestrear la sefal para asegurar que las componentes de

frecuencia por encima de F¢/2 estan suficientemente
atenuadas y de esta forma el aliasing no produce distorsion
apreciable.
Ejemplos:
1.Aliasing en senales senoidales

X,(t)= cos 27 Fyt
2.Muestreo de senales de banda no limitada

X, (t)= e -Altl A>0
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3. Muestreo en el Dominio Frecuencial

Consideremos la representacion de una sefial X(n) en TD
mediante muestras de su espectro X(w) — DFT

Sea X(Nn) sefial aperiodica de energia finita.
Sabemos que X(N) tiene un espectro continuo

X(w)= i x(n)e "

N=—o0

Suponemos que X(w) es muestreada periédicamente en
frecuencia con un espaciamiento entre muestras ow.

Tomamos N muestras equidistantes en un periodo de X(w)
en el rango 0 < w < 2. Tenemos entonces:

ow=2rlN
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Evaluamos (1) en =2 z.k/N:

(zﬂkj $ (n)e-2reon

N= —o0

gue puede escribirse:

-1 N-1
X(%’kj: ...+n;Nx(n)e‘jz’””"N +an
o IN+N-1 |
— Z Z X(n)e—127rkn/N
{=—-0o n=/N
N-1 0

m—=n-/N = Z [ Z X(m+(N)]e—j27rkm/N

m=0 /{=-o0

| - -

= X,(M)
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La sefal Xp(n) se obtiene como una repeticion periodica de

X(n) cada N muestras.

Xp(n) es entonces periédica de periodo N y puede expandir-
se en serie de Fourier

N-1 .
x,(N)=>ce " n=01,..,N-1
k=0

con.

1 N1 _j2zkn/N
==Y x,(n)e

N n=0

Comparando esta expresion con la vista anteriormente resulta

C, _ 1 X(zikj , k=0,1,...,N -1

Cy

N N
y por lo tanto:
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La ecuacidn anterior permite reconstruir la sefial periodica
X,(N) a partir de las muestras del espectro X(w) de x(n).

Sin embargo, nuestro objetivo es reconstruir X(nN) o X(w) a
partir de las muestras de X(w). Debemos entonces hallar la
relacion entre X,(n) y X(n).

Como X,(N) es la repeticion periddica de X(n) es claro que
X(n) puede recuperarse de X,(n) si no hay aliasing en el

dominio temporal, es decir si an) es de duracion finita menor
que el periodo N de x,(n).

Es decir, si L < N, entonces:

x(n) = x,(n) O0<n<N-1
En caso contrario, N < L, no es posible recuperar Xx(n) a
partir de X,(n) debido al aliasing en el dominio temporal.
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Como en el caso de sefales en tiempo continuo es posible
expresar el espectro X(w) en términos de las muestras

X(27k/N) con k=0,1,...,N-1.

La formula de interpolacion en este caso resulta:

o5t

donde la funcién interpolacion P(w) esta definida como:

p(p) = " (@N12) v
Nsen (e/ 2)

SyS-I 21



