Sistermas y Senales |

Ecuaciones de Estado

Temario: Modelo en Ecuaciones de Estado de SLE en TC




Variables de Estado

Definicion: Las Variables de Estado son variables internas del
sistema, cuyo conocimiento para todo tiempo, junto con el cono-
cimiento de las entradas, permite computar cualquier otra variable
del sistema.

Definicion: El minimo niumero de variables de estado linealmente
iIndependientes, que permiten determinar cualquier otra variable del
sistema es el denominado orden del sistema.
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Ecuaciones de Estado

La dindmica de un sistema puede representarse en funcion de las
variables de estado con una ecuacion diferencial de primer orden,
de la forma:

EE  X'(t) = F(x(t),u(t))

X(t) = [% (1), %, (t), -, %, ()]

es el vector de estado de dimension n (igual al orden del

sistema), U(t) es el vector de entrada, y F(X,u) es una funcion,

en general no lineal, del estado y la entrada.
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Ecuacion de Salida

La Ecuacion de Salida es una ecuacion algebraica donde las
salidas del sistema se escriben en funcion de las variables de
estado y las entradas. Es decir

ES  y(t)=G(x(t),u(t))
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Ejemplo

Consideremos el sistema masa-resorte representado en la Fig. 1

Figura 1: Sistema masa-resorte
La ecuacion diferencial que describe la dinamica del sistema es:

mz(t) = F —kz(t) —bz(t)
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Donde se asumio que el resorte tiene una caracteristica lineal y que
el rozamiento es de tipo viscoso, es decir, la fuerza de roce es
proporcional a la velocidad.

En este caso podemos definir como variables de estado la posicion
y la velocidad de la masa “m”, es decir:

X (t) = z(t)
X, (t) = Z'(t)

Las Ecuaciones de Estado resultan entonces:

‘le(t) = X, (t)
EE v = LF- X m-Len
N m i m
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En este caso (sistema lineal), las EE pueden escribirse en forma
matricial

BN 0 1 |- - 10
t t
EE Xl,() =k b Xl(t) +| 1 |F(t)
RO N I el | IO [ ) P
k X'(t) S A = X0 B
Es decir, son de |la forma
EE X'(t) = AX (1) + Bu(t)

donde: A esla matriz de transicion  X(t) es el vector de estado

o B esla matriz de entrada u(t) es el vector de entrada
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Suponiendo que nos interesan como salidas del sistema la

14 7

posicion de la masa “m” y la fuerza de rozamiento, la ecuacion
de salida resulta:

; Y1 (t) — Xl(t)
RZ (t) — bX2 (t)

gue en este caso (sistema lineal) puede escribirse en forma
matricial

ES

v, [1 0 'xl(t)'+ 0 (0
ES Cyz(t) 0 b sz(t) 0

L u(t)

~

Y " —

'

Y (1) C X () D
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Es decir, la Ecuacion de Salida es de la forma
s Y(t)=CX(t)+Du(t)

donde: C eslamatriz de salida
D esla matriz de transferencia directa
Y(t) es el vector de salida
X(t) es el vector de estado

u(t) es el vector de entrada
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Representacion en Espacio de Estados de un
Sistema Lineal Estacionario

Para un sistema lineal estacionario la representacion en espacio
de estados toma la forma

(X'(t) = AX (t) + Bu(t)
1 Y(t) =CX (t) + Du(t)

donde XeR" ,ueR"™ ,YeR®

AceR™ BeR™, 6 CeR”™, DeR™
Es decir, el sistema queda representado por la cuadrupla

(A,B,C,D)
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La representacion en Espacio de Estados no es unica. En efecto,
basta con realizar un cambio de coordenadas en el espacio de
estados, de la forma

X({t)=TX(t), T matriz no singular

para obtener una representacion equivalente. Existen por lo
tanto infinitas representaciones (realizaciones) en Espacio de
Estados equivalentes. Hallemos la representacion equivalente.

X'(t) =TX'(t) = TAX (t) + TBu(t)
=TAT X (t) +TBu(t)

A B
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Y (t) = CX (t) + Du(t)
= CT—1>Z(t)+pu(t)

C D

La representacion en espacio de estados equivalente esta dada
entonces por la cuadrupla:

(TAT‘l,TB,CT‘l, D)

Definicion: Una realizacion en Espacio de Estado se dice minima,
si el vector de estados tiene la minima dimension posible.
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Relacion entre la representacion en Espacio de
Estados y la representacién con Funcion Trans-
ferencia de un Sistema Lineal Estacionario

Sea un sistema LE representado por su EE y ES:

(X'(t) = AX (t) + Bu(t)

1 Y(t) =CX (t) + Du(t)
Transformando Laplace resulta:
(SX(s)=AX(s)+BU(s) @
| Y(s)=CX(s)+DU(s) )
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De la ecuacion (1) resulta

(sl —A)X(s)=BU(s)
= X (s) = (sl = A)"BU(s) (3)
Reemplazando (3) en (2) resulta
Y (s)=C(sl — A)"BU(s)+ DU (s)
=Y(s)=|C(sI-A)"B+D [U(s)

donde

H(s)=C(sl —A)'B+D  po

Transferencia
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Eiemglo: Consideremos un sistema de 2do. orden representado
por su Funcion Transferencia de la forma

o _YE)

n

s?+2&m s+w?> U(s)

G(s) = (5)

de donde puede obtenerse la Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO)
gue describe el comportamiento dinamico del sistema

Y'(1)+ 260,y (1) + oy =iu(t) ()
Definiendo como variables de estado: <(X1(t) = y(t)
X () =Y (1)
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las Ecuaciones de Estado resultan

X © =%
%, (t) =—of X, () — 28, %, (£) + w]u(t)

Que pueden escribirse en forma matricial como

KO To 1 x®m] o

, - 2 _9 Ll
_X2 (t)_ C—C()n V_ é:(()n_A_XZSt)_J _C()n —
h g A X (t) B

X (1)
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Calculemos los autovalores de la matriz A. Debemos hallar las
raices de la ecuacidn caracteristica

Es decir:
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det(
det(

A(A+28w,)+w; =0

2
0,

n

det(/ll —A):O
A2 0]l | O
0 4 _—a)f
) -

A+28m,

A2 +2E0 A+ @ =0

(8)

I
o

9)
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Puede verse gque las raices de la ec. (9) (es decir, los autovalores
de la matriz A) coinciden con la raices del polinomio denominador
de la Funcion Transferencia del sistema en ec. (5) (es decir, los

polos de la FT).

autovalores de A = polos de G(s)

Esto se da siempre que la realizacion en espacio de estado sea
minima, por lo que no existiria cancelacion de polos y ceros en
la FT. En general se verifica:

autovalores de A 2 polos de G(s)
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