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Analisis Frecuencial de Sefiales usando ventanas

Desde el punto de vista de implementacion computacio-
nal, la Transformada de Fourier en Tiempo Discreto
(DTFT), definida como:

o0

X(w)= ) x(n)e " (1)

N=—o0

presenta dos problemas. El primero es el hecho de que se
tiene una suma de infinitos terminos (no es implementable),
y el segundo es que en el intervalo fundamental de
frecuencias —z < w < 7z hay Infinitas frecuencias por lo
que no puede computarse la transformada para todas las

frecuencias.
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Como consecuencia de la primera observacion, cuando se
tienen senales de longitud infinita, el espectro de la senal
solo puede aproximarse por el de una sefal de longitud
finita X(n) que se obtiene multiplicando a la senal de
longitud infinita x(n) por una ventana w(n) de longitud
finita L. Es decir:

X(n) = x(n)w(n)

I_
=

= X (o) = X(w) =) K(n)e " (2)
El problema de las infinitas frecuencias es facil de resolver
ya gque puede computarse (2) en un numero finito N de
frecuencias equi-espaciadas de la forma

a)kzzT”k - k=0,1,---,N -1 ©

Il
o
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Si la senal a analizar es una sefial analdgica, la misma se
pasa usualmente a traves de un filtro antialiasing, y luego
se muestrea con una frecuencia F;22B | donde B es el
ancho de banda de la senal filtrada.
La maxima frecuencia en la sefial muestreada es F./2
Luego, por las razones de implementacion practica
mencionadas, se limita la duracion de la sefial a un
intervalo de tiempo T, =LT , donde L es el nimero de
muestrasy T =1/F  esel periodo de muestreo.
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Veremos que la longitud finita de la ventana usada para
truncar la senal pone un limite en la resolucion en
frecuencia, es decir en la capacidad de distinguir entre
dos componentes de frecuencia que estan separadas
menos de 1/T,= 1/(L.T) en frecuencia.

Sea x(n) la senal a analizar.

Limitar la duracion de la senal a L muestras en el intervalo
0 <n <L-1 es equivalente a multiplicar a x(n) por una
funcion ventana rectangular w(n) de longitud L, es decir:

X(n) = x(n).w(n) w(n)

e =i <l 8 Sl
donde W(n):{O ki d ﬁ [ [ |

(4) R D D
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El espectro de la senal x(n) estara entonces relacionado
con el espectro de X(n) a través de la convolucion
(periddica)

~

X(w)= i j X(A)W(w—2)dA (5)

Es claro entonces que la forma del espectro de la ventana
W(w) afectard al espectro X(w) con el cuél se quiere
aproximar a X(w).

Para comprender mejor esto analicemos en primera
Instancia el caso de la ventana rectangular. Como ya
VImoS:

W (C()) 3 e—jw(l-—l)/2 sen (C()L / 2) (6)
sen(w/2)
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Por lo que:

‘W(a))‘:<

i

LW(a)):—%(L—l)+L

sen(wl/2)

| sen(w/2)

I
o

),

C.0.C.

sen (ol /2)

sen(w/2)

(| IW@)
I\/\/\/\/I Z
s T2 SR DT
L L
L W(w)
| l\ NN @
—n\l N w T

De la convolucion anterior (5) vemos gue para tener:

% ()= X (o)

debera ser W(w) = 27z0(w) para lo cual L=, 0 sea
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En efecto, calculemos el espectro de una ventana
rectangular de longitud infinita, es decir:

w(n)=1, W¥n

Podemos ver gue la sefal es periddica con periodo N =1.

| 0s coeficientes de su serie de Fourier en TD vienen dados
NOr:

sl ' IN
ngﬁz w(n)e " con ¢=0,1,...,N-1
n=0

Que en este caso resulta en un unico coeficiente
0
—j27z0n

C,=) w(n)e =1
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Recordemos que la Transformada de Fourier en TD de
una sefial periodica viene dada por

W (@) = zan i5(a)—2—ﬂk—2ﬂ£j

Para el caso de ejemplo resulta entonces

W(w)=27% 5(@—2ﬂ€)|

W(w)

Area 2w
/|
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< W(w)
o

Espectro de fase de la ventana rectangular (L=10)




El hecho de que W(w) no sea & w) trae varios problemas.

Consideremos una secuencia x(n) que consiste de una sola
sinusoide:

X(n)= cos @,.n
El espectro de la sefial de duracion finita X(n) viene dado

por (Teorema de Modulacion):
X(0)=2[W(0-,)+W(o+a,)

)T, =

12+ n ﬂ N=2048_

10+

o ] B o ux]
T T T
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Como se ve en la figura anterior el espectro de X (@) no esta
localizado en una unica frecuencia, sino que esta distribuido
en todo el rango de frecuencias.

Este fendmeno (debido a la ventana) se denomina leakage

El ancho del l6bulo principal en el espectro de la ventana
determina la resolucion en frecuencia.

Para ver esto, consideremos una senal con dos componentes

de frecuencia
X(n)= cos w;.n + COS @,.n

El espectro de la senal truncada a L muestras en el rango
0<n <L-1es:

X(0)=
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Como el espectro de W(w) tiene el primer cruce por cero

en.
w=2rlL

Entonces si | w,-w,| < 47/l , las dos funciones W(w-@,) y
W(w-@,) se superponen y en consecuencia las dos lineas
espectrales de x(n) no se distinguen.

Solo si | w,-w,| = 47/ (donde 47/L es el ancho del lobulo
principal del espectro de la ventana rectangular) se veran
dos l6bulos separados en el espectro X (o).

Es decir, la capacidad para distinguir lineas espectrales
de diferente frecuencia esta limitada por el ancho del
lobulo principal de la ventana.
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Por ejemplo, sea  X(Nn) = cos(0.2zn) +cos(0.247zn)

Luego
‘a)2 —a)l‘ =0.04~ :4% — L =100

y el espectro de X(n)=x(n)w(n) resulta

017 0.75
w [rad/seq] ‘
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Consideremos ahora el ejemplo de una senal con tres compo-
nentes senoidales, dos de ellas con frecuencias muy proximas.

X(n)= co0s(0.27z.n) + cos(0.22z.n) + cos(0.6 z.n)

| | |

w, =0.27 w, =0.227 w, =0.67
El Espectro de Mddulo usando ventana rectangular, para
L =25, y L =>50resulta:

25— . . 35 — . ; . : ; ;
L=25 L=50

RO P R ONG

! ™ No se distinguen
~ @ Y w,

/

Frecuencia ® Frecuencia ®
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De donde puede observarse que no se distinguen las lineas
espectrales correspondientes a las frecuencias préximas

@ Yy o,

Si consideramos en cambio L = 100, las lineas espectrales
son distinguibles.

“i | N | L=100

N=2048
50 -
o n [ A "

30

20 -

w@mﬁﬂﬂ“ﬂ“ﬂ'ﬂh
0 hJqu“[l h]luu]lll h“l“uhlu “ﬂl“lnlnluh
1

3 = 0 1 2 3
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Para solucionar el problema del leakage se propone utilizar
una ventana que tenga un espectro que se asemeje en

mayor medida al impulso. Por ejemplo si consideramos la
ventana de Hann (hanning):

E 1—003(@) 0<n<L-1
w(n)=12 L

0 c.0.C.

Ventana de Hann

L=100
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El espectro de modulo tiene las siguientes caracteristicas:

- Lobulos laterales significativamente mas pequefnos que la

ventana rectangular (menor leakage)
- Lobulo principal aproximadamente 2 veces mas ancho
que la ventana rectangular (peor resolucion)

6
(L+1)/2

Pulsacion w [rad/seg]




Considerando el ejemplo con las tres componentes
senoidales, pero usando una ventana Hann con los mismos
valores de L, los espectros resultan:

18 —

' ' ' ' L=50 ' ' ' ' | L&75
18F N=2048 - 8} “ IN=2048 1

14} a4 l 16}
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12} 1 n ﬂ
12}
o}
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;_3' ; JLJL s SNV E RNV
- - - Frecuencia . ) FrecuDencia 1 \ i i
- 2 - sl N=2048 | - -
Pueden distinguirse No se distinguen

ﬁ_ |

@ Yy @ B w, Yy @,
1 2 = ]
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Otra ventana, con un espectro similar al de la ventana de

Hann es la ventana de Hamming (hamming), que se
muestra a continuaci(’)n'

0 54 —0. 46c05(27mj
w(n) =+ L

0<n<L-1
0 c.0.C.
Ventana de Hamming
: oooom’\/“\M"oooooo —
P ooo L=100
()
Oo OO
0.8 of o
(] )
@ @
[~ (o]
(o] @
@ (o]
06 ] [
g \ Oo OO
= ® o)
© [}
(o] (o]
G ? on
0.4 o 7
@ [}
o [~
@ [~
Q [~
Q [~
@ @
0.2
(o)
‘TTTTTTm WTTTTHT
0 |

0 10 20 30 40 50 60 70 80
SyS'I Indice n

2L



El espectro de una ventana de Hamming con L = 10 se
muestra a continuacion.

e e e e e e === == ==

N /\

A\t /
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IW(w)|

(6]
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' / \ /L'

Pulsacion w [rad/seg]
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Computo de la Transformada de Fourier en
Tiempo Discreto para sefiales de longitud finita

Sea x(n) una senal causal de longitud finita L. Su DTFT viene
dada por:

-1

X (@)= x(n)e” )" (7)

n=0

Para solucionar el problema de que existen infinitas frecuen-
cias en el intervalo fundamental —z < w < & , calcularemos

(7) en un namero finito N de frecuencias equi-espaciadas de
la forma

o =" | k=01---,N-1 (8)
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Resulta entonces
27an

X(w,) = Z x(n)e ok

0,L---,N-1 (9

que puede escribirse como:

zﬁxoxo 27z><0><1 . 27x0x(L-1)
X(w,) = x(O)e N©+ x(l)e N+ - +X(L-1)e )
_ 200 _j2md j20x(LD)
yaiel PRl 5 xe N + +x(L 1)e i
e 27x(N=1)x0 27r><(N Lyl _2ax(N-1)x(L-1)
X(wy_,) = x(0)e N x(l)e N+ e +x(L-D)e N
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En forma matricial, resulta:

- X(@,)
X (@)

_X (a.)N—l)_

_j 27rx0x0

_j27z><(N—1)><0

e N

€

. 27rx0x1 . 27x0x(L-1)
—J —J
N ¢ o o e N
2 7x1x1 . 27x1Ix(L-1)
—J —J
N * o0 e N

€

_j27r><(N—1)><1

_j 27rx(N-1)x(L-1)

€

N ... P N

CX(0)
X(1)

 X(L-1) |

(10)

que es muy simple de implementar en un algoritmo en, por
ejemplo, Matlab.
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Implementacion de la DTFT en Matlab
Consideremos la ecuacion (10)

x(0)

X(1)

&y 27x0x0 % 27rx0x1 = 27rx0x(L-1)
i — e N e N e oo e N
X ()
. 27x1x0 L 22x1x1 L 2mxIx(L-D)
X (C()l) 3 e J N e . N | ' e J N
X (CON _1) 27x(N-1)x0 27x(N-1)x1 2 7x(N—=1)x(L-1)
- - -] -4 -
e N e N MR EE N
. Pt A L 08
. e
X Ekn

X(L-1) |

\

J

Y
X

Escribiremos una function de Matlab, con argumentos de

entrada la sefnal, como vector columna x , y el nimero de fre-

cuencias N, y como argumentos de salida el vector columna

X con las transformadas y las pulsaciones m.

SyS-I
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e EIo IR X EemB=diC #=210 Z2075e i\ )

L=1length (x) ;

=S O a0 18
w=2*pi*k/N;

e 0 el S T 5
Ekn=exp (-j*w*n') ;
el TN 82D

end

SyS-I
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Ejemplo: Usaremos la funcion desarrollada para calcular
la DTFT de la senal

x(n) =(0.9)"[ x(n)—p(n-L)] (11)

Ji== 0=

== PIORE M= L

=G,

N=1024;

[ X G20 20682 1N)

figure (1)

plot (w, abs (X))
ww=[-pi:2*pl/N:pi-2*pli/N]/';
figure (2)

Bl o SnwiRaltis! ( £ Bnshisr ey ) 3
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IX(w)|

L=10

SyS-I
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IX(w)|

L=10
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Para poder graficar las frecuencias m entre —x y « se utilizo
el comando fftshift de Matlab.

fftshift

o
X B SR FaeSn)
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Consideremos ahora la senal de longitud infinita

X, (n) =(0.9)" x(n) (12)

Podemos pensar que x(n) en (11) es una version truncada
con una ventana rectangular de longitud L de la senal de
longitud infinita (12). Calculemos la DTFT de x,(n) .
Resulta

1

X, () = i(o.ge—iw)” L s

Grafiquemos el espectro de mddulo de X, (n) y de x(n)
para distintos valores de L .
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Espectro de médulo

12

= |_ongitud L=10
== Longitud infinita

10 A
6 I\
,M M

-3 -2 -1 0 1 2
Pulsaciéon w [rad/seq]
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Espectro de modulo

12

10 = |_ongitud L=20
= Longitud infinita
= Longitud L=10

8

6

4

2

ol * i
-3 -2 -1 0 2
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Espectro de modulo

12

10

0o

(o))

N
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Pulsaciéon w [rad/seq]

Para L = 50 las curvas son casi indistinguibles.

—— Longitud L=50
A == Longitud Infinita
-3 -2 -1 0 il 2
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Transformada Discreta de Fourier (DET)

Vimos que la DTFT de una senal causal x(n), de longitud

finita L, calculada en N frecuencias equi-espaciadas de la
forma:

a)kzz—”k . k=01,---,N-1 (14)
N
viene dada por
L -1 _j27zkn
X(w)=> x(me N , k=0L---,N-1 (15)

n=0

Puede pensarse entonces que X (a,) son muestras del
espectro X(w) en las frecuencias w,
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Se define entonces la Transformada Discreta de Fourier
(DFT) con N puntos de la sefial x(n) como

ZZ

1 . 27kn

XK2Yx(me N , k=0L1---,N-1 (16)

n

I
()

Vemos, comparando (16) con (15), que si la sefal es de
longitud L<N | latransformada Discreta de Fourier
con N puntos puede pensarse como muestras del espectro
X(w) en las frecuencias equiespaciadas «, . SI en cambio
no se verificaque L <N, la DFT con N puntos no puede
pensarse como muestras del espectro X(w) en @, .
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No es dificil probar que la DFT con N puntos X(k) es
periodica con periodo N. En efecto

27(k+N)n

X (k + N) =§x(n)e‘ N

2ﬂkn ZﬂkN

= NZ x(n)e ]

—l

N — 2ﬂkn

N Zx(n)e — X (k)

SyS-I
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Teniendo en cuenta que X(k) es periodica con periodo N, y
observando la expresion de X(k), notamos que esa
expresion es la Serie de Fourier discreta de X(k) , por lo
gue podemos concluir que

Zﬂkn

X (k) = Z x(n)e | = X(n)=c_,

C

-N

siendo C__ los coeficientes de Fourier. Finalmente,
teniendo en cuenta la expresion de los coeficientes de
Fourier

—j2zkn/N

C X(k)e con n=0,1,..., N—-1

ELES
-
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podemos concluir que

x(n)é% X(k)ej | n=0,1,...,.N-1 (17

Es decir que, para el caso en que L<N , la sefial x(n) puede
recuperarse a partir de las muestras X(k) segun la expresion
(17), que se denomina Transformada Discreta de Fourier
Inversa (IDFT):
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Transformada Rapida de Fourfer (FFT: Fast
Fourier Transform)

El algoritmo desarrollado en pag. 25 para el calculo directo
de la DTFT no es eficiente desde el punto de vista compu-

tacional ya que requiere del orden de N* multiplicaciones

complejas. Por ejemplo, si se calculan 1024 frecuencias, se
requeririan 1048576 multiplicaciones.

Si se tienen en cuenta algunas propiedades de simetria de

los coeficientes b Ry

e N
se pueden desarrollar algoritmos mas rapidos.
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En particular, uno de los mas difundidos es el algoritmo
denominado Transformada Rapida de Fourier (FFT:
Fast Fourier Transform) que requiere del orden de

N
?Iogz(N)

multiplicaciones complejas, cuando N es potencia entera de
2. Para el ejemplo de N = 1024, resultan 5120 multiplica-
ciones, lo que representa un factor de mejora en la
velocidad de 204.8.

En Matlab este algoritmo esta implementado en la rutina
fft. Lasintaxis es lasiguiente:
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> e fE T (056 8 TN )4

donde:

x ¢+ vector con las muestras de la senal
X+ vector con las transformadas

N: numero de frecuencias donde se calcula la transformada,

que debe ser de la forma N =2" para que el algoritmo sea
rapido.
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Ejemplo: Problema 4 del TP3

iea o (NI P S PiaCiedy 200\ 2 Filchims)
L=length(y);

Fs=8000;

N=4096*8;

Y=Ffft (v, N) ;

B RSy 2 N SN P S A2 SP AN " -

A=2*picomax/L;

Fsen=-F (ind) ;

figura(l)

plot (t,y)

figure (2)
PLCIESAR R RSN TR ) ) )

[plcomax, ind]=max (abs (fftshift (Y))) ;

A = 1.0056 ; Fsen = 199.9512

SyS-I
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Sefial senoidal inmersa en ruido
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Espectro de Modulo |Y(F)|
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Filtrado en el dominio FFT

Reikeeh Sletch NSzt IS YIRS
AT VO —~7ZrCEaiN, N

it T e Taen ilyptelar=s Mm@l o276} =l
L e s @y N0 AE sms FIN =4 ni@lT sy,
R S Ieele] =i 2 TRl SN O

Vel # i A el =Tac M ai i (YAE 1L E 1@ clien AN Y2

vak P o ad.a =y N SO and o (wlrgge TN,

EMCLU TYENIEEN)

DM ety CEFESIT S M Y- EIMCEr alela J8) & PRSI0 O st wE sl = cofs)
figure (4)

PLEIC, (L, v " FE#ada )

L
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yfiltrada(t)
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