Sistemas y Senales |

Analisis Frecuencial de

sefnales en TD

Temario: Cap. 7: ltems 7.1, 7.2,7.3, 7.4, 7.5




Analisis Frecuencial de Sefales en Tiempo
Discreto

1. Serie de Fourier de Senales en Tiempo Discreto
Sea X(Nn) una sefial periddica con periodo N, es decir:
x(N)=x(n+N)  V¥n

La representacion de X(n) en serie de Fourier puede
expresarse como:

N-1 j2zkn/N
x(n)=), c.e (1)
=0

=~

donde {c,} son los coeficientes de Fourier.
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Para derivar la expresion de C, usamos la identidad

§ e [N K=02N 22N
— |0 coc

Reemplazando en (1), tenemos:

. N -1 .
—-j2z¢n/N j2z(k=¢)n/N
x(n)e =) c.e
Sumando sobre n k=0
N -1 _ N-1 N-1 .
~j2x¢niIN j2z(k=¢)n/N
> xinje =)

n=0

j2z(k=¢)n/N
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Luego:

Z
H

C, = x(nj)e ™™ con ¢=0,1,...,N-1f @

15
N

S
I
o

Coeficientes de Fourier
* Como las componentes en frecuencia
—j2zkn/N
S, (n) =€

son periédicas con periodo N, entonces los coeficientes de
Fourier C, son también periodicos cuando se calculan mas
alladelrangok=0,1, ..., N-1. Se tiene entonces:

Cein = C

Es decir, {C,} es una secuencia periédica con periodo
fundamental N.
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Tenemos entonces que el espectro de una sefial X(n) que es
periédica con periodo N, es una secuencia periédica con
periodo N.

Consecuentemente cualquier secuencia de N muestras de

la sefal o de su espectro provee una descripcion completa
de la senal en el dominio temporal o frecuencial.

* Si bien {C,} es una secuencia periédica, nos concentra-
remos en un solo periodoenelrangok=0,1, ..., N-1.

En el dominio frecuencial esto implica cubrir el rango de
frecuencias:

2rk

0< w, <2 con k=0,1,...,N-1
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2. Espectro de Densidad de Potencia de Senales
Periddicas en Tiempo Discreto

La potencia media de una sefal periédica de periodo N es:

1 N-1 1 N-1 ,
x ano ‘ ‘ ano X(n)X (n)
N-1 N-1 .
:% x(M[ Y cre™™™ ]
n=0 k=0
N -1 N -1 .
=Y ¢ % x(nje ]
k=0 n=0
N-1 . N-1 2 | ldentidad de Parseval
= C, C = ‘Ck ‘ para sefiales
k=0 k=0 periddicas en TD
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- Lasecuencia|c, |°,k=0,1, .., N-1 se denomina
Espectro de Densidad de Potencia

- La energia de la sefial X(nN) en un periodo es:

N — ) N -1 5
=3 [ =N o]

* Sila sefial X(n) real, entonces:

(

o=

—ZC =Z£C,
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Eiemplos:

a) x(n)=cosv2 zn
w, =27 = f,=1//2

Como fy no es un ndmero racional, X(n) no es periédica =

No puede expandirse en series de Fourier. La senal posee
sin embargo un espectro que consiste de una unica

componente de frecuencia @ = @y = V2 1
b) x(n)=coszn/3
2 fy=n/3 = 1,=1/6

x(n) es periddica con periodo fundamental N = 6
Los coeficientes de Fourier resultan:

9 .
ckziz x(nje "™ k=0,1,...,5

n=0
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Usando la expresion con exponenciales complejas del
“cos(w.n)” , podemos escribir:
1 j2znl6 1 —j27znl6
x(n)=cos2 7 n/6:§e’ +e |

por lo que podemos concluir que:

c,=1/2 c,=1/2
Considerando que:
i j2r(5-6)n/6 j27z5n/6 —j276nl/6
e j27n/6 — @ —e e
vemos que: —
=1
C,= Cg c
Teniendo entonces: ‘
1
Chb=C=¢C=¢c=0 l ‘
k
c, =1/2 C; =1/2 Su—

SyS-I Fig. 1: Coeficientes de Fourier 9



c) Determinar los coeficientes de Fourier y el espectro de
densidad de potencia de la sefal periédica mostrada en la

figura (onda cuadrada en tiempo discreto)
4 X(n)
A

HH H‘H Fig. 2: Onda cuadrada en TD
-N 0 L N

n

X(n) es periddica de periodo N

1 N-1 —j2zkn/N 1 L-1 —j2zkn/N A L1 —j2zkn/N
G > x(n)e :NZ::; e :anzée
Considerando que:
. L - k=0 k=1,...,N-1
e—JZﬂkn/N 1_e—j27rkL/N _e_jﬁk(L_l)/N sen(ﬂ k L/ N) j
= 17" sen(z k/N)
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Resultando entonces que:

AL k=0

6 =1

k — Ae_jﬂk(L—l)/N Sen(ﬂ- k L/ N) . k _1 N —1
| : fseer](jz'l( / N ) : =1,...,

El espectro de densidad de potencia resultante es:

( 2
R e

(AT sen (zk L/N)
\NJ sen’(zk/N)

2
‘Ck‘ =
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Fig. 3: Espectro de densidad de potencia
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3. Transformada de Fourier en Tiempo Discreto
La DTFT de una sefial X(n) de energia finita se define como:

X(a))i i x(n)eter

N=—00

» X(w) representa el contenido frecuencial de la sefial X(n);
y se denomina espectro de X(n)

* Como el rango de frecuencias para una senal en TD es
(-rt, ), X(w) resulta periédica de periodo 27.

En efecto,

X 2 _ C e —j(o+27)n ja)n 127rn — X
(w+27) n:z_wx( n) H_Z_wx ()
=1
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 Como X(w) es una funciéon periddica de la variable o,
admite una expansion en series de Fourier, siempre gue se
verifiguen las condiciones de Dirichlet.

De la definicion anterior de X(®) vemos que los coeficientes
de Fourier son:

C, = X(-n)

Si se conoce X(w), la sefal X(n) puede entonces recuperar-
se como:

x(n):C_n :i ” X(a))ej“’” do (2)
27T ¥ -x

gue es la Transformada de Fourier en TD Inversa
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Convergenciade la DTFT
Definamos: N

Xy(@)= Y x(n)e "
n=—N
Decimos que Xy(w) converge uniformemente a X(w), para

todo w, cuando N — o, si
lim | X (@) — X (@) |=0

N —o0

La convergencia uniforme de X\(®) queda garantizada si:

Y [x(n)| <o 3)

N=—o0

En efecto, si se verifica (3) entonces:

o0

[ X(@)]=| > x(n)e )" |< i [ x(n)| < oo

N=—o0 N=—0o0

Luego, (3) es condicion suficiente para existencia de DTFT
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* Algunas secuencias no son absolutamente sumables
(condicion (3) ) pero son cuadrado sumables, es decir son de

energia finita o 2
E,=> |[x(n)] <o @

N=—o0

gue es una condicion mas deébil que (3)
[(3) = (4) pero (4)#>(3)]
Para poder definir la DTFT de estas sefnales, la condicion de

convergencia uniforme se debe relajar a convergencia en
media cuadratica,

lim | X(@)- X, (@) [ do=0

Es decir, la energia del error | X(w)-X\(w)| tiende a cero, pero

no necesariamente el error tiende a cero para cada w.
SyS-I 16



* De esta forma podemos ampliar la clase de senales que
tienen DTFT para incluir a la sefiales de energia finita.

Ejemplo:
Supongamos que la sefal x(n) tiene DTFT | X(@
1
1, |o|fo,
X (@) = | |
0 , o<|lw|l<z * o 0 o 7 o

Fig. 4: Espectro discontinuo
Recordemos que X(w) es periédica con periodo 27

La transformada inversa resulta:

sen @.n
7n

con nz0

1 jong o L [ giong,_
X(n)_27z L X(w)e da)—zﬂ j% e’ "do=

SyS-I 17



Para n = 0, tenemos:

1 o= 0,
X(0)= o jw do = ;C Z(C?j)r

Es decir: C

S|

7T con n=0 gl l ] alr,
x(n) =1 L 1|1| 0 |1|1 T,

o, senon o o o

ECAL

Fig. 5: Senal x(n)

Podemos verificar que X(N) no es absolutamente sumable
pero es cuadrado sumable (de energia finita).

En efecto:
= _ @ 2°° @, |SEN Nl _ @, 21
n:z_oo‘x(n)‘ 7z+ nzz;ﬂ w.n _7z+7zn§‘n
H_I
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Ademas:

2 2
- sen w.n = 1
n)| =—+2 ol <% it
n;o‘x( =2 ;ﬂ' o, N ° ZZ‘ n’
H_J
Converge

Concluimos entonces que la DTFT X(w) de x(n) converge en
media cuadratica, pero no converge uniformemente punto a
punto (en los puntos de discontinuidad).

Para ver esto en mayor detalle consideremos la suma finita
N

sen o.n _;
Xylw)= ¢ _gJon
«(@) ZN -

para distintos valores de N crecientes.
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X7(w)

Xis(w) Xsolw) Xio(w)

Fig. 6: Suma finita X (w) para valores de N crecientes

Vemos que hay una oscilacion en la frecuencia @ = ..

Cuando N aumenta, la oscilacién es mas rapida y cuando
N-—>co la oscilacion converge al punto de discontinuidad
w=w, , pero su amplitud no va a cero. Este fenomeno

oscilatorio de Xy (@) se denomina Fenémeno de Gibbs.
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5. Espectro de Densidad de Enerqgia de Senales
Aperiddicas

La energia de la sefial X(n) es:

= > [ )= _z ()X (0
= Z X(n j X*(w)e "dw |
e X(o)
zi ) X (@ ;@ x(n)e " o
1 Identidad de Parseval

= j: ‘ X(a))‘2 dw para senales

aperiodicas en TD
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* X(w) es, en general, una funcién a valores complejos, que
puede expresarse como:

X(w)= X(w) e

| X(@w) | : Espectro de magnitud
Aw)= £ X(w) : Espectro de Fase
« S, (w) = | X(w) |> se denomina Espectro de densidad

de energia de x(n). S,, (w) no contiene informacion de la
fase.

* SiX(n) es una sefial real, entonces:

donde:

-

X(— Ct))‘ Z‘ X(Cf))‘ Simetria Par
X (a)): X(a)) = <L X(— a)):—é X(a)) Simetria Impar

SXX(— a))= SXX(O)) Simetria Par
SyS-| - 22




* Basados en las propiedades anteriores de simetria
podemos concluir que para una senal real basta con

conocer X(w) en el rango de frecuencias 0 < @w < 1 para
que X(n) (sefal real) guede completamente determinada.
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Ejemplo 1:
Calcule y grafique el espectro de densidad de energia S,, (@)

de la sefal:

x(n)=a"u(n) , 0<ax<l
La DTFT de x(n) resulta

X (@) = i x(n)e 1" = ia”e‘j‘“n
N=—o0 n=0
=2 (e = aleiw
Luego , 1
1-acos(w)+ jasin(w)
1
(1—acos(a)))2 +a’sin’ (o)
B 1
sys-| 1+a*—2acos(w) 2
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Fig. 7. Espectro de Densidad de Energia (a=0.8)
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Ejemplo 2:
Determine la DTFT y el espectro de densidad de energia de

la senal:
{A - 0<n<L-1
X(n) = 0

C.0.C.
La DTFT resulta

L-1 Lo\ 1_ g oL
:Anzt;(e’)_Al G

—joLi2joll2  —joli2 - joll2
e e —€ e

jol2 A jol 2 —jwl2 n— jol 2

g lolglelz _g
e 12 sin(wL /2)
e 1 sin(w/2)
_ pe-io(La2 sin(wL/2)
SyS-I sin (a)/ 2) 26
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El espectro de densidad de energia resulta
, Sin*(wL /2)

So (@) =X @) =A 5= 072

. [
!
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0 — /’\j \/‘\ —

-3 -2 -1 0 1 2 3
Pulsaciéon w [rad/seq]

Fig. 8: Espectro de densidad de energia (L=10, A=1)
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Fig. 9: Espectro de modulo (L=10, A=1)

3

28




< W(w)
o

Fig. 10: Espectro de fase (L=10, A=1)




6. Propiedades de la DTFT

* Linealidad
& Xl(n)+a2 Xz(n) — 3 Xl(a))_l_aZ Xz(w)
* Corrimiento Temporal
Si x(n) <« X(w)
entonces  x(n—k) «—> e’
* Inversion en el tiempo
Si x(n) «— X(w)

entonces  x(-n) «F— X(-w)

ok

X (a))
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e Convolucion de 2 secuencias
S x(n) < X ()

Xz(n) — > Xz(a))

entonces: X, (n)*x,(n) «F> X (@). X, (o)

Fig. 11: DTFT de la convolucion de 2 senales
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e Corrimiento en Frecuencia:

SyS-I

Sj x(n) «<F— X (o)
entonces gleo" x(n) —> X(CU—C%)

/{”\w

(a)

~|=

Y(w-wg)

/\f/\ N

-2 - 2m + y 2rr+w0

W

Fig. 12: Propiedad de corrimiento en frecuencia
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* Modulacion:
S x(n) «— X(w)

entonces  x(Nn)cos w,n «— = [X(a)+a)o)+X(a) ;)]

A A“{ AN

Y(w)
y,(n) = x(n) cos 0,5.z.n s
SR :
(@) = X(w =)
_/_".\’.r /\ .
y,(n) = x(n) cos z.n S -

Fig. 13: Teorema de Modulacion
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Prueba del Teorema de Modulacion

Sea X(w)la DTFT de la sefial x(n), y sea

X, () = x(n) cos(w,n)
Entonces

o0 o0

X, (@)= Z X (n)e” " = Z x(n) cos(m,n)e "

N=—o00 N=—o0

| N=—00 N=—o0

o0

1
2
:% > x(n)e emn 4 i x(n)e J{@re)n
1
2

| N=—00 N=—0o0

X(w—ay)+ X (0+ay)]

SyS-I
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|
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* Multiplicacion de 2 secuencias (Windowing Theorem)
Si x,(n) «—— X, (o)

X,(n) «=— X,(o)
Luego x,(n)=x,(n).x,(n)«t— X, (o) =ij X, (A)X, (00— A)dA

Producto en el «—> Convolucién en el
dominio temporal dominio frecuencial

e Diferenciacion en el dominio frecuencial
S x(n) <« X(w)

entonces N x(n)<«— | d ;((a))
Q
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* Teorema de Correlacion
Si x(n) «F— X, (o)
X,(n) «t— X,(o)
Luego 1, (n)«">S,, (@)= X,(@)X,(- o)

X

Caso particular: Wiener-Khintchine
Sea x(n) una sefial a valores reales. Entonces:

o) < S (@)

El espectro de densidad de energia de una senal de
energia finita es la Transformada de Fourier en
Tiempo Discreto de su secuencia de autocorrelacion.
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Prueba del Teorema de Wiener-Khintchine

Sea X(w)la DTFT de la sefial a valores reales x(n), y seal,, ({)
sSuU secuencia de autocorrelacion. Entonces

L0} = Y r e =3 { > x(n)x(w”}e"”f -

—00 {=—c0| N=—00

e~
| I

I
NE

n

00

- —jol
X(”)Z, X(n ‘M)e Cambio de variable
- Mm=n+/(

x(n) Y x(m)e

00 M=—o0

Il
Ms

n

o0

x(n)e! > x(m)e "

—00 M=—0o0

(@)X (@) =|X ()] =S, ()

|l
[Ms

n

I
><
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* Teorema de Parseval
Si % (n) +—>F X, (@)
X (n ) X, (e
1

Luego Z X, (

N= —00

SyS-I
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7. DTFT de Senales periddicas

Si se admiten como posibles transformadas los impulsos,
puede ampliarse la clase de funciones en TD que son
transformables Fourier para incluir a las funciones periodicas.

Consideremos la sefnal periddica senoidal

x(n) = ej“’onl

Su Transformada de Fourier (calculada aplicando la
definicion) resulta

X (w) = Zejwone—jwn _ ie—J’(w—wo)n

N=—00
Puede probarse que resulta igual a un tren de impulsos de
la forma

X (w) = 2ni5(a)—a)o —27l)

39
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Para ver esto, basta con calcular la Transformada Inversa y
verificar que es igual a x(n). En efecto

1 X(w)e™" da):f i5(a)—a)o—27z€)ej“’” do

—7 —x f=—

T
= Iej””5(w—w0 —27l)dw = e =gl = x(n)

—7T

Donde en el pasaje al segundo renglon se uso el hecho de que
siempre existe un indice ¢ de manera que la frecuencia (@, +

2 n¢) cae en el intervalo [-&t, «].

Consideremos ahora una sefal x(n) periodica con periodo N,
representada con su Serie de Fourier

Sys-| k=0 40




Su Transformada de Fourier resulta entonces

X (w) = 27Z'ZCK ié(a)———Zﬂfj

Es decir que la Transformada de Fourier de una senal
periddica puede calcularse en forma directa a partir de sus
coeficientes de Fourier c, .

Eiemplo 1:

1 . 1 _.
x(n)=cos w,n = Ee‘”O” +oe Jeon

La transformada de Fourier resulta entonces

X(w) =7 i5(a)—a)o —27l)+ 7 i5((0+(00 —27)
{=—0 f=—0
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“ X(w)

Area w
[ I A R N B
2N~y 27 -2nt®, X -0, 0 o T 2n-0, 21 2mto,

Fig. 14: Espectro de la senal

Ejemplo 2: Tren de impulsos periodico

Sys-| Fig. 15: Tren de impulsos 42



L_os coeficientes de la serie de Fourier resultan

SyS-I
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Fig. 16: Espectro de la senal
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