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RESOLUCION DE CIRCUITOS APLICANDO TRANSFORMADA DE
LAPLACE.

12.1 Introduccion

El célculo de tensiones y corrientes en una red resistiva a la cual se aplica una cierta excitacion
es un procedimiento muy sencillo. Ya no lo es tanto en redes que también contienen elementos
almacenadores de energia, como C y L, cuyas caracteristicas volt-ampere estan definidas
mediante derivadas (v = L di/dt, i = C dv/dt). Las ecuaciones resultantes son integro-
diferenciales, y su solucion requiere un esfuerzo mayor, pudiéndose resolverlas por el
denominado metodo clasico, o por aplicacion de la transformada de Laplace, cuya utilizacion es
mas simple. En este capitulo veremos la transformacion de Laplace y su aplicacién a la
resolucion de circuitos con elementos R, L y C.

La aplicacion de la transformada de Laplace nos permitira también generalizar la excitacion de
los circuitos, y hallar propiedades que son muy Utiles para la solucién de numerosos problemas
de ingenieria. Veremos que la transformacion de Laplace es una generalizacion del concepto de

fasor: el fasor Aes el nimero complejo asociado a la senoide A cos (o t + @a), mientras que la
transformada de Laplace asocia una funcién compleja de la variable s, llamada F(s), con una
funcion dada del tiempo, f(t), definida en el intervalo [0,c0}. La transformada de Laplace juega
un papel muy importante relacionando el comportamiento temporal con el comportamiento
frecuencial de los circuitos lineales invariantes en el tiempo.

12.2 La transformada de Laplace

Las variables v(t) e i(t) son "variables temporales', es decir, se miden en el dominio temporal, en
un instante de tiempo particular, usando voltimetros y amperimetros, o pueden visualizarse en
un osciloscopio. Podemos asi obtener informacién sobre las mismas a partir de un trabajo
experimental. Por lo tanto, independientemente del método que usemos para resolver un
problema, veremos o interpretaremos mejor el resultado final en funcién de lo que ocurra en el
dominio temporal. Para llegar a la solucién podremos, sin embargo, dejar el dominio temporal
por un tiempo, y retornar luego a él para interpretar los resultados.

La transformada de Laplace de la funcion f(t) definida en [0, «) esta dada por:

o0

e {f )= ) e* dt=F() (1)

o

Debido a que los limites de integracion sont =0y t = oo, la L-transformada de f(t) no es una
funcion del tiempo sino de s, la cual se introduce a través del factor e®. La variable s se
denomina variable frecuencia compleja. La funcion transformada, F(s), es una funcion en el
dominio de la frecuencia compleja, 0, mas brevemente, en el dominio frecuencial. Designaremos
las funciones en el dominio temporal con minuscula, f y en el dominio frecuencial con
mayuscula F.
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Siendo que s es una variable compleja, sus partes real e imaginaria se designaran con ¢ y ,
respectivamente, de donde:
S=otjo o real y o real

Podemos visualizar s como un punto en el plano complejo, siendo & la abscisa y o la ordenada.

En la integral de (1), t es la variable de integracion, y se tom6 como limite inferior O ~ de forma
que, si f(t) incluye un impulso en el origen, quede dentro del intervalo de integracion.

En el caso de que f(t) fuera una funcién de variable compleja (por ejemplo, ' *1#)*) por Euler
puede reducirse a una combinacion de funciones de variable real.

También se sobreentiende que o es lo suficientemente grande y positivo como para que e°"
decaiga rapidamente y la integral converja, es decir, para que el area bajo la curva | f(t) et sea
finita.

Para que sea transformable, una funcién debe ser seccionalmente continua y de orden
exponencial. Si f(t) contiene solo un ndmero finito de discontinuidades finitas aisladas, es
seccionalmente continua. Si, para M constante positiva y y n° real, |f(t) | <M e" cuando t — oo,
f(t) es de orden exponencial. Si bien la mayoria de las funciones asociadas con los circuitos
reales son L-transformables, podemos sin embargo, generar una funcion que no lo sea. En
efecto,

fit)=e"?

no puede transformarse porque no es exponencial, dado que no existen M y v tales que \f(t) | <
M e" cuando t — co.

Luego de la transformacion, las dos variables eléctricas v(t) e i(t) se vuelven V(s) e I(s), y estan
dadas por:

V(s)= [ etv(t) dt I(s) = ] e*ti(t) dit
0 0

con lo cual resultan funciones de s, y no podemos visualizarlas en un osciloscopio. Sin embargo,
podemos trabajar con ellas en el dominio frecuencia, y aprender a usarlas y aun relacionar sus
propiedades en el dominio frecuencial con las del dominio temporal.

Una funcion excitacion muy frecuente es ™ . Si s = o es real, seglin su signo representara un
decaimiento exponencial (o <0), una constante (o = 0) o un crecimiento (o >0).

w(t) [V]
g

Fig. 1



Suponiendo que la excitacion es v(t) = e’ x(t), podra representarse como sigue:

CH €l e m/
1 1 1

c <0 c=0 c>0

@) (b) (©)
Fig. 2

Si aceptamos que s sea un n° complejo, es posible generar senoides amortiguadas
exponencialmente, senoides puras, o senoides crecientes exponencialmente:

1 . 1 :
a) — (a+jp)t__— (a-jp)t—= “atoan Bt
) 2J.e 2je e B
1 . 1 .
b) —elPt-— ¢ iPt=senpt
) 2J.e 2je B
1 ; 1 :
C __ea"'lﬁ)t___e((l'lﬁ)t:eatsen t
) 2 2 B

las cuales se grafican en la fig. 3:

(c)

Fig. 3

La transformada de Laplace de la funcion excitacion se obtiene por aplicacion de la ec. (1).



(k=-s)t

o0 B o0 B e
ekt _ J‘e stektdt: J‘e(k s)tdt: ‘
e k—s 0

. )

o

El exponente (k-s) es complejo. Sin embargo, pedimos que Re{k-s} sea < 0. Como resultado,

el 5 0 cuando t — oo.

En el limite inferior:
e® ks =1/ k-s
por lo que la ecuacion (2) se simplifica a:
1
Lle'1=— (©)
s-k

Si k=0, laecuacion (3) se reduce a:
1
L[1]= g 4)

resultado importante y muy usado, dado que representa la transformada de Laplace de la funcion
escalon unitario de la fig. 2b, la cual, tal como vimos en el capitulo 6, representa la aplicacion a
un circuito de una tension continua de 1 Volt o de una corriente continua de 1 A en un tiempo t
=0.

Consideremos la ecuacion (2). Si vemos ambos miembros como funciones de k, podemos
derivarla respecto a k para obtener sucesivamente:
1
L [t " t]: 2
(s-k)

£ [tZekt]:

2
(s-k)
Por induccion se puede demostrar que, para cualquier entero positivo n es:
n!
n_ktq—
L [te ]_(ST)””
Otra funcién ampliamente usada es la senoide. Dado que podemos expresar tanto el seno como
el coseno en funcion de exponenciales, resulta:

£ [senat] =

2 2
s"tow

L [cosat] =
s+ @’

Otro ejemplo que podemos ver es el de la funcion f(t) = 3(t) (impulso en el origen) de la cual



queremos hallar la L-transformada.

Aproximamos el impulso por el pulso rectangular de area unitaria:

% 0<t<A

0 encualquier otro punto

pA(t) =

Usando pa(t) en la definicién de L-transformada, obtenemos:

1

-SA
e-stdt:__e-stlA — 1-eS
As ™ °

AS

I 1
t)estdt=|—
! pA( )e A

O ey >

Ahora hacemos A — 0, entonces pa(t) = () y L {pa()} = L {3(H)}:
L4 = limaso (L- e As=limaso (1 -1 +sA-5°A%+..) As=1
Otra forma de verlo es mediante la aplicacion de la definicion:

F) =] 8(D)e tdt=[ 8(1)e " dt=¢ " =1 ©)
0- 0-

12.3 Propiedades y reglas operacionales.

Al usar la transformacion definida por la ecuacion 1 podemos desarrollar cinco reglas operativas
necesarias para obtener la solucién en el dominio frecuencial de ecuaciones diferenciales
lineales a coeficientes constantes. Se supone que la funcion en estudio es L-transformable.

e Propiedad 1: Unicidad

La L-transformada establece una correspondencia uno a uno entre la funcion temporal f(t)

definida en el intervalo [0, «) y su £ -transformada F(s). Esto es un teorema importante de
Analisis Matematico, el cual no probaremos, pero que es extremadamente Util, ya que nos
permite transformar un problema en el dominio temporal en uno en el dominio frecuencial,
resolverlo en el dominio frecuencial y volver al temporal. La unicidad garantiza que el
procedimiento conduce a la solucion del problema original.

Regla 1: Si fy(t) y fo(t) son funciones del tiempo, luego:
L{f(t) + F2(1)} = Fa(s) + F2(s)

Es decir, la L-transformada de la suma de dos funciones es igual a la suma de las L-
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transformadas de cada una de ellas.

Regla 2: Si a no es una funcion de t, entonces:
L{af(t)} =a L{f(t)} =aF(s)

Las reglas 1 y 2 nos permiten enunciar la siguiente propiedad:

e Propiedad 2: Linealidad
£ {or fa(t) +co (D)} = 1 £ {fut} + c2 £ {f2(t)} = c1Fa(S) + CoF2(S)

con c;, C, constantes reales o complejas cualesquiera. Su demostracién se basa en las
propiedades de linealidad de la integral.

Regla 3:

d f(t) ]
£ = P=SFE-1(0) 6)

supuesto que d f(t)/ dt es L-transformable, y, en forma implicita, que f(t) es derivable. En
particular, si f(t) posee una discontinuidad en t=0, no posee derivada en t=0. Sin embargo,
podemos usar la ecuacion 6 si se toma la derivada por izquierda:

df(t) | t—0
dt
en cuyo caso f(0) se toma como f(0").

Si no hay condiciones iniciales, f(0") = 0, entonces la ecuacién 6 se reduce a:

df(t)_
£ i1 =sF(s) (7)

con lo que la derivacion respecto de t en el dominio temporal significa multiplicar por s en el
dominio frecuencial.

Regla 4.

£"ZJ—;”:SZF(s)-sf(o-)-f(o-) ®)

donde f(0") es la derivada de f(t) respecto a t evaluada en t = 0. Este resultado supone que
d*f(t)/dt® es L-transformable, y se obtiene facilmente aplicando la ecuacién (6) af” (t).

Regla 5:
SIf(r)dr :%F(S) (9)

Es decir, la integracion respecto a t en el dominio temporal se traduce en una division por s en el
dominio frecuencial.

Ejercicio: Demostrar que:



a)£m:sF(s)-f(O) b)Sij(r)dr le(s)
dt 5 S

12.4 Transformacion de ecuaciones diferenciales

Consideremos la ecuacion diferencial de 2° orden lineal a coeficientes constantes:
2f(t df(t
0, 910
dt t

Los factores a 'y g (t) son conocidos, y el problema consiste en hallar la solucion de la ecuacion,
0 sea f(t). Suponemos que g(t) y f(t) son L-transformables, con G(s) y F(s) sus transformadas.
Mediante las reglas dadas anteriormente, transformaremos la ecuacién anterior:

2, 3 + a0 1(t) = g() (10)

a0, 9O, )= L)
dt dt

a0 e T+ L 1= Lo}

2 L{dd—:§°}+ a3+ 0, L0} = L0}

a:[s*F(s)-s f(0)- f(0)] +au [s F(s)- f(0)] +a, F(s)=G(s)

(11)

Luego, la ecuacion diferencial 10 se ha transformado en la ecuacion algebraica (11), que puede
resolverse para la transformada de la solucion deseada.

_ G(s)+a,[sf(0)+ f(0)] +a, f(0)
a,s°taS+ao

F(s) 12)

Si todas las condiciones iniciales son nulas, o sea f(0) = f*(0) = 0, entonces la ecuacion se reduce
a:
G(s)

a,s°+a;S+ap

F(s)=
que es la solucidn en el dominio frecuencial de la ecuacion diferencial con condiciones iniciales

nulas. Para volver al dominio temporal debemos hallar la transformada inversa de F(s), o sea:

G(s)
a,s°+aiS+ap

f()=L*{FE)}=L

Por el momento, nos limitaremos a obtener la L-transformada de la solucion deseada, y
posteriormente veremos como obtener la transformada inversa.

Ejercicios de aplicacion:



1) Hallar la Transformada de Laplace de las siguientes funciones:
a) fut)= (3™ +e").u()
b) fuo(t) = (€ + "+ t+1). u(t)
¢) f(t)=[1-2.%+4.e"cos(3t)].u(t)
d) fu(t) = (8.7 — 5.e2°%0Y (1)
e) fe(t) = cosh(t).u(t)

3 1 6 2 1 1
Rta: a) F,(S)=——+— b) F(S)=—+-% 4 = 4+~
- ) RO 5a ) FoS) g4 T35z s
C)F(S)=£— 2 N 4(S+1) d)F Sy - 8 5
s 542 (541?49 +) =5 1000 5+ 2000
S
€) Fe(S) = S

2) Hallar la transformada de Laplace de las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) 2%v(t)+3v(t):e’3‘u(t) © v(0)=2

b) 5%\/(0 + 3%v(t) —ov(t) = sen(Bt)ut) ; v(0)=2: v(0)=3

c) y de lasiguiente funcion: f(t) =t.Ju(t) — u(t —2)]

Rta:
2(s +13/4) 1 10s® + 215 + 3605 + 762
a) V(S)Z— b) V(S) == ST +Z218" + S+ C)
(s+3).(s+3/2) ) 5 (s?+36)(s—0,4)(s+1)
F(S):ize‘zsiz—Ze‘251
S S S

12.5 Transformacion de las leyes de Kirchhoff y relaciones volt-ampere.
En el dominio temporal, las leyes de Kirchhoff de tension y de corriente son:
i) =0 en cada uno de los nudos del circuito
zv(t)=0 para cada camino cerrado del circuito
En el dominio transformado resultan:
2I(s)=0 2V(s)=0
Si analizamos los elementos simples, R, L y C, vemos que:

e enuna resistencia, la ley de Ohm en el dominio temporal es:
v(t) =Ri(t)



y en el dominio s: V(s) =R I(s)
e enun capacitor, es:

i(t) = C dv(t)/dt 6 vi)=y+ % Ti(x) de
0

donde y representa la condicidn inicial de tensién, o sea y = v(0). Transformando, resulta:

I(s)=C[sV(s)-v(0)]

' vyt
I(5)=C[sV(s)-7] (13) 6 VeIl (14

Las ecuaciones (13) y (14) son equivalentes. En particular, si v(0) =0, entonces la ecuacion (14)
se reduce a:
L

V)= sC

1(s) (15)

expresion de la tension en un capacitor con condiciones iniciales nulas, siendo _C la reactancia
S

del capacitor en el dominio transformado.

e en unainductancia sera:

v(t)=L a i= i} v(t) dt +i(0) (16)
dt Lo
Transformando obtendremos:
V(s) =LsI(s)-Li(0) I(s) = 1 V(s) + 1) 17)
sL S
Sii(0) =0, entonces:
I(s) = i V) V() =sL I(s) (18)

siendo sL la reactancia del inductor en el dominio transformado.

En forma genérica, las impedancias se simbolizan con Z(s) y las admitancias con Y(s), siendo:

Y(s):L de donde:  V(s) =1(s) Z(s) 1(s) = V(s) Y(s)
Z(s)
. Vs)
ZoY
I(s)
Fig. 4

Vemos asi que es necesaria una sola ecuacion, V(s) = I(s) Z(s) 6 1(s) = V(s) Y(s) para describir
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las propiedades en bornes de una resistencia, inductancia o capacidad, y es esta generalidad la
que hace tan til el concepto de impedancia (o admitancia), a lo cual se agrega el hecho de que
todas las relaciones en el dominio frecuencial son algebraicas, no necesitandose ni integrales ni
derivadas en las expresiones.

Tal como hicimos la representacion grafica de las condiciones iniciales en el dominio temporal,
podemos hacer dicha representacon en el dominio frecuencial, con lo que tenemos:

His e 3
s ho iLo/s
= [ 2 5

B ‘LW?“J_ “—ﬂo‘ml"

L sL

temporal frecuencial

Fig. 5
12.6 Transformacion de ecuaciones de redes

Para ver como se aplica el método a la resolucién de circuitos, consideremos la red de la fig. 6a.

L Vo(t) sL Vo(s)
T —

Vi(t)(j :C: Q ;R Vi(s)(j /):1:/50/) ;R

i1(t) i2(t) i1(s) i2(s)

\/ @ & ()

Fig. 6

Por simplicidad, las condiciones iniciales son nulas, y queremos hallar V(s). Aplicaremos el
método de mallas, y escribiendo las ecuaciones por inspeccion llegamos a:

e LI LE ) NELE
) 0 ot (19)
S LERLERLING )+é£iz(f)dT:0

0

Transformando, y recordando que v(0) =0, i (0) = 0, sera:
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sL|A$+§%|A$-§%|A9=VK9

'%ll(s)_FR |2(3)+£|2(5)=0

donde Vi; (s) es la £ - transformada de vj(t). Ordenando, sera:

1 1 _
(LS+§)|1(S)'§|2(S)_Vi(S) 0)

1 1 _
-Ell(S)_'_(R + E)h(s)—o

las cuales pudieron haber sido escritas directamente por inspeccién del circuito transformado de
la figura 5b. El determinante de (20) es:

1 1
e
S
A= :E(Sz+is+i) (21)
S RC LC
1 1
-— R+—
sC sC

Vemos que todos los términos son positivos, el cual es siempre el caso en que las fuentes son
todas independientes.

Vi(s)
1,(s)=22= sC

A LR, , 1 1.,
- + = s+ -
s (StTReSTIS)
1
= RLC Vi(s)
(52+is+i)
RC  LC

Para hallar V, (s) debemos hallar primero I,(s). Como V, (s) = I, (s) R tenemos:
1

Vo®=—LC v 22)
(s"+_s+—)
RC LC

Si lo hubiésemaos resuelto por nudos, hubiera sido:
1 1 1
() [ =+sC+—1]-v;(s)—=0
v()[R LS]v()SL

A partir de la cual, despejando V, (s), llegamos a la ecuacion (22).
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Comentario:

Supongamos tener un circuito serie RLC, con condiciones iniciales nulas, alimentado con una
excitacion e(t) = Im (Es e ''). En esas condiciones, tendremos:

e ecuacion fasorial:
I [ R+j(a)L-i]=E'
o C
e ecuacion transformada:
I (s)[R+sL+——]=E(s)
sC

Vemos que ambas ecuaciones tienen exactamente la misma forma, excepto que jo ha sido
reemplazado por s. Sin embargo, ambas poseen significados diferentes. La ecuacion fasorial

relaciona el fasor asociado a la excitacion Es con el fasor | que representa la respuesta en
régimen permanente senoidal del circuito. La ecuacion transformada vincula la transformada de
la funcién excitacion E(s) con la funcion I(s), la cual representa la L-transformada de la
respuesta con condiciones iniciales nulas de la entrada e(t), con lo cual se nota la generalidad, ya
que e(t) puede ser cualquier funcion L-transformable.

12.7 Impedancia y admitancia

Hemos visto que la impedancia de un resistor es R, y su admitancia G = 1 / R; en un inductor
Z(s) = sL, Y(s) = 1/sL, y en un capacitor Z(s) = 1/sC, Y(s) = sC. Generalizaremos ahora estos
resultados, definiendo la impedancia transformada. Para ello, consideraremos una red de dos
terminales que contiene resistencias, inductancias y capacidades conectadas de cualquier
manera, pero que no contiene fuentes de ningun tipo, ni sus elementos poseen condiciones
iniciales.

RLC

Fig. 7

Las variables serén designadas V(s) e I(s). Asi, la impedancia y la admitancia en el dominio
transformado se definen como:

_V(s) _ 1(s)
TO N O]

Y dado que ambas variables son funcion de s, la impedancia y la admitancia son funciones de la
variable s.

NOTA: Ya sea que la impedancia o la admitancia de entrada a un circuito se calcule de forma
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analitica o a través de la aplicacion de una tension (o corriente) y la medicion de la corriente (o
tension) resultante para luego proceder a efectuar su cociente, se debera cuidar que la red esté
totalmente pasivada.

12.8 Conexién serie y paralelo de impedancias.

En la figura 8a vemos dos impedancias Z; y Z, conectadas en serie. La corriente que circula por

ambas es la misma, por lo que la tension en bornes de la combinacion Z; Z; sera:
V:Vl_+V2:|21+|22:|(Zl+22):|Zeq — Zeq221+Zz

Es decir, la impedancia equivalente sera la suma de las dos impedancias. Asi, para el caso
mostrado en la figura 8b, la impedancia entre 1y 2 es:

Zeg=2Z1+Zy=5Ly+sLy=5(L1+ Ly) =S Leg

+ v _ Zeq =27ZtZ,
|
> zZ Z
g —— |_| : (a)
Vi oV, - + v -
1
o = O_W_E (b)
1 L L, 2 Li+lo
Il Il — 2_| 2
TS = — ()
C1 Cz C1-CZ
Cq+Cy

Fig. 8

y en la figura 8c, la impedancia equivalente entre 1 y 2 es:

o1, 1 1 1
Y sc sC, ¢ CiC2 sCy
CitC,

con lo cual entre los bornes (1) y (2) vemos una capacidad equivalente Ceq = C1Co/C; +Co.
Si se conectan en serie n impedancias, la impedancia equivalente sera:

Zog=2Z1+ 2y + ... +Z,
0 sea, la suma de las n impedancias individuales.

En la figura 9a, Z; y Z, estan conectadas en paralelo, sometidas ambas a igual d.d.p. La corriente
por la combinacion Z;Z; en paralelo es:
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I+ |2:VY1+VY2:V(Y1+ Yz):Vqu — qu:Y1+Y2 (23)
Dado que la admitancia es la inversa de la impedancia, la ecuacion (23) puede escribirse como:

- Lty
Lt

eq

Z21.2,

, =
Cl_ Ci+C»

(c)

Fig. 9

En el caso de conectar dos inductancias en paralelo (figura 9b), sera:

_ _ 1 1 L+, 1 1
qu_Y1+Y2_ + - - -
SLi SL, SLiLs SLiLo/(LitL2) SLe

mientras que al conectar dos capacitores en paralelo (figura 9c) tendremos:
Yeq=5C1+5Cy=5(Cy +Cy) =5 Cg
Si se conectan n admitancias en paralelo, seré:
Yeq=Yi+ Yo+ .. +Y,

0 sea, la suma de las n admitancias individuales.

Tal como hemos visto en otras oportunidades, si bien es indistinto hablar de laZ o de la Y de un
elemento, cuando estan conectados en serie es mas simple trabajar con Z, mientras que si estan
en paralelo conviene trabajar con Y.

12.9 Transformacion de fuentes.
Sabemos que una fuente de tension en serie con una impedancia puede convertirse en una fuente
de corriente en paralelo con la misma impedancia, y viceversa. Esta equivalencia de dipolos es

valida también en el dominio frecuencial tal como veremos a continuacion.

Ejemplo:
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Convertir la fuente de tension de la figura en fuente de corriente:
_{ }C_

+ 1/sC
\g) (a) VsC CD ——  (b)

Fig. 10

La corriente de cortocircuito de la fuente mostrada es:
I (5)=V(s).Y(s)=V(s).sC

por lo que la fuente de corriente equivalente serd la de la fig 10 b.

12.10 Divisor de tension - Divisor de corriente.
En forma genérica, seré:

e Divisor de tension: Lo planteamos en la figura 11 a:

I i L | C
+ + + + + -l»—| }—AL +
V| ZZ V2 Vl L2 V2 VI C2 —!7 V2
Fig. 11 (a)
Z Y
V2(8)=Vi(8)=—="—=Vi(s) —
VARA YitY,
e Divisor de corriente: lo planteamos en la figura 11 b :
i li N li
Iy I,
Vi

C1T CQT

Fig. 11b

li(s) =11 (8)+ 12(s) = Vi(s)=11(5) Z1 (s)=12(S) Z2 (8) = I(S) Zeq (S)
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por lo que:
— Z:(8) Z5(s) —1 Z5(s)
|l(S)Zl)S)_Ii(S)Zl(s)+zz(s) = 1.(s)=1;(s) 28+ 2,06
-1 Z:(8)
R XCITAC

La extension al dominio transformado de los distintos teoremas conocidos para la
resolucion de circuitos (superposicion, Thévenin, Norton), asi como de los distintos métodos de
resolucion, es puramente formal.

Ejercicios de aplicacion:
1) Hallar la impedancia de las redes mostradas en la siguiente figura:

10 1H
. AW )
%19 %lH 1F—— §19
Rta:
s+1 s? +s+1
a) z(s)=—— b) z(s)=——=
yus)= " ) 2=

2) Para las redes mostradas en la figura, obtener las tensiones o corrientes incdgnita (marcadas con
un signo de interrogacidn), suponiendo condiciones iniciales nulas.

) | A
1F )/
1A % 10 1 Qg =72 o0
1H .
T 2F 2F—— v@=?
Rta: a) v(t) = 0,5.6%5 (1) b) V(t) = sen(t).u(t)

12. 11 Funcion transferencia.

Cuando trabajamos con dipolos, utilizamos el concepto de impedancia para relacionar corrientes
y tensiones. Al tratar con redes con mas pares de teminales, usaremos el concepto de funcién
transferencia , el cual nos permitira relacionar la tension y la corriente en un par de terminales
con la tension y la corriente en otro par. En la figura 12 se muestra una red con tres pares de
terminales, alimentada con una fuente de tension (fig. 12a) o con una fuente de corriente (fig.
12b). Lared N es totalmente pasiva.
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(a) (b)
Fig. 12
Definiremos funcién transferencia T(s) como:

T(s)= salida (s) _ respuesta (s)
entrada(s) excitacion(s)

En la figura 12 (a) la entrada (o excitacion) es una fuente de tension y se consideran dos salidas
(o respuestas), por lo que hay dos funciones transferencia, una para cada una de ellas, que son:

T.(5)= w relacion de transformacion de tension
To(s )=M transadmitancia
Vi(s

En la figura 12(b) la entrada es una fuente de corriente, y las correspondientes funciones
transferencia son:

Vo(s)
li(s)

T.(5)= trans — impedancia

Vs (8)

T,(5)= relacion de transferencia de corrientes

Vemos asi que hay cuatro posibles combinaciones de variables:

Vo8 1, V6 ()
Vils) Vi) (8 Li(s)

Si en la red hay més de una fuente, usamos el principio de superposicion, y cada entrada
contribuye a la salida con su propia funcién transferencia.

Veamos, por ejemplo, la figura 13 donde suponemos que en la red N no hay fuentes y que todos
los elementos pasivos dentro de la misma poseen condiciones iniciales nulas:
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+ — +
L 4 L
+ +
CE VCE
Vo +

N = ] N Vo N
® - el B
() _ (b) (©
Fig. 13
En 13 (b) seré:

Vo1 (8) =Ty V(s)

En 13 (c) sera:
Vo2 () = Ti I(s)

Por superposicion:
Vo (S) =Voi(S) + Voo(s) = Ty V(S) + Ti I(S)

12.12 Naturaleza de la respuesta.

Si observamos la forma de las soluciones en el dominio frecuencial de las redes vistas, vemos
que la respuesta R(s) es el cociente de dos polinomios:

N (S) — amSm+am—1Sm_1+---+als+ao

R(s)=
() D(S) bns"+bnas" .. +byS+h

Esta ecuacion es cierta para cualquier red RLC excitada con fuentes independientes genéricas
cuyas transformadas de Laplace son de la forma

(Co+Cis+Cys°+..)/(do+dys+dys°+..)
pudiendo también contener fuentes controladas lineales.
En general, el grado del polinomio numerador m es menor que el grado del denominador, n. Si
m es mayor o igual que n, entonces R(s) se divide hasta llegar a obtener que el grado del
numerador sea menor que el grado del denominador. En este caso, obtendremos el polinomio
cociente q(s) y el polinomio resto r(s):

N(s) = q(s) D(s) + r(s) con grado de r(s) < grado de D(s)

luego:
R(s) = q(s) + r(s) / D(s)
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12.13 Polos

Frecuentemente es necesario factorear el polinomio denominador, un proceso que puede llevarse
a cabo haciendo cero el mismo:

D(S) =bys"+bpys™ + ..+ by s+by=0

y hallando las n raices de la ecuacion resultante, las cuales se denominan polos de R(s) y se
designan con el simbolo p; (i = 1,2,..). Luego, la ecuacion anterior puede escribirse como:

D(s) =bn (s - p1)(S - P2) ...(S- pn)

(s)= ams™ +am-18" '+t aS+ag

bn (S-py) (s-p,)..(S-p,)

Si el polinomio denominador es de 1° 0 2° grado, los polos pueden determinarse facilmente. Si
es de grado 3 0 mayor, excepto para casos factoreables por inspeccion se recurrira a métodos
NUMEricos.

Un polo puede ser real o complejo. Si son complejos, aparecen en pares conjugados, 0 sea Cc + j
dyc-jd.Sieste es el caso, los coeficientes b podran no ser todos numeros reales.

En la figura 14 se representan los polos en el plano complejo (o plano s): la abscisa sera Re(s) y
la ordenada j Im (s). Los polos podran estar ubicados en el semiplano superior, o en el semiplano
inferior respecto al eje real, pudiéndose encontrar asimismo en el semiplano derecho o el
semiplano izquierdo respecto del eje imaginario.

jm(s)
A
f c
d X
:
l
I
e a :
i Re (s)
:
o
f d’ X ¢
Fig. 14

El polo a esta en el origen, b es real positivo, ¢ y ¢' son complejos conjugados con parte real
positiva, d y d* son conjugados imaginarios puros, e es real negativo, y f y f' son complejos
conjugados con parte real negativa. Conocidos los polos, podremos hallar D(s).

Ejercicios de aplicacion:
1) Para el circuito equivalente en pequefia sefial del amplificador a transistores mostrado, obtener la
funcidn transferencia H(s) = Va(s)/V;(s).
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Rs

—\W\

(t p— t
Vv o == | o % R V)

—o0
—T=

()t

I:QL

t . VZ (S) S'Cy - gm . 1 1
Rita: = 5 -— , cong,=—+—
V,(s) C,CR.S"+ (C,] +C,+C,0.R,. +C#ngL)S +0, R Ry T,

2) Cuando se aplica a una red RLC serie un escaldn unitario, queremos que la tension de salida sea
Vo(t) = 2 .e.sent. Disefiar la red.

Rta: ProponiendoC=05F resultaL=1H Yy R=2.0Q.
3) Hallar la expresién de vc(t) V't >0, si:
a) e)=elut)yve(t=0)=2V.
b) e(t) =sen(3t).u(t) yve(t=0)=0V.
10

o

+
Oew %m ——1F  w®

o

Rta:  a)ve(t) = (7" +e2).u(t)
b) v(t) = [~ 0,2773.cos(3t +33,69%) + 0,2307.6"2]. (1)

4) Cuando a un circuito con condiciones iniciales nulas se le aplica una tension ve(t) = 30..(t), la
respuesta es vo(t) = 60.e” %" 4(t). Determinar la expresion de vy(t) si se aplica una sefial de entrada:
Ve(t) = 10.cos(60t)..4(1).

Rta: vo(t) = [1,99.cos(60t + 84,28°) +19,8.e°']. x(t).

12.14 Transformacién inversa por desarrollo en fracciones parciales.

El andlisis de un circuito por transformacion de Laplace conduce a la obtencion de la
transformada de la variable de salida. EI préximo paso, tal como comentamos en la introduccion,
consiste en obtener nuevamente la funcion temporal. Presentaremos ahora un método para
convertir las soluciones en el dominio frecuencial a soluciones en el dominio temporal. Esta
conversion se denomina transformacion inversa, y se indica con el simbolo £ . Luego,

EH{FE} =)

El primer paso en el proceso de transformacion inversa es escribir el denominador de F(s) en
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forma factoreada, es decir:
N(s)

F(s)=
bn(S'pl)(S'pz )""(S' pn)

donde p; son los polos de F(s). Notese que los polos son los valores de s que hacen que F(s) sea
infinita. EI proximo paso es llevar F(s) a la suma de términos mas sencillos. Tal descomposicion
se obtiene cuando F(s) se desarrolla en fracciones parciales.

e Polos simples

Supongamos que el grado del denominador de F(s) es mayor que el grado del numerador, y que
los polos son simples, o0 sea, no hay polos iguales. Luego, el desarrollo en fracciones parciales de
F(s) esta dado por:

Kn

F(s)=
( ) S-p; S-P, S-p,

Ahora consideraremos un término tipico del desarrollo:

Ki
S-P;

(24)

Suponiendo que ki es simplemente una constante, vemos que la ecuacion anterior es la anti-
transformada de k; e”". Luego:

IS ‘1{L}: ki e (25)
S-p

Dado que F(s) es una suma de términos como los indicados por la ec. 24, luego f(t) sera la suma
de términos como los de la ec. 25. Consecuentemente:

ki | ko 4 Ko
S- p1 S- pz S- pn
f(t)=KieM +k,el'+...+k,e™

Este resultado es muy importante, ya que plantea que si el grado del numerador de F(s) es menor
que el grado del denominador y si todos los polos son simples, fuego f(t) es la suma de n
exponenciales, una para cada polo de F(s), siendo los polos los exponentes de cada término.
Luego, la forma de onda de f(t) esta determinada por la ubicacion de los polos, los cuales podran
ser reales, imaginarios o complejos, apareciendo, en este Gltimo caso, como pares complejos
conjugados.

F(s)=

Si volvemos a la expresion de F(s), vemos que tiene la forma:

F(s)= = =2
O () T (s p (s p)ls-p,) & sop,

paras# p,
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0 sea, ambos miembros de la ultima igualdad de la ecuacion anterior son iguales para todos los
S#Pq, a0 = 1,2,...n. El nimero k,, se llama residuo de F(s) en el polo p,.

Si los valores de s son muy proximos a pq, S - Po €S Muy pequefo y consecuentemente, F(s) es
grande.

Obtencion de las constantes
e Polos simples

Para obtener ki, multipliqguemos ambos miembros por (s - -p1), con lo que obtendremos:

(s-p,)N(s) _ s K.
-n.)F = =k, -p,
(s PR ()= p - T 2O RIS

o
Ahora hagamos tender s a ps, con lo que la sumatoria tiende a cero, por lo que:

N(p,)
(p-p,)(p-py)

= lim (s-p,)F (5)=

yengeneral, paraa =1, 2, ...n:

N(p,)
(Pe= Py )Py Py)

ke=lim(s-p, )F(s)=
S—>py

faltando, en el denominador, el término (P, - Po)-

e Polos multiples.

Supongamos que la funcién racional F(s) tiene un polo doble en p; y polos simples en py,
Ps,...pnM lo cual es lo mismo que decir que D(s) tiene un cero doble en p; y ceros simples en
P2,Ps3, ..pn. Bajo estas circunstancias, sabemos que existen constantes tales que:

N(s) K1 ke 5 Ke
F(s)= = + +
D(s) (s-p,) s-P azﬂs-pa

lo cual, segin vimos al principio del capitulo, nos conduce a una evolucion temporal de la
forma:

f(t )=|—_l{ F(S)}Z( kllteplt"'klzepzt"'Z:ko;ep‘”t Ju(t)
=2

Para obtener las constantes ki1, ki, etc., procederemos de la siguiente forma:

a) Para obtener ki, multiplicamos F(s) por (s - p1)?, y luego hacemos tender s a p::
N(p,)
( P.- P, )( P.- P )( P.- P, )

k= lim (s-p, )°F ()=
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b) Para obtener ky,, derivamos respecto a s la expresion (s - p1)? F(s) y hacemos s—ps:

ki2 = lim i
12 stldS

[(s-p)°F(s)]

c) Los k,, restantes, correspondientes a polos simples, se obtienen como se vio anteriormente.

Comentario: Vemos asi que se establece una relacion entre las ubicaciones de los polos de F(s)
en el plano s con el comportamiento exponencial en el tiempo de los términos correspondientes
de f(t), relacion muy importante en la ingenieria de disefio.

Ejercicio de aplicacion:
1) Usando desarrollo en fracciones parciales, hallar la antitransformada de:
s?+6s+8 s?+s
- . e_S b F S)=——1—————
s? +45+3 ) RG) $3 4252 +5+2
Rta: a)fi() = At—T)+[05.e3 D+ 15" u(t-T)

b) fo(t) = (0,4.67* + 0,6.cos t — 0,2.sen t).pu(t)

a) F. (s)=

2) Calcular la antitransformada de la siguiente funcién racional:

100(s +50
F(s)=, ( )
s° +80s + 2000
y hallar el valor final de la funcién temporal directamente de la transformada.

12.15 Relacion entre la transformacion de Laplace y el método fasorial.

Es importante remarcar que, en un circuito con condiciones iniciales nulas, las reglas para
manipular fasores y para L-transformar son las mismas, excepto por la sustitucion de j ® por s.
Lo veremos usando como ejemplo un circuito paralelo RLC, que se muestra en la figura:

S
i CD C L R

La euacion diferencial que planteamos, segin vimos en el capitulo correspondiente, es:

i (D) +2 (1) +edi (1) =mgis(t)

a) Método fasorial: Supuesto que io(t)= Re{ls e ! ®} y que queremos hallar la respuesta de
régimen permanente senoidal descripta por el fasor I, el método simbdlico,nos conduce a:

[(05-0®)*+2ajoli = wlis
0, lo que es equivalente:
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2
- Mo

(02-0?)+2ajo

i Is
b) Por transformada de Laplace: Con condiciones iniciales nulas, L-transformando la ecuacion
llegamos a:

(s*+20ms+wg) IL(S)=wsls(S)

0 sea.
2

— o
I (S)=——7——— (S
L( ) 52+2(X.s+0)§ S( )

Si comparamos ambas expresiones, vemos que la notacion fasorial y la ecuacion transformada
por Laplace tienen exactamente la misma forma, excepto que jo ha sido reemplazado por s, lo
cual es una consecuencia de que todas las condiciones iniciales son cero.

Estas dos ecuaciones tienen diferentes significados:

e La ecuacion fasorial relaciona el fasor dado Is con el fasor I, el cual representa la respuesta
de régimen permanente senoidal del circuito.

e Laecuacion transformada por Laplace relaciona la transformada de la funcién dato I¢(s) con
la funcién 1.(s), la cual representa la transformada de Laplace de la respuesta del circuito
con condiciones iniciales nulas a la entrada is(t). Debemos notar, naturalmente, que la
funcidn is(t) puede ser cualquier funcion L-transformable.

12.16 Teoremas utiles:

1) Traslacion en el dominio temporal:
La traslacion en el dominio temporal corresponde a la multiplicacion por una exponencial en el
dominio frecuencial. Asi:

L{f (t-a)u(t-a)}=e®°F(s) a>0

Por ejemplo, sabiendo que:

podemos escribir directamente la transformada de Laplace de (t - a) u (t - a):
e{(t-a)u(t-a)=*°

S2

La demostracion surge de la aplicacion directa de la integral de definicion.

2) Traslacion en el dominio frecuencial
La traslacion en el dominio frecuencial corresponde a la multiplicacion por una exponencial en
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el dominio temporal:
e {e™ f(t)=F(s+a)

la cual se deduce de la integral de definicion. Esta relacion nos es util para definir nuevos pares
de transformadas, ya que sabiendo que:

S

2 2

Licoswt (=
{ } s"tw

podemos deducir que:

s+a

-at —_
e {e*cosmt }——( Ta T

3) Cambio de escala
La propiedad de cambio de escala establece la relacion entre f(t) y F(s) cuando la variable
temporal estd multiplicada por una constante positiva:

<ﬂf(atﬂ:§F[§) a>0

cuya obtencién queda propuesta como ejercicio.

Esta propiedad es particularmente Util en simulacion, especialmente donde se realizan cambios
de escala para facilitar la construccion del modelo de un sistema.

Una aplicacion inmediata es la formulacion de nuevos pares de transformadas. Asi, sabiendo
que:

£ {cost }= o

deducimos que, con un cambio de escala:

£{coswt}:£ S/a: :252
o(slow)+l s+t

4) Teoremas del valor inicial y del valor final
Los teoremas del valor inicial y del valor final son Utiles porque nos permiten determinar el
comportamiento de r(t) en 0 y en oo a partir de F(s). De esta forma podemos chequear los valores

inicial y final de f(t) antes de hallar la transformada inversa de F(s).

El teorema del valor inicial plantea que:

tIi%rrg)f (t)=lim sF(s)

S— 0

y el teorema del valor final dice que:
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lim f (t)=1limsF(s)

t—>o© s—0

El teorema del valor inicial se basa en la suposicién de que f(t) no posee impulsos, y para el
teorema del valor final debemos establecer la restriccién de que el teorema es valido solo si los
polos de F(s), excepto el caso de un polo simple en el origen, tengan parte real negativa, con lo
cual queda asegurada la existencia de un valor finito de f(c).

EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Estando el circuito en régimen permanente, en t = 0 la llave conmuta de la posicién 1 a la 2.
Hallar los valores de R, L, C y E que hacen que i, (t) = 2.e™'[cos(4t) — 5.sen(4t)].u(t)

i) ml'

R
1J2 VW

+ % c——
E 6Q

Rta:E=12V; L=026H; C=0,1533F, R=1,327 Q.

2) Una fuente y un interruptor estan conectados en serie con L = 0,30 mH, C = 0,0012 uF y
R =75 Q. El interruptor se cierra en t = 0. No hay carga inicial en el capacitor. La fuente es de 1 V de
continua.
a) Hallar la corriente en el circuito en funcién del tiempo, representandose 3 6 4 ciclos.
b) Trazar los polos y ceros de Y(s) en el plano complejo s, si R varia adoptando ademas los
siguientes valores: 500€2, 1000Q2 y 2000€2.

Rta:  v(t) = 0,002.e" %" sen(1,66.10°).u(t)

3) Ent =0 el circuito se encuentra en régimen permanente, con S; en la posicion Ay S, abierto. En
ese momento la llave S; conmuta a la posicion B 'y S, se cierra. Hallar i(t).

Lr
i
e
T VYV S
+ 60 S2

B
<>1zv 6 Q 6 H

Rta: i(t) = (0,25.e”%%"1— 2, 25.e”2').u(t)
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4) Estando el circuito de la figura en régimen permanente, en t = 0 se cierra el interruptor. Reducir el
circuito a una sola malla y determinar la evolucion temporal de vc(t).

10 Q 0,5H

AT
n
<> 60 V 10 Q% % F=— | w®

Rta: ve(t) = [30 + 3,33.6™ - 13,333.67% ].u(t)

5) La llave estuvo en la posicion A durante un largo tiempo. En t = 0 conmuta a la posicién B. Hallar
la evolucion de v(t) parat>0.
2 5uF

(1
||

A“F‘o AW

20Q
B

% 10Q i) 10 A % 60 @ 4m|.% JVO(t)

Rta: vo(t) = — 60.(10% +1).e7 py(t) A
6) Hallariy(t) silallave se cierraent=0.
05H 12(9)

Rta: iy(t) = 12.(1 — e™*).u(t)

7) Demostrar que, ajustando los valores de los elementos, es posible hacer que la respuesta al
escalon de ambas redes sea idéntica.

R C

ﬁ 1 C,
o /\/\/\/\ 1] ° °__{

+ + + +
Vo(?) L Vs(t) ve(® R R Vs(t)
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Rta: R:L'[ 1,1 1 j c - RR.C,C,
R,C, R,C, R,C, L
8) La llave conmuta a la posicion 2 en t =0, luego de haber permanecido en la posicién 1 durante un
tiempo suficiente como para que se alcanzara el régimen permanente. Calcular v(t) parat> 0, si
Ve(t) = 6.67%

6 Q

[\t
_/
S
S
+
NS
+

F—— V()
1H -

Rta: v(t) = [14,667.e %'+ 0,333. e ' = 9.6 |.u(t) V.

9) En el circuito de la figura, determinar v, (t) V t >0, siendo vc(0) = v, (0) = 0. Utilizar los siguientes
datos:

AR=100Q, b)R=4Q, Cc)R=2Q.
t=0 2H 0,5 uF
—_—
+ vi(t)

10V R%

Rta: a)v.(t) = (-0,46e %% +10,46 e™*"%").u(t)
b) v (t) = 10(L-t).e” % pu(t)
¢) Vi (t) = 10.6°°" (cos+/0,75t - 0,577.5en+/0,75 t).u(t)

10) El interruptor en el circuito de la figura estuvo mucho tiempo cerrado y se abre en t = 0. Calcular
la corriente por la bobina de ahi en adelante.

O v - 02

Rta: i(t) = (5 + 7.").u(t)

11) En el siguiente circuito, la llave ha estado en la posicion A por un largo tiempo. En t=0
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conmuta instantaneamente a la posicion B. Obtener la evolucidn de iq(t) para t >0

120 Q
l ° 60 Q
Al MW—
t=0
+
Q 10 A %409 — LlwF 100 V
20 mH
lo(®)
Rta:  io(t) = 5. % [cos(7000t) + 0,2857.5en(7000t)]. u(t)
12) Hallar v(t) si la llave se abre en t = 0, luego de haber alcanzado el régimen permanente.
AL
b=
+
L F— v 60

20A<1> 90 1_18|::: 5 F =

Rta: v(t) =54.e"-9.e™

13) Determinar un conjunto de condiciones iniciales: v1(07) y v,(0°) que hacen que la tension vg(t)

sea sencillamente un impulso k.&t) .
+Vi(t) — + V(1) —

[l I
[ I
+ 1F 1F +
3(0) 10 10 Vi(t)
o

14) Luego de permanecer largo tiempo en la posicion A, en t = 0 el interruptor conmuta a la posicion

30 20 .
3Q 2 H io(®)
0’/_\0
+ )
B| /(1)
60V 2H 8H %109

Rta: i(t) = 1,25.(e ™ — e™).u(t)

Rta: vi(0) =-2V; v,(0) =-1V.

B. Hallar ix(t).
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15) En el circuito de la figura obtener la tensién vo(t), conociendo las condiciones iniciales:
ia(t) = ig(t) = 0,5 A; vc(0) =2 V.

16) Los Amplificadores Operacionales (AO) se configuran frecuentemente para actuar como buffers,
Cuyo propasito es evitar que un circuito drene corriente de otro. En la figura 1 el AO ideal es el buffer.
a) Mostrar que la funcién transferencia en del circuito 1 es H(S) = Hy(s).Hx(s), donde:
Hi(s) = 1/(R1Cys + 1) y Hy(s) = 1/(R,C, + 1).
b) Suponer que R; = R, =1 KQy C; =C, = 1 mF, con condiciones iniciales nulas. Evaluar la
respuesta del circuito a vi(t) = 1).
c) Hallar la funcion transferencia del circuito de la figura 2. Comparar el resultado con el
obtenido en (a).
d) Evaluar la respuesta del circuito de la figura 2, siendo también R; =R, =1KQy C;=C,=1
mF, con condiciones iniciales nulas y con vi(t) = &t).
R, Ro

+ /VF\QN\ | ’ '\/W e /VVV\ 'VVV\ "f'

— +
<> Vi) Cr—— C, —— volt) <> Vi  c,—— Co—  Vo(?)
4

17) En la red de la figura, la sefial de entrada es una onda cuadrada simétrica y R >> ;«/ LC .

Obtener y graficar la respuesta vy(t), para los siguientes casos:

a) T >>RC b) T =2n/LC
vi(t) /V\N\ -
y L + R +
vi(t) C) ofm— L§ Vo(t)
T -
> t :

18) Una fuente de tensién no ideal cuya salida es un escalén, posee una resistencia interna R. Un
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divisor resistivo 89R~10R es conectado a sus bornes para atenuar 10 veces su voltaje.
a) Mostrar que si se carga el atenuador con un capacitor C, la salida deja de ser una version
atenuada 10:1 de la sefal entregada por la fuente.
b) Demostrar ademas que esta degradacion de la forma de onda provocada por C puede
reducirse considerablemente agregando un nuevo capacitor Cc = C/89, tal como se indica en
linea de trazos. El atenuador resultante se denomina “Atenuador Compensado”.

R E i

A
+
G)Vf(l‘) 10.% Vot Cc=—




