ACUSTICA DEL TRACTO VOCAL

Federico Miyara

1. INTRODUCCION

El tracto voca puede considerarse en primera aproximacion como un conducto
cuya seccion transversal cambia con la posicion alo largo de su gje. Debido alos diver-
S0s mecanismos articulatorios ya comentados, la formay dimensiones de dicha seccién
también experimentan, en principio, una evolucién en el tiempo. No obstante, desde €l
punto de vista de los fenémenos aclsticos involucrados esta evolucion es muy lenta y
entonces podemos suponer que el sistema es estacionario.

Nos proponemos estudiar el comportamiento del sonido en € interior de este tipo
de conducto. Para asentar los conceptos fisicos a utilizar, consideraremos inicialmente
el caso més simple de un tubo cilindrico.

2. LA ECUACION DE ONDA

2.1. Ecuacién de onda en un tubo de seccidon constante [1]

Consideremos un tubo cilindrico de seccion transversal A 'y extension infinita co-
mo €l indicado en dos instantes de tiempo (figura 1). Las dos regiones sombreadas co-
rresponden a la misma porcion de gas. En la parte superior de la figura la presion total
es constante e igual ala presion atmosférica, P,. En la parte inferior la porcion de aire

Dx + Dy

Po+ p P+ p+Dp

X X+y X+y+Dx+Dy

Figura 1. Un tubo de seccién constante en dos instantes de tiempo d-
ferentes. Arriba, en estado de equilibrio. Abajo, un pequefio volumen
de aire se ha desplazado y expandido.



se ha desplazado una distanciay, y su espesor paso de valer Dx a valer Dx + Dy. La pre-
sion se ha modificado en un valor p, en la caraizquierday p + Dp en la cara derecha,
dando lugar a una fuerza neta que actia sobre € volumen de gas. Tanto el desplaza-
miento como el incremento de presién son funciones de las dos variables x y t, es decir,
y(x, t) y p(x, t). Llamaremos presién sonora al incremento de presion p(x, t).

Podemos aplicar la segunda ley de Newton. Para ello tengamos en cuentaque si la
densidad del aire es r,, entonces la masa de dicha porcion es r, A Dx. La fuerza neta
gue actla en la direccion del movimiento puede calcularse teniendo en cuenta que a la
presion del lado izquierdo es P, + p, mientras que del lado derecho es P, + p + Dp:

(PotpA - (Po+tp+Dp)A = - DpA
Entonces, dado que la aceleracion es y;, resulta
- Dp A = roADX XYt

Dividiendo por Ay por Dx y pasando a limite cuando Dx ® 0, se obtiene

- Px = ToYi (1)

Esta es una ecuacion diferencia en derivadas parciales con dos funciones incognitas: la
presion p y el desplazamiento y. Se necesitard otra ecuacion que las vincule para poder
despgjarlas. Dicha ecuacién puede obtenerse mediante | as relaciones que existen entre €l
volumen y la presién en un medio gaseoso. Si la temperatura fuera constante (proceso
isotérmico), larelacion serialaley de Boyle:

P¥ = cte
Pero e gradiente de temperatura es muy bajo y la conductividad térmica del aire tem-
bién, por lo que € intercambio de calor es despreciable. El proceso resulta, por consi-
guiente, adiabatico. Las compresiones adiabéticas responden alaley

P¥? = cte 2

donde g = Ci/Cy, es decir el cociente entre las capacidades calorificas a presion cons-
tante y a volumen constante. Para gases diatdbmicos, como €l aire, g @1,4. De la ecua-
cién 2 podemos obtener la expresion incremental

dpP dv
e el 3
P Y )

En el presente caso, dP = p, P = P, dV = ADy, V = ADx, de donde

P _ Dy

R Iox

Pasando al limite cuando Dx ® 0, resulta,



P _
- . . 4
3 9 Yx (4)

Tenemos ahora dos ecuaciones, (1) y (4), que vinculan las incégnitas funcionaes
p(x, t) e y(x, t). En genera estamos més interesados en la presion que en e desplaza-
miento, debido a que es la magnitud que puede medirse directamente con mayor facili-
dad (utilizando un micr6fono como transductor). Derivando la ecuacion (1) con respecto
axy la(4) dos veces con respecto at, tenemos, finalmente,

e = 0 p, (5)
Mo
0 hien
Pt = C°Pxx. ©6)

ecuacion conocida como ecuacion de onda unidimensional. La constante ¢ es la veloci-
dad del sonido.
Es posible demostrar que la solucion genera de la ecuacion (6) esta dada por

p(x,t) = f(x- cx) + g(x+cx). @)

donde f y g son dos funciones arbitrarias de una variable derivables dos veces.'! Cada
término de esta ecuacion puede interpretarse de un modo muy sencillo. Por gemplo, s
en el término f(x - ) tomamos t = O, tendremos la distribucién inicial de presién, co-
mo se indica en la parte superior de la figura 2. Luego de un tiempo t > 0 la nueva dis-
tribucion de presion es la que se indica en la parte inferior. Vemos que cualquier rasgo
distintivo (por gemplo un pico) de la presion se ha movido una distancia ct hacia la
derecha. Es importante notar que lo que se propaga es la distribucion de presion, no la
materia.

f3)

;

Xo + CX

Figura 2. Propagacion de una onda a lo largo del tubo. Arriba se indica la distri-
bucion inicial (t = 0) de lapresién alo largo del tubo. Abajo se observa cdmo luego
deuntiempo t > 0 ladistribucién de presion se ha desplazado una distancia cit.

1 Esfécil verificar que la funcién dada por la ecuacion (7) es solucion, para lo cua basta calcular las

derivadas correspondientes. Pero ademaés, todas las soluciones de la ecuacion (6) son de esta forma.
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2.2. Ecuacién de onda en un tubo de seccién variable [2]

Consideremos ahora un tubo cuya seccion transversal es A(X) como €l indicado en
dos instantes de tiempo en la figura 3. Nuevamente, las dos regiones sombreadas co-
rresponden a la misma porcion de gas. En la parte superior de la figura se representa la
situacion de equilibrio, es decir en ausencia de perturbaciones. La presion total es cons-
tante e igual a la presién atmosférica, P,. En la parte inferior la porcién de aire se ha
desplazado una distancia y y se ha descomprimido desde un espesor Dx a uno Dx + Dy.
Mientras tanto, la presion sufrié un incremento p en lacaraizquierday p + Dp en la cara
derecha, y la seccion cambi6 de A(x) a A(x + ).

Dx
/,Nx) \ N
Po Po
X X+ Dx

P+ p+ Dp

X+y+Dx+Dy

Xty

Figura 3. Un tubo de seccién variable en dos instantes de tiempo dife-
rentes. Arriba, en estado de equilibrio. Abgjo, un pequefio volumen de
aire se ha desplazado y expandido.

Apliquemos ahora la segunda ley de Newton a la porcion de aire. En este caso la
masa de es r , A(X) Dx. La fuerza neta que acttia en la direccion del movimiento puede
calcularse a partir de las presiones del lado izquierdo y derecho:

(Po+p) A(x+y) - (Po+p+Dp)A(x+y) = - DpAX+y).

Dado gue normamente y es pequefio, puede aproximarse A(X + y) mediante un desarro-
Ilo de Taylor de primer grado:

Alx+y) @AKXN + ARX)Y. (8)

2 A diferenciadel caso anterior, en el que la seccidn era constante, es decir A(x) = A, ahora las secciones

auno y otro lado de la porcién analizada son diferentes (por gjemplo, A(X) y A(x + Dx) en la situacion
de equilibrio). Sin embargo, dado que haremos tender Dx a O, la diferencia no sera importante. En
cambio si esimportante diferenciar A(X) y A(x +y), yaquey, pese a ser pequefio, no tenderda0.
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Entonces |a fuerza neta actuante vale
- DpA(x+y) @ -Dp[A() + A(X)Y].
Aplicando laley de Newton,
- DpA(X+Y) = ToA(X) DX Xyt

Dividiendo por A(X) y por Dx y pasando a limite cuando Dx ® 0, se obtiene

é u
- ~ + ” = r . 9
Px 81 A(X) yH o Yt 9

Esta ecuacion diferencial en derivadas parciales es no lineal, lo cual complica notable-
mente su resolucion. Siy es pequefio (lo cual sucede para sonidos no muy intensos) el
incremento relativo del &reaentre Xy X +y es despreciable y entonces se puede aproxi-
mar por

- Px = Tob (10)

Ahora debemos particularizar a este nuevo caso la ecuacion de la compresién adiabética
(ecuacion (3)). Igual que antes, dP= p, P=P, El volumen inicia sera ahora
V(x) = A(X)°Dx y e incremento de volumen

dv = A(x+y)XDx+Dy) - A(x)bx
dv @ [AX) + A(X)y] XDx+Dy) - A(x)Dx.

Reemplazando
_ g [ + A(yDy + A(yDx

P
P, A(x) Dx

Pasando al limite cuando Dx ® 0, resulta,

Fr: . -ﬁ[[A(X) + AR ylyx + AR)y].

Aqui podemos efectuar la misma aproximacién anterior, es decir A'(X) y << A(X), de-
bido al pequefio incremento relativo de area causado por un desplazamiento tan pequefio
como lo esy para intensidades moderadas. Resulta, finalmente

Fr: - -ﬁ[A(x)yx + AV,
es decir
o=l 1y



Como estamos interesados en una ecuacion diferencial con la presidn p(x, t) como
Unica incognita, debemos ahora eliminar la incognita y de las ecuaciones (10) y (11).
Para ello derivamos la (11) dos veces con respecto a t. Luego invertimos € orden de
derivacion, e introducimos las derivadas temporales dentro del corchete. Como A(X) es
independiente del tiempo, dentro del corchete aparece yi;, que puede ser reemplazado
por €l valor obtenido de la ecuacién (10). Resulta:

P = 40 [A(x) pxly - (12)

donde ¢ = gPyr , es, igual que antes, la velocidad del sonido. Esta ecuacion se conoce
como ecuacion de la corneta, 0 ecuacion de la bocina. En e caso en que A(X) = A, es
fécil verificar que se reduce a caso del tubo cilindrico.

A modo de gemplo resolveremos el caso de una bocina exponencial como las
utilizadas en los parlantes de compresion (compression drivers). Supondremos entonces
que

AX) = A,eX'h (13)

donde A, es €l &readelaseccion en € origeny L lalongitud paralacua € érea hacre-
cido e veces. Reemplazando en la ecuacion 12 y operando,

1 1
C—zptt = Pxx * Ipx- (14)

Por la forma especia de A(X) la ecuacion quedo reducida a una ecuacion linea a coefi-
cientes constantes. Cuando L ® ¥ la ecuacion se aproxima a la ecuacion de onda para
el tubo cilindrico.

De especid interés en este tipo de ecuaciones es la obtencidn de soluciones esta-
cionarias, es decir, soluciones en las que las variables se encuentran separadas en dos
factores multiplicativos:

p(x, 1) = X)A(L). (15)
Las soluciones estacionarias forman una base de soluciones, es decir, un conjunto de
soluciones tal que cualquier otra solucion puede expresarse como combinacién lineal de
ellas. Ademas, constituyen los modos normales de oscilacion caracteristicos del siste-
ma. En este caso se cumple

i X Tu - Xu T + l X' T .
c? L

Dividiendo por X T se puede expresar como

1T
c2 T



Dado que € lado izquierdo es unafuncion sdlo de t y e derecho solo de x, ambos deben
ser iguales a una misma constante que [lamamos - | %

1T - L 2
2 T '

Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

CT o+ 1%2T = 0

i (18)
boxr o+ x4+ 02x = 0

t L

Su solucién puede llevarse a cabo por cualquiera de los métodos conocidos, obteniéndo-
se

Tt) = Tosen(lct+jy) a7

X(x) = Xqe X/ZLsenQZL\MIZLZ 1+ yO (18)
e

Consideremos € caso particular de una bocina exponencial de longitud |, como se
muestra en la figura 4. Si suponemos que la bocina esta abierta en sus extremos, la pre-
sion sera muy pegueia en ellos, pudiendo considerarse nula. Esto impone condiciones
de contorno dadas por

p(0,t) = p(,t) = O. (29

paratodo tiempo t. Esto significa que

Yo=0, (20)

i\MIZLZ-l = kp. (21)

De esta ecuacion se pueden obtener los valores admisiblesdell :

2
1 a2k p Lo
| = — 1 =, 22

2L\/ +g | g (22

dondek =1, 2, ... Lapresion sonora viene dada, entonces, por

p(x,t) = Pe'X/ZLsenaEk—pxg é \/ + &Qk'loLZt t o (23
i}



En la parte inferior de lafigura4 seindicala distribucion de la presién sonoraalo
largo de la bocina para tres valores de k para un valor de t que hace méximo €l factor
dependiente del tiempo. Las frecuencias no estan distribuidas arménicamente, salvo en
el caso en que L >> |, es decir, cuando la bocina tiende a ser cilindrica.

Figura 4. Arriba, una bocina exponencial. Abgjo, distribucion de la
presion sonora en un instante para tres soluciones estacionarias con
n=12y3.

2.2. El tracto vocal con pérdidas [3]

El andlisis realizado anteriormente supuso un tubo idealizado carente de todo tipo
de pérdidas. Un conducto real exhibe al menos dos fendmenos que obligan a modificar
las ecuaciones. El primero es la friccién viscosa; € segundo, la absorcién en las pare-
des.

En lugar de efectuar € andlisis en términos del desplazamiento y(x, t) es conve-
niente hacerlo en términos de la velocidad de las particulas v(x, t) y de la velocidad vo-
lumétrica, o caudal, u(x, t). Notemos que v(x, t) puede interpretarse de dos maneras:
como lavelocidad en €l instante t de la particula que en equilibrio estaria en x, 0 como
la velocidad de la particula que en € instante t se encuentra efectivamente en x. De
acuerdo con la notacion que veniamos utilizando, la primera interpretacion conduce a

v, t) = yi(xt), (24)
mientras la segunda, a

V(X! t) = yt(X! t) - th(X! t) y(X! t)! (25)

Sin embargo, €l término agregado en la ecuacion (25) es despreciable, por lo cual utili-
zaremos la segunda interpretacion pero aceptaremos como valida la ecuacion (24).
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Lavelocidad volumétrica o caudal, u(x, t) es el volumen que cruza una seccion de
area A(x) por unidad de tiempo. Suponiendo que la velocidad es normal ala seccién (lo
cual sucede pues suponemos que las ondas son planas), u(x, t) esta dada por

uix, t) = v(x t) AX). (26)

Entonces las ecuaciones (10) y (11) adoptan la forma simétrica siguiente:

_ r

Px = - A(?() Ut (27)
_

Pt = - —A()(Z) Uy - (28)

La modificacion de estas ecuaciones para tener en cuenta lafriccion y la absorcion
en las paredes se simplifica mucho s en lugar de continuar trabajando en e dominio
tiempo lo hacemos en e dominio frecuencia, utilizando para €ello la transformacion de
Laplace. Tengamos en cuenta que la transformacion de Laplace clasica se aplica a fun-
ciones de una sola variable, en tanto que aqui tenemos funciones de dos variables. Si
consideramos la variable espacial como un parametro fijo en e momento de transfor-
mar, obtendremos una transformada dependiente de ese mismo pardmetro. Asi, la trans-
formada de p(x, t) sera P(x, 9), y latransformada de u(x, t) resultara U(x, s). Entonces

r oS

P, = - A(X)u (29)
_ .%o
P = A(x)UX’ (30)

donde las derivadas temporal es quedaron reemplazadas por €l factor s.

Tengamos en cuenta que AP, dx representa la fuerza neta sobre una capa de aire
de espesor dx debida a cambio de presion, en tanto que r ,sU es la fuerza de acelera-
cién gque se opone a la anterior. En caso de haber friccion viscosa, se agrega una nueva
fuerza que tiende a contrarrestar a la fuerza de presiéon, que resulta proporcional a la
velocidad. El factor de proporcionalidad puede depender de la frecuencia y de la pos-
cion, lo que hubiera sido dificil de tener en cuenta en el dominio tiempo. Por gjemplo,
es de suponer que en un estrangulamiento la friccién sea mucho mas alta que en una
cavidad de gran seccion. La ecuacion 29 puede escribirse, entonces, como

r oS

200 U - R(xs)U (31)

PX = =

Para tener en cuenta las pérdidas por absorcién en las paredes, reescribamos la
ecuacion 30 de laforma siguiente:

P. (32)




Observemos que Uy dx representa la variacion de cauda entre la cara derecha 'y la iz-
quierda de una capa de aire de espesor dx. La ecuacion 32 establece uno de los meca-
nismos por los que se pierde caudal: € hecho de que la presion estd aumentando, 1o cual
hace disminuir e volumen de una dada masa de aire. El otro mecanismo, que pretende-
mos incorporar, es el aumento de la seccién total debido a la presion sobre las paredes
del tracto cuando éstas no son rigidas. Este fendbmeno se ilustraen lafigura 5.

Po
————
“‘
-

~~~~~~
/ Po+p| o~ ---------mmTTTTC

~a
-~~~
-~
-~
-~

Figura 5. Efecto de la presién sobre las paredes no rigidas del tracto.
Se ha supuesto que los diferentes puntos reaccionan local mente.

Para simplificar el andlisis deberemos suponer que las paredes interiores del tracto
responden localmente a la presion, es decir, 1o hacen con independencia de lo que suce-
da con un punto vecino. Si bien en realidad esto no sucede, e hecho de que por conti-
nuidad la presiéon no varie bruscamente de un punto a otro vecino lo compensa.

Figura 6. Geometria para e célculo de la admitancia aclstica total de
la pared del tracto.
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La reaccion local de una superficie ante la presion se traduce en el concepto de
impedancia acustica como cociente entre las transformadas de Laplace de la presion y
la velocidad, y en e concepto dual de admitancia acustica, cociente entre las transfor-
madas de la velocidad y la presion. Con referencia a la figura 6, si la presién sobre la
pared en un punto ubicado en coordenadas cilindricas (g, X) es Py(d, X, S) Yy la velocidad
de desplazamiento de la pared normal ala superficie es Vn(q, X, ), entonces la admitan-
ciapuntual es

Y* (q,x,8) = \F/)”(q—):(z; (33)

Dado que la longitud de onda es mucho mayor que las dimensiones transversales del
tracto vocal,® podemos suponer que el campo sonoro es plano, por lo cua la presion
sonora es aproximadamente constante en toda la seccion, es decir Pp(q, X, s) @P(X, 9),
de manera que

Vn(0, %9 = Y*(q,X% 95 P(XY9). (34)

Nos proponemos calcular el caudal que escapa por la pared a causa del corrimiento de
ésta. Consideremos para ello € caudal que escapa por € contorno de la delgada [amina
de espesor dx de la figura 6. Podemos escribir €l elemento de area como

dS= Yq, x) dqdx,

donde S(q, xX) depende de la forma del conducto. El caudal que escapa por dicho contor-
no sera

2
dU pareg = OX (apvn (g, %, ) S(a, x) dq

I
o
X

)
<
*
—_~
=2
x
oD
U
—
<
NS
wn
—_—~
=2
x
N
Q
o)
I

P(x, s) dx (‘SpY* (0, x, s) S(q, x) dg

Llamando admitancia total en el punto x a

2p
Y(xs) = @ Y*(axs)S(a x)da, (35)
y dividiendo por dx podemos escribir
Upared (%, S) = Y (X ) P (X 9). (36)

Este valor representa las pérdidas de caudal debidas a que la presién en aumento esta
empujando las paredes perimetrales de la lamina hacia afuera, y debe restarse en la
ecuacion (32):

% Lasfrecuencias de interés parala voz humana son inferiores a4 kHz, lalongitud de onda resultante es

mayor de 8,6 cm, mientras que las dimensiones ddl tracto vocal no superan en general los2 6 3 cm.
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Uy = - 2P - Y(x5)P. (37)

Hemos asi incorporado, en las ecuaciones (31) y (37), los efectos de la friccion y
la absorcion en las paredes internas del tracto. Combinandolas obtenemos una ecuacion
que involucra Unicamente la presiéon P(X, ).

® o) e 0
; A P2 = ¢CAS | v (38)
ros + AR “g 8roc p

Si bien ésta es una ecuacion en derivadas parciales, en la préctica se comporta como si
fuera una ecuacioén ordinaria, ya que sélo aparecen las derivadas con respecto a una sola
variable (la x). Las derivadas respecto a la variable t quedaron absorbidas al aplicar la
transformacion de Laplace. Es, entonces, una ecuacion homogénea de segundo orden a
coeficientes variables y dependientes ademés del parametro s. La solucion general es de
laforma

P(x,s) = ag(xs) + bh(xs), (39)
donde g y h son dos soluciones particulares linealmente independientes, y, por aplica-
cion de la ecuacion 31,

U(x,s) = ﬁ(agx(x,s) + bhy(x s)) . (40)

3. REPRESENTACION MATRICIAL

Es interesante analizar el tracto vocal como una caja negra con una entrada (la
glotis) y una salida (los labios). Dado que existen dos variables de entrada y dos de sali-
da (las respectivas presiones y velocidades de volumen), el problema es enteramente
similar a de un cuadripolo eléctrico, y su descripcion puede realizarse por medio de una
representacion matricial [2].

3.1. Caso general

Si suponemos que laentradaestaen x =0y lasdidaen x =L, tendremos

Pt = P(0,s) = ag(0,s) + bh(0,s)

: (41)
Uet = U9 = ﬁ(agx(o,s) + bhy(0,9))
P = P(L,s) = ag(L,s) + bh(L,s)
(42)
Us = ULS) = — 2 (agy(Ls) + bhy(L,9)

res + AxXR
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Tenemos 4 ecuacionesy 6 incognitas (a, b, Psa, Usal, Pent Y Uent). Podemos elegir dos de
ellas como pardmetros independientes, y luego obtener |os restantes. Suponiendo cono-
cidos Psy Y Usy podemos despejar las constantes a 'y b de las ecuaciones (42), y de las
(41) obtener Pent Y Uent. Resulta, aplicando laregla de Cramer,

Psal h(L, s)
ros+ARU§a] hX(L,s
* ) h(L,s))‘
gx(L.s) hy(Ls
(43)
g(L, s) Psal
ox(Ls) - ug
° o9 nL9
x(L,s) hx(L,s)
Entonces
z /g(o,s) :(o,s) 0% Py h(L.s) |6
- - h +dl ros+AR -
P 0 & a0 R x(O,S)Bg-OTusa, hy (L, s) "
et o9 A9 Cols)  Pa 2
ax(L.s) hylL.s x(Ls) - Ul
o bien
= 409 nos) o
- A - A . oS+ AR 0
a&Pent 0 gros+ARgX( 's) r oS+AR X(O’S)Bg hy (L, s)Ps +h(L, ) A Ugal N
= + AR =+
Vent & olb.s) - hlL S)J & 9x(L 9P - 0l 9 Ry 2
ox(Ls) hy(L,s
Esto puede expresarse en laforma
K
gPento gKn 120§95P§310 - K gPsalo (45)
Uent g K21 K22geUsal g Usal g

donde los parametros Kj; son andlogos a los parametros A, B, C y D de las matrices de
transmision de los cuadripolos, utilizadas para describir conexiones en cascada (por
giemplo, en lineas de transmision). Los valores resultantes son:
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_ g(0,s)hy(L,s) - h(0s)gx(L,s)

“u = o9 HL9 9
ox(L.s) hx(L.s)
Kip = ros+AR g(0,sh(L,s) - h(0 s)g(L,s) @)

A g(L,s) h(L,s)

ox(L.s) hy(L.s)

_ - x(ovs)hx(LS) - hx(QS) X(L,S)
a1 = ros-f\ARg g(L, s) h(L,s))‘g (48)

gx(L1 S) hx('—1 S

0Ly - ne(0,9alL.9)
olL.9) h(L,s)J

gx(L.s) hy(Ls

(49)

Los coeficientes Kjj son funcionesde s, y en la generalidad de |os casos son dema-
siado complejos como para su tratamiento analitico mediante formulas cerradas. Si bien
en & mejor de los casos las funciones A(X, ), R(X, ) e Y(X, S) podrian determinarse ex-
perimentalmente y luego aproximarse mediante sendas expresiones andliticas, en la
préctica las dificultades para medir en forma directa la resistencia viscosay la admitan-
ciade las paredes del tracto voca son enormes.

En la préxima seccion analizaremos un caso sencillo al cua podremos reducir los
casos reales.

3.2. Caso de un tubo uniforme

Supondremos ahora €l caso particular de un tubo de seccion, friccién y admitancia
constantes a lo largo de toda su longitud para cadavalor de s, es decir

AlX 8) = Ad9) (50)
R(X'S) = Ro(9) (51a)
Y(X 9 = Yo9 (51b)

Entonces la ecuacion (38) puede expresarse como
Px = S°P, (52)

donde
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2 6
S 4 X2 (53)
8roc Al

s2(s) = (ros + AR

La ecuacion 52 admite una sencilla solucion general de laforma
P(x,s) = aCh(sx) + bSh(sXx). (54)

Con las funciones g(x, ) =Ch (s X) y h(x, s) = Sh(s X) se pueden calcular los coefi-
cientes Kj;. Resulta

r o+ AR 5

« = &u Ko | %e ChisL) OA—SSh(sL)% 55
K21 Ka2p érsA—fARSh(SL) ch(st) I
° @

En este caso sencillo fue posible obtener una expresiéon cerrada para la matriz de trans-
mision, siempre y cuando se conozcan A, Re Y. Aun en € caso idea en que R=0e
Y = 0 (resultando s = s/c) los coeficientes obtenidos no son funciones racionales. Esto
es caracteristico de las lineas de transmision a pardmetros distribuidos. De hecho, €l
tubo rigido sin pérdidas se comporta como una linea de transmision el éctrica puramente
reactiva (con € andlogo alaimpedancia caracteristicaigua alaimpedancia aclstica del
aire, r .c, dividida por la seccion A para convertir lavelocidad lineal en volumétrica).

3.3. Descomposicién del tracto vocal en tubos uniformes
A pesar de que € tracto vocal no es uniforme, puede analizarse de una manera

smplificada s se lo reduce a un cierto nimero de componentes uniformes conectadas
una a continuacion de la otra, como se muestra en lafigura 7.

Figura 7. Aproximacion del tracto vocal mediante una interconexion
de tubos de propiedades independientes de la posicién, cada uno con
Su matriz de transmision K.
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Si [lamamos K4, ..., K, alas matrices de transmision de cada segmento, podemos
obtener la matriz total como el producto matricial de todas ellas.

K = KxKyx... K. (56)
Esto simplifica notablemente el anadlisis en los casos en que sea posible descomponer un
conducto en secciones aproximadamente constantes. La ecuacion (56) sigue cumplién-
dose alin cuando las secciones sean variables.

3.4. Efecto de laimpedancia de radiacion

Al igua que en e caso de una linea de transmision eléctrica, es interesante €l
efecto de carga de la impedancia de radiacion. Para baja frecuencia (debajo de 800 Hz)
esta impedancia vale aproximadamente [3]:

_ I:1abios(s)
ZR(S) = m @ Cs, (57)

relacién que representa la menor eficiencia en baja frecuencia de un emisor pequefio.

Uglotis Ulabios

+ > | +
I:)glotis K ZR I:)Iabi 0s

Figura 8. Un tracto vocal, representado como cuadripolo acustico,
cargado por laimpedancia de radiacion.

Podemos escribir la ecuacion (45) en laforma

Fent O
éuemi = K éu = Ké —Uga,, (58)
ent g Salﬂ
de donde
Pgotis = (KuuZr + Ki2) Ulabios (59)
Ugais = (KaiZr +  K22) Ulapios (60)
es decir
Pylotis
Ug—_ = KnZp + Kp2 (61)
labios
Uglotis
Ug' = KoiZp + Koo. (62)
labios
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Invirtiendo esta Ultima, se la puede representar como funcién de transferencia:

Ulabios _ 1 (63)

U glotis KoiZr + Koo

Los ceros s; del denominador son los formantes del tracto. Si los ceros son complejos,
esdecir s; = a; +jw;, entonces w; son las frecuencias (angulares) para las que la trans-
ferencia tiene maximos locales o resonancias (figura 9). Para cada wi, la correspondiente
partereal a; es (en valor absoluto) la mitad del ancho de banda (medido entre los puntos
de - 3 dB) de lacampana de resonancia.

F, R Fs
Figura 9. Formantes del tracto voca para una determinada posicion
de los 6rganos articulatorios.

4. MODELO DE PREDICCION LINEAL

Los modelos anteriores permiten una representacion analitica de los fenbmenos
acusticos involucrados en la emisién vocal, pero no son facilmente aprovechables para
el tratamiento de la mayoria de los problemas précticos, ya que no es sencillo obtener
las funciones involucradas. Particularmente deseable seria un modelo apto para su tra-
tamiento digital y que tuviera pocos parametros de facil obtencion a partir de un andlisis
de giemplos de emisiones. Un modelo de este tipo es el modelo de prediccién lineal.

Supongamos primero € caso del tracto vocal sin pérdidas, es decir que R=0 e
Y = 0. En este caso, de la ecuacion (53) se obtiene

s = S (64)
y entonces
geChgfﬁe fo€ gﬁﬁ‘?‘?
o=, eqe A Eco (65)
A %0 oS0 |
o eCg eCgg

Podemos suponer que subdividimos el tracto vocal en N segmentos todos de igual
longitud, de modo que L; = L/N. Esto no implica pérdida de generalidad, ya que puede
adoptarse un tamafio que sea suficientemente pequefio como para representar con sufi-
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ciente aproximacion todas las variaciones importantes en la seccion del tracto. En ese
caso

&l s0 rocShaeLsQQ
Ncg A N cg- (66)
A aa_so Chael_so:
gNCﬂ gNCﬂ P

Supondremos también que la impedancia de radiacion también puede despreciarse
y adoptaremos Zg = 0. Entonces, de (63) resulta

Ch

"O"O"OSB

Kij =

U |abios — i (67)

U glotis K22

de manera que para encontrar la funcion de transferencia entre € caudal en la glotis
(entrada) y en los labios (salida) bastara hallar K,. La matriz de transmision de todo el
tracto vocal, seguin la ecuacion (56) puede expresarse como

11 K129 aKq1 K12,10 a&K1N Kign 9

"€ "¢ g ©9
K21 K22g K211 K22,1g K21,N K22Ng

Se puede comprobar que Kz, es un polinomio de 2V términos, homogéneo en 10s Ky,
es decir en e que cada término tiene exactamente N factores Kpy;:

2N l O
o]
K22 = QO ak,bk,, ) (69)
k 1e| =1 7]

donde los indices axi Y bki sonigualesa 1l 6 2 y cumplen ademas que axa =bw =2y
ax+1) = bxi (por gjemplo, para N = 4, uno de |os términos es Ky 13K12,2%K22,3%22,4) . Por
otra parte, cada elemento de las matrices de (68) depende de s en la forma de un seno o
coseno hiperbdlico. Dichas funciones pueden expresarse de la siguiente manera

X - X - 2X
Chx = & *te” _ 1+re™ (70)
2 2e X
X - X - 2X
six = & -¢° _l-e™ (71)
2 2e X
lo cua permite expresar
-2Ls/ Nc
: 1+ e
Kakibki,i - Ckl o6 Ls/ Nc (72)

4 En forma més general, K, requiere que aq = my que by = h, siendo las otras condiciones las mis-

mas.
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donde la eleccién del signo + 0 € - depende de si e elemento contenia un Sh o un Ch.
Resulta

2N-l 'N
_ 1 28 ( ~2Ls/ Nc)
Koy = WackO 1+ e . (73)
k=t =1
La suma es un polinomio de grado N en & 2/, por lo cual
N “2Ls
N - N v
K22 = ma’ ak e . (74)
e
k=0
Entonces
E
U jaios (S) e ¢©
Gy (S) — abios = — " (75)
Uglotis(s) o —k
a ak e Nc

k=0

Recordemos que la transformada de Laplace de un retardo temporal se obtiene multipli-
cando la transformada por una exponencial. Podemos poner esto de manifiesto del si-
guiente modo:

N i 2Lsk i N 2Ls

Ulabios(s) éake Ne = Uglotis(s) e 2 Nc, (76)
k=0

Llamando T = 2L/Ncy antitransformando,

N
N_6
a a Uabios(t - kT) = Uglotisg? -5 T (77)
k=0 € g

Esta expresion indica que hay una relacion directa entre el caudal en la glotis retardado
un tiempo MNT y & cauda en los labios en sus versiones retardadas unos tiempos kT
conk=1, ..., N.

La ecuacion (77) tiene el aspecto de una ecuacion diferencia, salvo porque €l
tiempo t es aqui una variable continua 'y no discreta. Podemos transformarla en discreta
S tomamos muestras aintervalosigualesa T, es decir con unatasa de muestreo fs = 1/T.
Para que esto sea factible sin introducir distorsiones por aparicion de frecuencias alias
debe elegirse N de modo que se satisfaga el teorema de muestreo, para lo cua debe ser
fs > 2 fhax, €S decir

N> A (78)
C

Por giemplo, para frg = 5000 Hz y unalongitud tipica del tracto vocal de L = 0,17 m se
obtiene un valor N 3 10.
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Bajo las condiciones anteriores, [lamando t, = nT 'y muestreando la ecuacion (77)
en estos instantes particulares se cumple que

N )
N
a a Uabios(nT - kT) = Uglotisg%T - ETQ, (79)
k=0 € g
Yy, pasando al tiempo discreto (con abuso de notacion),
N & N
a a Uiabios(n - k) = UglotisGh - > (80)
k=0 € e
Aplicando transformada Z y operando resulta.
_ - N/2
Gy(2) = Uianios(2)  _ NZ— (81)
Ugois® &
a ak Z
k=0

El retardo z /2 representa el tiempo requerido por la onda sonora generada en la glotis
para atravesar € tracto vocal. Tanto desde el punto de vista del andlisis como desde €l
punto de vista de la sintesis dicho tiempo en general carece de importancia, y se lo €li-
mina. Asimismo, se suele normalizar a 1 € término independiente del denominador,
obteniéndose el modelo de prediccion lineal (LPM):

aylz) = . (82)
k

N

o] -
1+ aQaz

k=1

Obsérvese que s bien la deduccién de este modelo fue hecha para el caso en € que no

hay pérdidas ni impedancia de radiacion, el mismo permite representar también sistemas
disipativos.
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