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Estimación de Mínimos Cuadrados para Estructura 
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EstimaciEstimacióón de Mn de Míínimos Cuadrados para Estructura nimos Cuadrados para Estructura 
dede RegresorRegresor LinealLineal

Se asume que la relación entrada-salida puede ser descripta por 
una estructura de regresorregresor lineallineal de la forma

θϕ )()( nny T=
donde 

)(nϕ vector de regresión vector de regresión (regresorregresor). Depende, en general, de 
los datos de entrada-salida pasados, hasta el instante n-1 . 

pℜ⊂∈ MDθ vector de parámetros a estimar.

Un ejemplo típico de estructura de modelo que puede escribirse 
como un regresor lineal es una estructura de modelo ARX (Auto
Regressive with eXogenous inputs), que es una ecuación lineal en 
diferencias de la forma
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)()1()()1()( 11 MnubnubPnyanyany MP −++−=−++−+ LL

o equivalentemente

)()1()()1()( 11 MnubnubPnyanyany MP −++−+−−−−−= LL

Definiendo el vector de parvector de paráámetrosmetros

[ ]TMP bbaa LL 11=θ
y el vector de regresivector de regresióónn

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMnunuPnynyn −−−−−−= LL 11)(ϕ

la ecuación (3) puede escribirse en la forma (1) (i.e., una regresión 
lineal).
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En general, los parámetros son desconocidos y lo que se pretende 
es estimarlos a partir de datos de medición, de manera que se pueda 
predecir la salida en función de los datos pasados hasta el instante   
n-1 , y la estima del vector de parámetros. Es decir, se construye un
predictorpredictor de la salida  basándose en la estructura de modelo (1), de 
la forma

( ) ( )θϕθ nnny T=− ,1|

Se asume que para la estimación está disponible un conjunto de N 
datos de entrada-salida .

Se propone un criterio cuadrático en el error de predicción, de 
la forma
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donde

( ) ( ) ( )θϕε nnyn T−= Error de PredicciónError de Predicción

La estimación de parámetros consiste en hallar la estima
que minimiza el criterio VN(θ). El subíndice N en             y 
VN(θ) se incluye para indicar que es una estima con N datos. 
Puede probarse que todo valor de          que verifica la ecuación
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es un mínimo global del criterio VN(θ). Si la matriz de la izquierda 
es no singular entonces el mínimo es único y puede calcularse 
como

(8)

que se denomina estima de mestima de míínimos cuadradosnimos cuadrados.. La minimización 
puede computarse analíticamente, igualando a cero la derivada 
(gradiente) de VN(θ) con respecto a , i.e.θ
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Vectorizando
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la ecuación (1) puede escribirse en forma matricial como

θTY Φ= (9)

( ) YYT
N

+−
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θ̂

y la estima de mínimos cuadrados (8) resulta

donde Φ† es la pseudo-inversa (izquierda) de Moore-Penrose.

(10)
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La matriz

( ) ( )






∑
=

N

n

T nn
1

ϕϕ

es invertible (no singular) si se cumple cierta condición de 
persistencia de excitaciónpersistencia de excitación de los regresores. Como en general 
los regresores dependen de las entradas pasadas, esta condición 
implica un cierto grado de persistencia de excitación de las 
entradas.

En el modelo de regresión lineal (1) se suele incorporar un 
término de perturbación ν(n), para modelar la parte de la salida 
que no puede ser explicada por el regresor lineal, i.e.

( )nnny T νθϕ += )()( (11)
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NotarNotar que independientemente de que esté o no ese término, se 
obtiene la misma expresión para la estima de mínimos cuadrados.

Si se da una caracterización estocástica para ν(n), es decir si ν(n)
es un proceso estocástico entonces la estima de mínimos 
cuadrados es una variable aleatoria, la que puede caracterizarse 
por ejemplo, mediante los momentos estadísticos de primero y 
segundo orden (la media y la varianza) (en rigor, para que quede
completamente caracterizada se debe computar la función de 
densidad de probabilidad).
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Interpretación Geométrica de la Estima de Minimos CuadradosInterpretación Geométrica de la Estima de Interpretación Geométrica de la Estima de Minimos Minimos CuadradosCuadrados

Puede darse una interpretación geométrica a la estima de mínimos
cuadrados (8), (10). Designemos con 

pφφφ  ,  , , 21 L

a las columnas de ΦT , es decir

[ ]p
T φφφ  ,  , , 21 L=Φ

θTY Φ=

Luego, Y y                              son vectores en ℜN , y el problema de 
hallar θ de la ecuación

pφφφ  ,  , , 21 L

puede expresarse como: encontrar una combinación lineal de los 
vectores                               que aproximen Y  tan bien como sea 
posible.

pφφφ  ,  , , 21 L
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Los vectores pφφφ  ,  , , 21 L
generan un subespacio de dimensión 
p . Si Y pertenece a ese subespacio, 
puede expresarse como una única 
combinación lineal de los φi . Si no es 
así, la mejor aproximación a Y en el 
subespacio es el vector con la minima 
distancia a Y, que es la proyección 
ortogonal de Y en el subespacio (      ).Ŷ

( ) iYY φ⊥− ˆ

( ) piYY i

T
,,2,1      0ˆ L==− φ

ISIS 12

Como            pertenece al subespacio expandido por los φi , entonces 
se verifica

Ŷ
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que es una forma de la ecuación normal

( ) YN
T Φ=ΦΦ θ̂

de donde se obtiene la expresión (10) para la estima de mínimos 
cuadrados.
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Persistencia de ExcitaciónPersistencia de ExcitaciónPersistencia de Excitación

DefiniciónDefinición: Una señal quasiquasi--estacionaria estacionaria {{u(n)} se dice que es 
persistente de orden “persistente de orden “n”n” si la matriz (de si la matriz (de covarianzacovarianza))
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es definida positivadefinida positiva, con 

( ) ( ) ( )kuku
N

r T
N

k
N

u ∑
=

∞→
+=

1

1
lim ττ

ISIS 14

Puede probarse que una señal quasi-estacionaria {u(n)}, con 
espectro (de densidad de energía) Φu(ω) es persistente de orden 
“n”, si el espectro es definido positivo en al menos “n”
frecuencias distintas. 

Se dice que es una excitación persistente (de cualquier orden) 
si el espectro es definido positivo para casi todo ω.


