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Procesos de Markov DiscretosProcesos de Procesos de MarkovMarkov DiscretosDiscretos

Cadenas de MarkovCadenasCadenas de de MarkovMarkov

Todas las variables aleatorias y eventos están definidos en un 
espacio de probabilidadespacio de probabilidad Ω, con una σ-álgebra F, y una proba-
bilidad P.

Consideramos sistemas que en un instante determinado están en 
uno de entre un conjunto de N estados distintos: S1 , S2, ..., SN . A 
tiempos discretos regularmente espaciados el sistema realiza un 
cambio de estado (o vuelve al mismo estado = permanece en el 
estado) de acuerdo a un conjunto de probabilidades asociadas con
el estado.
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Denotamos

• Instantes de tiempo asociados con los cambios de estados  
t=1, 2, ...

• Estado en el tiempo t: qt

Una descripción probabilística completa del sistema requeriría 
especificar el estado actual (en el tiempo t) y todos los estados 
precedentes.

Una secuencia de estados S1, S2, ... es una Cadena de Cadena de MarkovMarkov
(MC: (MC: MarkovMarkov ChainChain)), si posee la propiedad de Markov

)|(),,|( 121 itjtktitjt SqSqPSqSqSqP ====== −−− L
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Una cadena de Markov se denomina homoghomogééneanea si

)|( 1 itjt SqSqP == −

no depende del instante no depende del instante tt.  En este caso quedan definidos un 
conjunto de probabilidades de transiciprobabilidades de transicióón de estadosn de estados de 
la forma

ija

)|( 1 itjtij SqSqPa === − Nji ≤≤ ,1
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Figura 1 representa una MC con 4 estados. La salida del 
proceso es el conjunto de estados en cada instante de tiempo, 
donde cada estado corresponde a un evento observable. El 
proceso de Markov se denomina entonces observableobservable..

Figura 1: Cadena de Markov con 4 estados.
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Ejemplo:Ejemplo: Modelo del estado del tiempo con una MC de 3 estados. Modelo del estado del tiempo con una MC de 3 estados. 

Una vez por día (por ejemplo al mediodia) se observa el estado del 
tiempo y éste puede ser uno de los siguientes

Estado  S1: lluvioso

Estado  S2: nublado

Estado  S3: soleado

Estado  S1: lluviosolluvioso

Estado  S2: nubladonublado

Estado  S3: soleadosoleado

Figura 2: Modelo del estado del tiempo con una MC
de tres estados.
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Se postula que en el día t , el estado del tiempo puede estar en uno 
sólo de estos estados y que la matriz A de probabilidades de 
transición de estados es
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Suponiendo que el estado en el día 1 (t=1) es soleado (estado S3 ), 
queremos calcular la probabilidad de que la sucesión de estados en 
los próximos 5 días sea:

soleado-soleado-nublado-lluvioso-nublado

ProDiVoz RAV basado en HMM 8

{ }21233 ,,,,O SSSSS=

Más formalmente, podemos definir una secuencia de observación

correspondiente a los tiempos  , respectivamente, y 
queremos calcular la probabilidad de la secuencia  dado el queremos calcular la probabilidad de la secuencia  dado el 
modelomodelo. Asumiendo que el modelo posee la propiedad Markoviana, 
esta probabilidad puede calcularse como

5,4,3,2,1=t
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( )ii SqP == 1π Ni ≤≤1

para denotar las probabilidades de estado inicialprobabilidades de estado inicial.

Otro problema interesante es:  Dado el modelo en un estado Dado el modelo en un estado 
conocido, determinar la probabilidad de que permanezca en conocido, determinar la probabilidad de que permanezca en 
ese estado durante exactamente ese estado durante exactamente d d ddíías.as. Es decir, determinar la 
probabilidad de la secuencia de observación
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La cantidad  es la funcifuncióón de densidad de probabilidad n de densidad de probabilidad 
(discreta) de duraci(discreta) de duracióón n dd en el estadoen el estado .

Esta densidad de probabilidad de duración de tipo exponencial es 
característica de la duración de estado en MCs.

Basados en , podemos calcular el valor esperado del valor esperado del nnúúmeme--
roro de observaciones (duracide observaciones (duracióón) de un estado, condicionado a n) de un estado, condicionado a 
comenzar en ese estadocomenzar en ese estado, como
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Es decir, de acuerdo al modelo tendríamos:

• Número esperado de días soleados consecutivos =                 

• Número esperado de días lluviosos consecutivos =               

• Número esperado de días nublados consecutivos = 

52.0
1 =

67.16.0
1 =

5.24.0
1 =
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Modelos Ocultos de Markov (HMM: Hidden Markov Models)Modelos Ocultos Modelos Ocultos de de MarkovMarkov (HMM: (HMM: HiddenHidden MarkovMarkov ModelsModels))

MCMC → Modelos de Markov en los cuales cada estado corresponde 
a un evento observable  → Modelos demasiado restrictivosdemasiado restrictivos para 
ser aplicados a muchos problemas de interés.

HMMsHMMs → extensión de MCs donde la observación es una función 
probabilística del estado → proceso doblemente estocástico, 
donde hay un proceso estocástico subyacente que no es no es obserobser--
vablevable (es decir, es ocultooculto), y sólo puede ser observado a través de 
otro conjunto de procesos estocásticos que producen la secuencia 
de observación.



ProDiVoz RAV basado en HMM 13

Ejemplo 1:Ejemplo 1: Tirada de MonedasTirada de Monedas

Escenario:Escenario: Habitación con una cortina. De un lado de la 
cortina hay una persona (ocultaoculta) que ejecuta el experimento 
de tirar una (o varias) monedas. Sólo nos comunica el 
resultado del experimento sin decirnos como lo realiza. La 
secuencia de observación consistirá por ejemplo de

O = O1 O2 O3 ... OT = C S C ...S

donde   C: cara S: seca

Problema de InterProblema de Interéés:s: Construir un HMMHMM para explicar la 
secuencia de observación.

Debemos decidir decidir a qué corresponden los estados del modelo y 
cuántos estados son necesarios.
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Modelo con dos estados observablesModelo con dos estados observables

• Una única moneda (posiblemente "cargada") es arrojada.

• Hay sólo dos estados, y cada estado corresponde a un lado de 
la moneda.

• El modelo de Markov es observableobservable (es decir es una MC y no 
un HMM) y para que quede completamente especificado se 
debe seleccionar el "mejor" valor de, por ejemplo, P(C). (sólo 
1 parámetro desconocido)

L
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=
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Figura 3: Modelo de Markov con 2 
estados observables
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HMM con dos estadosHMM con dos estados

• Hay dos estados en el modelo, donde cada estado corresponde a 
una moneda (“posiblemente cargada") diferente que es arrojada.

• Cada estado está caracterizado por una distribución de proba-
bilidades de Caras y Secas, y las transiciones entre estados 
están caracterizadas por una matriz de transición de estados.

• El mecanismo físico que explica cómo las transiciones entre 
estados son realizadas puede ser una tirada independiente de 
monedas o cualquier otro evento probabilístico. 

• Vemos que aquí hay 4 par4 paráámetros desconocidosmetros desconocidos, que deben 
estimarse para que el modelo quede completamente 
especificado.  
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Figura 4: HMM con 2 estados ocultos



ProDiVoz RAV basado en HMM 17

HMM con tres estadosHMM con tres estados

• Hay tres estados en el modelo, donde cada estado corresponde a 
una moneda (“posiblemente cargada") diferente que es arrojada. 
La elección del estado está gobernada por algún evento proba-
bilístico. 

• El HMM tiene 99 parparáámetros desconocidosmetros desconocidos, que deben esti-
marse para que el modelo quede completamente especificado.  
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Figura 5: HMM con 3 estados
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Ejemplo 2:Ejemplo 2: Bolillero con bolillas de coloresBolillero con bolillas de colores

Hay N bolilleros en una habitación, cada uno conteniendo un 
gran número de bolillas de colores.

Asumimos que hay M colores distintos de bolillas.

Proceso de obtención de las observaciones.

• Por algún proceso aleatorio, alguien que está en la habita-
ción selecciona un bolillero inicial.

• De este bolillero es extraída aleatoriamente una bolilla, y su 
color es registrado como una observación. 

• La bolilla es devuelta al bolillero del cual fue extraída.

• Un nuevo bolillero es entonces elegido de acuerdo al 
proceso aleatorio de selección asociado al presente bolillero, 
y el proceso de selección de la bolilla es repetido.
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Este proceso genera una secuencia finita de observación de 
colores que quisiéramos modelar como la salida observable de 
un HMM.

El HMM más simple corresponde a uno en el cual cada estado 
corresponde a un bolillero específico, y por el cual están 
definidas probabilidades de color (bolillas) para cada estado. La 
elección de los bolilleros está determinada por la matriz de 
probabilidades de transición de estado del HMM.
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Elementos de un HMMElementos de un HMM

N: número de estados del modelo. 

Los estados (ocultosocultos) tienen (usualmente) asociados algún 
significado físico. Denotamos los estados individuales como

{ }NSSSS ,,, 21 L=

M: número de símbolos de observación distintos por estado, i.e. 
dimensión del alfabeto discreto. Denotamos los símbolos 
individuales como

{ }MVVVV ,,, 21 L=

Matriz de distribución de probabilidades de transición de 
estados

{ }ijaA =
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( )itjtij SqSqa === + |P 1 Nji ≤≤ ,1

Distribución de probabilidad del símbolo de observación en el 
estado ‘j’

{ })(kbB j=
donde

( ) ( ) MkNjSqtVkb jtkj ≤≤≤≤== 1  , 1  ,   | en  P

Distribución de probabilidad del estado inicial { }iππ =
donde

( ) NiSq ii ≤≤== 1   , P 1π
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Para que el HMM quede completamente especificado deben 
especificarse los parámetros M y  N , los símbolos de 
observación V, y las tres medidas de probabilidad A, B, y  π .
Al HMM generalmente se lo denota

( )πλ ,, BA=

Dado un HMM, éste puede usarse para generar una secuencia de 
observación

TOOOO L21=

donde cada observación Ot es uno de los símbolos en V, y T es 
el número de observaciones en la secuencia.
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1. Seleccionar un estado inicial  q1 = Si de acuerdo a la 
distribución de estado inicial π .

2. Fijar  t=1 .

3. Seleccionar  Ot = Vk de acuerdo a la distribución de probabi-
lidad de símbolo en el estado Si , es decir,  bi(k) .

4. Transicionar al nuevo estado qt+1 = Sj de acuerdo a la 
distribución de probabilidad de transición del estado Sj , es 
decir, aij .

5. Fijar t=t+1  y volver al paso 3. si t < T, en caso contrario, 
finalizar.

Generación de una secuencia de observaciónGeneración de una secuencia de observación
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Los tres problemas básicos en  Los tres problemas básicos en  HMMsHMMs

Problema 1:Problema 1: Dada una secuencia de observación O=O1O2 ... OT , y 
un modelo λ = (A, B, π ), como computar eficientemente la probabi-
lidad de que la secuencia de observación haya sido generada por el 
modelo P(O | λ ). La solución de este problema permite seleccionar 
de entre un conjunto de modelos, el que mejor se ajusta a la secuen-
cia de observación. La solución del problema es provista por el 
Algoritmo Algoritmo ForwardForward--BackwardBackward (debido a Baum y colaboradores).

Problema 2:Problema 2: Dada la secuencia de observación O=O1O2 ... OT , y un 
modelo HMM , λ = (A, B, π ), como seleccionamos la secuencia de 
estados Q=q1 q2 ... qT correspondiente que mejor explique la 
secuencia de observación. (Determinación del estado oculto del 
modelo). La solución a este problema es provista por el Algoritmo Algoritmo 
de de ViterbiViterbi..
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Problema 3:Problema 3: Como ajustamos los parámetros del modelo HMM       
λ = (A, B, π ), de manera de maximizar la probabilidad de que la 
observación haya sido generada por el modelo P(O | λ ). La solución 
de este problema es provista por el Algoritmo de Algoritmo de BaumBaum--WelchWelch, 
equivalente al Algoritmo EM (Algoritmo EM (ExpectationExpectation--MaximizationMaximization).).

Problema de entrenamientoProblema de entrenamientoProblema de entrenamiento
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Problema 1:Problema 1: Dada una secuencia de observación O=O1O2 ... OT , y 
un modelo λ = (A, B, π ), se desea computar eficientemente la 
probabilidad de que la secuencia de observación haya sido generada 
por el modelo P(O | λ ). 

La forma más directa de realizar esto sería enumerando todas las 
posibles secuencias de estados de longitud T (igual al número de 
observaciones), y calculando la probabilidad conjunta de la secuencia 
de observación O y la secuencia de estado Q , dado el modelo, es 
decir P(O, Q| λ), para todas las posibles secuencias de estado de 
longitud T, y luego calcular P(O | λ ) como 

( ) ( )∑=
Q

QOO λλ |,P|P
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Este cálculo directo involucra del orden de 2 T N T operaciones, 
siendo N el número de estados del modelo HMM. Este número de 
operaciones es computacionalmente prohibitivo aún para el caso de 
N y T pequeños. Por ejemplo para N=5 (estados) y T=100
(observaciones), resulta 2 T N T = 2 x100 x 5100 = 10 72 .

Claramente es necesario un procedimiento más eficiente. Este 
procedimiento existe y es el denominado Algoritmo Algoritmo ForwardForward--
BackwardBackward, propuesto por Baum y colaboradores.

( ) ( )λα |,P 21 ittt SqOOOi == L

Algoritmo Algoritmo ForwardForward--BackwardBackward

Se define la variable variable forwardforward como
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Es decir, la probabilidad de la secuencia de observación parcial
O1 , O2 , ..., Ot , hasta el instante t, siendo el estado en t igual a Si, 
dado el modelo λ.  La variable                puede calcularse en forma 
recursiva con el siguiente algoritmo (por inducción).

1. Inicialización

2. Recursión (inducción)

3. Terminación 

( )tiα

( ) ( ) NiObi ii ≤≤= 1                 11 πα

( ) ( ) ( )

Nj

TtObaij tj

N

i
ijtt

≤≤

−≤≤⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= +

=
+ ∑

1                                                          

11            1
1

1 αα

( ) ( )∑
=

=
N

i
T iO

1

|P αλ

ProDiVoz RAV basado en HMM 30
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Figura 7: Cálculo de la variable forward



ProDiVoz RAV basado en HMM 31

El algoritmo requiere en el orden de N 2 T  operaciones, en lugar de 
las 2 T N T requeridas por el algoritmo directo. Para el caso de N=5 
(estados) y T=100 (observaciones), resultan 2500 operaciones, 
frente a las 10 72 operaciones requeridas por el algoritmo directo 
(69 órdenes de magnitud menos).

En forma similar puede definirse la variable variable backwardbackward. 

( ) ( )λβ |,P 21 itTttt SqOOOi == ++ L

Es decir, la probabilidad de la secuencia de observación parcial
desde el instante  t+1 hasta el final (T), dado el estado Si en t , y el 
modelo λ.
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Si bien esta variable no es necesaria para la resolución del Problema 1, 
la introducimos aquí ya que es necesaria para la solución de los
Problemas 2 y 3.

La variable backward puede calcularse en forma recursiva como sigue.

1. Inicialización

2. Recursión (inducción)

( ) NiiT ≤≤= 1               1β

( ) ( ) ( )

Ni

TTtjObai t

N

j
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Figura 8: Cálculo de la variable 
backward (recursión)
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Problema 2:Problema 2: Dada la secuencia de observación O=O1O2 ... OT , y un 
modelo HMM , λ = (A, B, π ), como seleccionamos la secuencia de 
estados Q=q1 q2 ... qT correspondiente que mejor explique la 
secuencia de observación. (Determinación del estado oculto del 
modelo).  A diferencia del Problema 1, para el que puede encontrarse 
una solución exacta, no existe una única solución para el Problema 2, 
ya que la secuencia óptima de estados va a depender del criterio de 
optimalidad que se adopte. 

Por ejemplo, un posible criterio de optimalidad es seleccionar los 
estados qt que individualmente sean los más probables. Este criterio, 
entonces maximizaría el número esperado de estados individuales 
correctos. Esto, sin embargo, puede ocasionar problemas con la 
secuencia de estados resultante, sobre todo en los casos de HMM en 
los que la matriz de probabilidades de transición tiene elementos 
nulos (transiciones no permitidas), ya que la secuencia resultante 
podría no ser ni siquiera una secuencia válida.
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Esto es debido al hecho de que la solución determina simplemente el 
estado más probable en cada instante, sin tener en cuenta la 
probabilidad de ocurrencia de secuencias de estados.

Una alternativa a esto, que es la que ha sido más ampliamente 
adoptada, es encontrar la única mejor secuencia de estados (o 
camino), dada las observaciones y el modelo, i.e., la secuencia que 
maximiza P(Q|O, λ ), que es equivalente a maximizar P(Q,O| λ ). Una 
técnica formal para encontrar esta única mejor secuencia de estados 
existe, basada en métodos de programación dinámica, y es el 
denominado Algoritmo de Algoritmo de ViterbiViterbi. 
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Algoritmo de Algoritmo de ViterbiViterbi

Para encontrar la única mejor secuencia de estados Q=q1 q2 ... qT

para una dada secuencia de observación O=O1O2 ... OT , es 
necesario definir la cantidad

( ) ( )λδ |,P max 2121
,,, 121

tit
qqq

t OOOSqqqi
t

LL
L

==
−

que es la más alta probabilidad a lo largo de un simple camino, que 
tiene en cuenta las observaciones parciales hasta el tiempo t alcan-
zando el estado Si en ese tiempo. Por inducción se tiene que

( ) ( )[ ] ( )11    max ++ = tjijt
i

t Obaij δδ

(1)

(2)
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Para recuperar la secuencia de estados es necesario mantener un 
registro del argumento que maximiza la probabilidad en (2), para
cada t y para cada j. Esto puede hacerse con la variable auxiliar
(arreglo)              . El procedimiento completo es el siguiente.( )jtψ

1. Inicialización

2. Recursión (inducción)
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( ) 0
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δψ

3. Terminación

4. Backtracking de la secuencia de estados
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Problema 3:Problema 3: Como ajustamos los parámetros del modelo HMM       
λ = (A, B, π ), de manera de maximizar la probabilidad de que la 
observación haya sido generada por el modelo P(O | λ ). La solución 
de este problema es provista por el Algoritmo de Algoritmo de BaumBaum--WelchWelch, 
equivalente al Algoritmo EM (Algoritmo EM (ExpectationExpectation--MaximizationMaximization))

Para describir el algoritmo de estimación de Baum-Welsh denotemos 
con                  a la probabilidad de estar en el estado Si en el tiempo 
t, y en el estado  Sj en el tiempo t+1, dado el modelo y la secuencia 
de observación, es decir:

( )jit ,ξ

( ) ( )λξ ,|,P, 1 OSqSqji jtitt === +
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Esta probabilidad puede escribirse en función de las variables back-
ward y forward de la siguiente forma

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∑∑
= =

++

++

++

=

=

N

i
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j
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jObai

jObai

O

jObai
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1 1
11

11

11

           

|P
,

βα

βα
λ
βα

ξ

Donde el numerador es                                           , y la 
normalización por el factor P(O|λ ) se realiza para que                  
sea una medida de probabilidad.

( )λ|,,P 1 OSqSq jtit == + ( )jit ,ξ



ProDiVoz RAV basado en HMM 41

Figura 9: Algoritmo de Baum-Welch.
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Definamos la variable 

( ) ( )λγ ,|P OSqi itt ==
Es decir, la probabilidad de estar en el estado Si en el tiempo t, dada 
la secuencia de observación  y el modelo. Esta probabilidad puede 
expresarse en función de las variables forward y backward, como

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )∑

=

== N

i
tt

tttt
t

ii

ii

O

ii
i

1

|P βα
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βαγ

El factor de normalización  P(O|λ ) hace que γt (i)  sea una medida 
de probabilidad, es decir se verifica

( ) 1
1

=∑
=

N

i
t iγ
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La variable  γt (i) se puede relacionar con la variable ξt (i,j) según

( ) ( )∑
=

=
N

j
tt jii

1

,ξγ

Sumando γt (i) sobre t se obtiene el valor esperado del número de 
veces que el estado  Si es visitado, o lo que es equivalente, el 
número de transiciones desde el estado Si .

( ) i

T

t
t Si  desde nes transiciode nro. esperado valor 

1

1

=∑
−

=

γ

En forma similar, sumando ξt (i,j) sobre t , se obtiene el valor 
esperado del número de transiciones desde el estado Si hasta el 
estado Sj

( ) ji

T

t
t SSji  a  desde nes transiciode nro. esperado valor ,

1

1
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−

=

ξ
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Basándose en estas expresiones se pueden obtener las siguientes 
fórmulas recursivas de estimación de los parámetros de un HMM.

( )itSii 1)1(en   estadoen   vecesnro. esperado valor  γπ ===
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Donde

(1) Valor esperado del nro. de transiciones desde el estado Si al Sj

(2) Valor esperado del nro. de transiciones desde el estado Si

(3) Valor esperado del nro. de veces en el estado Sj y observando el 
símbolo vk

(4) Valor esperado del nro. de veces en el estado Sj

Partiendo de un modelo inicial λ = (A, B, π), las expresiones 
anteriores permiten reestimar el modelo obteniendo un nuevo 
modelo , de manera que, o bien 

1) el modelo inicial λ define un punto crítico de la función de 
verosimilitud, en cuyo caso                  , o 

( )πλ ,, BA=

λλ =
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2) El modelo          es más probable que el modelo λ en el sentido 
que 

λ

( ) ( )λλ |P|P OO >

Es decir, se ha encontrado un nuevo modelo         , que es más 
probable que haya producido la secuencia de observaciones.

Basado en este procedimiento, si iterativamente se usa        en lugar 
de  λ y se repite el proceso de re-estimación, se incrementa la 
probabilidad de que las observaciones hayan sido generadas por el 
modelo, hasta que se alcanza un punto límite. El valor final de las 
probabilidades que definen el HMM se denomina estima de mestima de mááxixi--
ma verosimilitud del HMMma verosimilitud del HMM.

Cabe aclarar que el procedimiento descripto conduce a máximos 
locales y que en general la superficie de optimización es muy 
compleja presentando múltiples máximos locales.

λ

λ



ProDiVoz RAV basado en HMM 47

Estimas iniciales de los parámetros del HMMEstimas iniciales de los parámetros del HMM

Las ecuaciones de re-estimación conducen a máximos locales de la 
función de verosimilitud. Una pregunta que surge es cómo elegir 
las estimas iniciales de manera que los algoritmos de optimización 
conduzcan al máximo global de la función de verosimilitud. 

Lamentablemente, no existe una respuesta simple o directa a esta
pregunta. La experiencia indica que estimas iniciales aleatorias
(sujetas a las restricciones estocásticas y de no nulidad) o unifor-
mes de π y A son adecuadas en la mayoría de los casos. Sin 
embargo, para los parámetros B es indispensable tener una buena 
estima inicial. Estas estimas iniciales se pueden obtener con diver-
sas técnicas de segmentación de la secuencia de observaciones (ver 
[2]).
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Tipos de HMMsTipos de HMMs

HMM ergódicos:HMM ergódicos: Cada estado del modelo puede ser alcanzado 
en un sólo paso desde cualquier otro estado del modelo. También 
se los denomina HMM totalmente conectados. La matriz de 
probabilidades de transición de estados es una matriz llena con 
todos sus elementos positivos.

Fig 10: HMM ergódico de 4 estados.
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HMM IzquierdaHMM Izquierda--aa--derecha:derecha: La secuencia de estado asociada 
con el modelo tiene la propiedad de que a medida que el tiempo 
avanza el índice indicando el estado se incrementa (o permanece 
el mismo), i.e., el estado procede de izquierda a derecha. Estos
modelos son aptos para modelar señales cuyas propiedades varían 
con el tiempo, como las señales de voz.

Fig 11: HMM Izquierda-a-Derecha de 4 estados.
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Tienen la propiedad que los coeficientes de la matriz de probabili-
dades de transición de estados verifican

ijaij <=             0

Es decir, no están permitidas las transiciones a estados cuyos índi-
ces son menores que el del estado presente. Además, las probabili-
dades de estado inicial verifican

⎩
⎨
⎧

=
≠

=
1,1

1,0

i

i
iπ

ya que la secuencia de estados debe comenzar en el estado 1 (y finali-
zar en el estado N).
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A menudo se suelen imponer restricciones adicionales en las 
probabilidades de transición de estados para asegurar que no se 
producen cambios grandes en los índices en las transiciones. Por
ejemplo se suele imponer una restricción de la forma

∆+>= ijaij            0

En particular, para el caso de Figura 11 es ∆ = 2, es decir, no se 
permiten saltos de más de dos estados. 

Resulta claro que para el último estado en el modelo izquierda-a-
derecha se verifica

Nia

a

Ni

NN

<=
=

        ,0   

1
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Densidades de probabilidad de observación continuas en  HMMsDensidades de probabilidad de observación continuas en  HMMs

En lo desarrollado hasta el presente se asumió que las observaciones 
estaban caracterizadas por símbolos discretos dentro de un alfabeto 
finito, por lo que se podían usar densidades de probabili-dad discretas 
dentro de cada estado del modelo. El problema con este enfoque es 
que para la mayoría de las aplicaciones (y en particular para recono-
cimiento de palabra) las observaciones son señales (vectores) 
continuos. Si bien se pueden cuantizar usando un libro de códigos 
(Vector QuantizationVector Quantization) esto trae aparejada una seria degradación de la 
performance de los dispositivos de reconocimiento.

Un enfoque muy usado, es representar la función de densidad de 
probabilidad continua como una combinación lineal de distribuciones 
Gaussianas (mezclas Gaussianasmezclas Gaussianas) de la forma
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( ) ( ) NjUOcOb
M

m
jmjmjmj ≤≤=∑

=

1         ,, 
1

µN

Donde O es el vector de observación, cjm , m=1, ..., M  son los 
coeficientes de la mezcla de M Gaussianas en el estado j, y       
N(O, µjm , Ujm)  es una distribución Gaussiana con media µjm y 
matriz de covarianza Ujm correspondiente a la m-ésima componente 
de la mezcla en el estado j. Los coeficientes cjm deben satisfacer la 
restricción estocástica

MmNjc

Njc

jm

M

m
jm

≤≤≤≤≥

≤≤=∑
=

1  ,  1                 ,0

1             ,1
1
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de manera que resulte

( ) Njdxxbj ≤≤=∫
∞

∞−

1            ,1  

Esta representación puede ser usada para aproximar, con una 
precisión arbitraria, cualquier función de densidad de probabilidad 
continua finita.

Se han desarrollado fórmulas de reestimación para los parámetros
µjm , Ujm y cjm de las mezclas Gaussianas (ver [2]).
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Reconocimiento de palabra aislada usando HMMReconocimiento de palabra aislada usando HMM

Para cada palabra de un vocabulario de V palabras se quiere diseñar 
un modelo HMM con N estados. Para cada palabra en el vocabu-
lario se tiene un conjunto de entrenamiento con K  instancias de la 
palabra hablada por uno o más locutores. Cada ocurrencia de la 
palabra constituye una secuencia de observación. Las observaciones 
son alguna representación espectral (cepstral) o temporal de la señal 
de voz. En general, la señal correspondiente a cada palabra se 
representa con una secuencia temporal de vectores espectrales 
codificados. Se asume que la codificación se realiza con un libro de 
código con M palabras código. Cada observación resulta entonces 
igual al índice del vector en el libro de código que está más cercamás cerca
del vector espectral correspondiente a la señal de voz. 
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El algoritmo de reconocimiento puede resumirse como:

1. Para cada palabra v en el vocabulario V se debe construir un 
HMM  λv , es decir se deben estimar los parámetros del 
modelo (Av, Bv, πv ) que optimizan la probabilidad del conjunto 
de vectores de entrenamiento asociados a la v-ésima palabra.

2. Para cada palabra desconocida que se quiere reconocer, se 
debe obtener la secuencia de vectores de observación O. Luego 
calcular la probabilidades de que esa secuencia haya sido 
generada por cada uno de los modelos posibles P(O| λv ) , con 
1≤ v ≤ V  y luego seleccionar la palabra cuyo modelo tenga la 
más alta probabilidad, i.e.

( )[ ]v
Vv

Ov λ|Pargmax 
1

*

≤≤
=
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Fig. 12: Diagrama de bloques de un reconocedor de dígitos aislados.
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