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1. INTRODUCCION AL ANALISIS FRECUENCIAL

1.1. Serie de Fourier

Toda funcién periddica de una clase bastante amplia de funciones (que contiene a
las funciones que describen fenomenos fisicos) se puede representar mediante una su-
perposicion de senoides cuyas frecuencias son multiplos enteros de la frecuencia de
dicha funcioén. Esta representacion se conoce como desarrollo en serie de Fourier. Si g(¢)
es periddica, su periodo es el menor nimero positivo 7 tal que para todo ¢ sea

gt+1) = g@. )
Definimos la frecuencia angular ® como
2
0o = — = 2nf. 2
T f (2)
Entonces
gt = %’ + Z(an cosnwt + b, sen not ), (3a)
n=1
donde
2 ( T/2
a, = — g(t)cosnmwtdt, n=0,1, ..
Tt
(3b)
2 T/2
b, = — g(t)sennwtdt, n=1,2,..
r'J-r,2

Transformando ligeramente la serie de Fourier (3a) pueden obtenerse formas alternati-
vas que facilitan su interpretacion o su manejo. Por medio de identidades trigonométri-
cas se llega a la expresion:

gty = ¢, + ch cos(nmt+(pn) (4a)
n=1
donde
a
Co = E
¢, = va,> +b,> n=12.. (4b)
b
(pn = —arctg—n n = 1, 2,...



Esta forma pone en evidencia la descomposicidon en armonicas con su correspon-
diente amplitud y fase. La forma siguiente, obtenida mediante la formula de Euler, es la
mas util para el analisis frecuencial, por la simplicidad de su manejo:

g(t) = ch ejn(l)l (Sa)
n=—oo
donde
1 T/2 .
c, = _J 2(t) e/ gy n=0,+1,+2, .. (5b)
TJ-r)

Se cumplen las siguientes relaciones:

a, = 2ReC(C,
b, = -2ImC,
Co, = ¢y = %’
_ (6)
c, = C,
c
c,| = =%
¢, = arg(C,

1.2. Espectro discreto de frecuencias

La representacion temporal de una funcion periddica, ya sea en forma analitica o
grafica, es la herramienta ideal cuando se desea conocer la evolucion de la variable fisi-
ca descripta por dicha funcién. Pero en muchos otros problemas, por ejemplo el de estu-
diar las modificaciones que sufre una sefial al atravesar un sistema dado, el enfoque
temporal (o de la forma de onda) no es el mejor, debido a que habitualmente se requiere
resolver una ecuacion diferencial y los resultados dependen fuertemente de la funcion
bajo estudio. En otras palabras, es dificil o casi imposible establecer conclusiones gene-
rales.

Mas ventajosa resulta en estos casos la representacion por medio del espectro de
frecuencias, que no es mas que la grafica de los coeficientes C, de las ecuaciones (5) en
funcién de n. La ecuacion (5a) nos dice que g(¢) queda completamente definida por los
mismos, por lo cual efectivamente representan a la funcion. Dado que los C, son com-
plejos, para facilitar su representacion grafica se dibujan separadamente el modulo y el
argumento en funcién de n, dando lugar al espectro de amplitud y de fase respectiva-
mente.

Ejemplo: Si

1 si 0<5t<1

gl = { (7)

0 si t<t<T



y T es el periodo, entonces

T sen(nmt/T)

ICa| = n=x1,+2,
T nnt/T
T
Cy = — 8
0 - (8)
arg C,, = _nTm

En la figura 1 se ha representado el caso en que ©/7 = 1/4. En el eje de las abscisas po-
dria haberse colocado, en lugar de n, la frecuencia n/T o la frecuencia angular 2ntn/7T. En
ese caso, la distancia entre bastones consecutivos seria igual a la frecuencia fundamental
(1/T 6 2m/T ). Este es el espectro bilateral, debido a que n (o bien la frecuencia) toma
valores positivos y negativos. El espectro unilateral utiliza, en lugar de los C,, las am-

plitudes ¢, y las fases @, de las ecuaciones (4).

g(?)
: Gl
) T/\T b)
Tt T !
(a)

e . o . T+ (c)
Iy ]T\r\ hr
Jll \J\Il RN

Figura 1. (a) Tren de pulsos perioddico. (b) Su espectro de amplitud.
(¢) Su espectro de fase.

Por ultimo, aclaremos que el espectro considerado es discreto pues las frecuencias
que en ¢l intervienen son multiplos enteros de la frecuencia fundamental.
En las proximas secciones se pondran de manifiesto las ventajas del espectro de

frecuencias.

1.3. Relacioén entre los espectros de la entrada y la salida de un
sistema lineal

Cualquier sistema en el cual la entrada y la salida estan vinculadas por una ecua-
cion diferencial lineal con coeficientes constantes se traduce, a través de la transforma-
cion de Laplace, en la siguiente ecuacion:



R(s) = H(s) E(s), )

donde E(s) y R(s) son las transformadas de Laplace de la entrada y de la salida y H(s) la
funcion de transferencia del sistema. Si la entrada es ¢”“ (el equivalente complejo a
una sefal senoidal) entonces

Es) = — (10)
s — jnm

luego la salida sera
1

R(S) = H(S)m

(11)

R(s) contendréa los polos de H(s) y un polo en jnm aportado por la transformada de La-
place de la entrada. Suponiendo que H(s) es estable, sus polos tendran polos con parte
real <0, por lo cual no coincidiran con jr®. Puede realizarse, entonces, un desarrollo en
fracciones simples de la forma

. q
R(s) = H(Gnw) ZL (12)

s — jnm s — 8
J o k

donde s son los polos de H(s)." Antitransformando Laplace, se obtiene una respuesta
. q
F6) = H(jnw)el" 4 ZAk Skl (13)
k=1

Todos los términos de la sumatoria tienden a 0 rapidamente por ser la parte real de sy
negativa, por lo cual al cabo de un tiempo suficientemente prolongado, resulta

1) = H(jnw) e . (14)
Como esto vale para todo n entero, si la entrada es una serie de Fourier

o(t) = chei”‘*”, (15)

N=—oo0

resulta, aplicando el teorema de superposicion, la siguiente respuesta en régimen per-
manente:

He) = ch H(jnw) 3" (16)

Nn=—oco

Por simplicidad se supusieron los polos simples. El resultado podria extenderse a polos multiples
haciendo aparecer denominadores de la forma (s - s;)’



En otras palabras, los coeficientes C,' de la sefial de salida se calculan como:
C' = C,H(jnw). (17)

Esto significa que si se conoce la funciéon de transferencia en el eje imaginario (por
ejemplo a través de un diagrama de Bode) el espectro de la salida se calcula facilmente
a partir del de la entrada, cualquiera sea éste. Esta importante propiedad descansa en el
hecho de que los sistemas lineales conservan la forma de onda senoidal.

1.4. Contenido de potencia de una senal periédica

Se define el contenido de potencia de una sefal periddica g(t) como su valor cua-
dratico medio en un periodo, es decir:

T/2

e IO, (18)

T/2
G es el valor eficaz de la seiial. El nombre “contenido de potencia” se debe a que G* es
numéricamente igual a la potencia media entregada a una resistencia de 1 Q por una
corriente o tension igual a g(z).

Nos proponemos calcular G* a partir del espectro de frecuencias de g(?). Haremos
un analisis algo mas general, calculando el producto de potencia, J, dado por

T/2
-+ avn0a (19)

donde g(¢) y g2(¢) son periddicas de periodo 7'y, por consiguiente,

int
E A, /",
n = —oo

g1(0)

(20)

g = ZBn e,
n =—oo

Entonces

oo

T7/2
J(n+m) ot
J Z ZAB JT/Z d . 21)

n——oom——

Las integrales, que se calculan facilmente, valen

J-T/z ej(”J’m)wtdt _ 0 si nzm (22)
T/2 T si n=m



Esta propiedad se enuncia diciendo que las funciones €' " forman una familia ortogo-
nal. Sustituyendo en la ecuacion precedente

J = ZAnB_n. 23)
n = —oo

Si ahora queremos calcular G2, basta tomar en (19)
a) = o = Y Cye. 4
Nn = —oo
Resulta
G = ch c.,. (25a)
n = —oo

Utilizando las equivalencias dadas en (6) tenemos

¢* = Y. (25b)
N =—o0

00 2
G? = ¢ + (c—”) (25¢)
5[

Estas ecuaciones son distintas versiones de la igualdad de Parseval. La (25c) ex-
presa que el valor cuadratico medio de una funcioén periddica es la suma de los valores
cuadraticos medios de sus armoénicos. Debe notarse que el valor cuadratico medio no
depende de la fase de los armonicos.

1.5. Potencia en régimen permanente
La ecuacién (25¢) implica que en el caso en que g(¢) es una tension o una co-
rriente, la potencia media entregada a una resistencia es la suma de las potencias medias

entregadas por los armonicos. Extenderemos la validez de este resultado a cualquier
dipolo lineal. Si

W) = ZAH enot (26a)



i(t) = ZBH inot (26b)
n = —oo

son la tension en bornes del dipolo y la corriente que circula por él entonces la potencia
media P entregada al mismo viene dada por el producto de potencia entre v(¢) e i(¢):

P = ZAHB_n (27)

Si V, e I, son las valores maximos se tiene que

1 .
Ay = SV el Pn
(28)
1
By = ln elVn,
entonces
P = ZV_nl_neJ((pn_Wn) (29)
2 2
N =—o0
Realizando algunos calculos resulta
oV, 1
P = Vyly + 2—"—"(:05([) -y (30)
040 O\/E\/E ( n n)
n=

Aqui se reconoce facilmente que cada término es la potencia media P, entregada por el

respectivo armonico, es decir
P = an 31)
n=0

Vemos que a pesar de que la potencia no es una funcion lineal de la tension o la
corriente y por lo tanto no admite superposicion instante a instante, si la admite en pro-
medio, debido a que las funciones armoénicas constituyen una familia ortogonal y por lo
tanto el producto entre dos distintas tiene promedio nulo.

1.6. Espectro de Potencia
Cuando estudiamos el espectro de frecuencias vimos que estaba compuesto por un es-

pectro de amplitud y uno de fase. A pesar de que éstas definen por complejo a la fun-
cion considerada, sucede frecuentemente que lo mas importante no es la amplitud o la



fase de los armoénicos, sino su valor cuadratico medio, por estar directamente vinculado
con la potencia. Si g(¢) es una funcion periddica dada por

gt) = ¢y + chcos(nwt+(p), (32)

n=1

0, en términos del valor eficaz,

gty = Gy + ZﬁGncos(nthr(p), (33)

n=1

entonces de la ecuacion (25) se obtiene

G = Zan. (34)
n=0

Aqui G,” es el valor cuadratico medio del arménico de orden 7. Se llama espectro de
potencia de g() a la representacion grafica de los G,” en funcion de n o bien en funcién
de la frecuencia n/T o de la frecuencia angular ® = 2nn/T. Se consider6 aqui el espectro
unilateral, pero puede definirse también el bilateral, teniendo en cuenta las dos primeras
formas de la ecuacion (25). En la figura 2 se representa el espectro de potencia para el
tren de pulsos del ejemplo anterior, que viene dado por

(35)

2

T sen nmt/T

an = 2|l =——|, n=1,2,..
T nmt/T

Como por definicion (ver 1.4) el contenido de potencia de un armonico es su valor cua-

dratico medio G,” , el espectro de potencia nos proporciona el contenido de potencia de

cada armonico.

1.7. Contenido de potencia y energia en un rango de frecuencias
Como para el contenido de potencia vale (segin 1.4) el principio de superposi-
cion, podemos calcular el contenido de potencia debido a los armdnicos que se encuen-

tran en una banda dada de frecuencias, digamos [f;, f2], sumando los contenidos de
potencia de los mismos:

m
sl = DG (36)
k=n



donde, si f'es la frecuencia fundamental, n y m son respectivamente el menor y el mayor
entero en el intervalo cerrado [fi/ fy, f2/ fol, es decir:

n o= [filfi] +1
m = [/l fl

(37)

La importancia del contenido de potencia en un rango de frecuencias radica en que nos
permite clasificar las sefales. Por ejemplo, una sefial de audio es una sefial tal que su
contenido de potencia en el rango de frecuencias audibles difiere muy poco de su conte-
nido de potencia total.

Multiplicando el contenido de potencia en la banda [fi, f2] por T se obtiene el con-
tenido de energia en esa banda, en un periodo.

g(0)
Cn
1
20Tt (b)
Tt T 0 4 8
(a)
G2
2(1/7)2;\]\ ©)
[~
} r\\ e B Mk T a=—"1 n
0 4 8

Figura 2. (a) Tren de pulsos periddico. (b) Su espectro (unilateral) de
amplitud. (¢) Su espectro de potencia.

1.8. Funcioén de potencia acumulada

Se llama funcion de potencia acumulada al contenido de potencia en la banda de
frecuencias de 0 a f; y se abrevia Q(f). De la seccion anterior se deduce entonces que

o) = Y G, (39)
k=0

donde m es el mayor entero que no supera a f/ fy, es decir

m = [f/ fo]. (39)



Por consiguiente, esta funcion resulta ser escalonada, como se muestra en la figura 3
para la misma funcion de los ejemplos anteriores.

o)

0 fo 266 36 46 56 6/ 7 8f 9% 10/ 111

Figura 3. Funcion de potencia acumulada para un tren de pulsos con
T/t =4

Puede darse una expresion compacta para Q(f) utilizando funciones escalon u(x):

o = G’ u(f - %) (40)
n=0

Cuando la funcion periddica considerada es una tension o corriente, se agrega un subin-
dice para identificarla: Q.(f), Q).
1.9. Espectro de densidad de potencia

Se define el espectro de densidad de potencia, P(f) como:

_ 4
P(f) = de(f)~ (41)

De la ecuacion (40) se obtiene la expresion general de P(f) para sefiales periodicas, te-
niendo en cuenta que la derivada de un escalon unitario es el impulso de Dirac, &(x):

PUf) = Zans(f - %) (42)
n=0

La importancia del espectro de densidad de potencia se apreciard mas adelante,
cuando se extiendan los conceptos hasta ahora vistos a funciones con espectro de fre-

10



cuencias no discreto. No obstante, observemos que con P(f) podemos expresar el conte-
nido de potencia en una banda [f}, /] de frecuencia asi:

) ~ /2
Gt .1 = J.f]P(f) i (3)

En el caso de funciones periddicas (espectro discreto) esta integral se reduce a la suma
de la ecuacion (36).

1.10. Integral de Fourier

En el estudio hecho hasta el momento solo se consideraron funciones periddicas,
por ser éstas las Unicas manejables con la herramienta de analisis frecuencial de que
disponiamos, es decir, la serie de Fourier. Sin embargo, no todas las funciones que apa-
recen en la practica son periddicas,” de modo que serd necesario generalizar el analisis
frecuencial a funciones no periddicas.

Consideraremos so6lo funciones g(#) de valor absoluto integrable, es decir, tales
que

J. lg@)|dt < oo. (44)

—o00

Dado 7> 0 tiene sentido calcular los coeficientes C, de la ecuacion (5b)

1 T/2 .
c, = _J 2(t) e/ g n=0,+1,+2, ... (45)
TJ-r/2

aunque g(¢) no sea periodica. Con estos C,, la funcion periodica
er® = Y Cpel™. (46)
Nl = —oo

coincide con g(¢) solamente en el intervalo [-77/2, 7/2]. Si se hace crecer 7, aumenta el
intervalo en el cual ambas funciones son iguales. Esto se muestra en la figura 4.
Si T — oo, coincidiran en toda la recta, es decir

lim gr() = g0). (47)

Sustituyendo el valor de los C, en g7 () tendremos

oo 7/2 . 2T .2

1 —Jjn—71 —Jjn—t

e = Y |p] ewe T 48)
TJ-r/2

n =—oo

2 En rigor de verdad no hay funciones periodicas en el mundo fisico, pues todas comienzan y terminan

en tiempos finitos. Ver el problema 7) c).

11



g()

gr(?)
(b)
; ; ; ; t
1 _ll TI 1
| A z \
gr(?)
(©)
N Na N [
T U \,\[T \\‘f
2 2

Figura 4. (a) g(¢). (b) y (¢), g1(t) para dos valores de T.

Llamemos
2
w, = 1’17,
(49)
A = 2—11:
T
Entonces
er() = - 2 Jm 2(1) e /2" gr [Aw (50)
Nn=—oo

Recordemos que una integral puede expresarse como limite de la suma de los valores
del integrando en puntos especificados multiplicados por A®. Entonces, tomando limite
formalmente se obtiene

12



lim g7() = —LOJ._ 2(1) e~ g 4o (51)

o bien

g(t) = iJ.j;[Jj;g(I) ejdeJejw’dw (52)

Esta es la llamada férmula integral de Fourier. Debe insistirse en que el calculo anterior
es solo formal, debido a que cuando Aw — 0, 7 — oo, por consiguiente, el integrando
también esta sujeto a la operacion de limite. La demostracion rigurosa de (52) se puede
encontrar en los textos de Andlisis Matematico.

La funcion

G(w) = ng(t)e_jmdr (53)

— oo

se denomina transformada de Fourier de la funcion g(z). Suele anotarse con F el opera-
dor que asigna a cada funcion su transformada de Fourier, es decir,

F [g(0] = G(w) . (54)

Usando (53), la ecuacion (52) se puede reescribir, asi:

g0 = 5| G@e o, (55)
que es formalmente analoga a

— jn—nt
g0 = Y. Ce T, (56)

(igualdad correspondiente al caso en que g(¢) es periodica) si se reemplaza C, por G(m)
y la suma por la integral. En la proxima seccion investigaremos la naturaleza de esta
analogia.

La ecuacion (55) permite recuperar la funcion g(¢) a partir de su transformada de
Fourier. Se trata, de hecho, de una féormula de inversion que, para una funcidén seccio-
nalmente continua, da los valores correctos salvo en los puntos de discontinuidad. El
segundo miembro de (55) se denomina transformada de Fourier inversa o también an-
titransformada de Fourier Del mismo modo que se introdujo el operador F que a cada
funcion de g(¢) le asigna su transformada de Fourier G(), podemos definir el operador
F, que a cada funcion G() le asigna la funcién g(7) de la que ésta es transformada, es
decir,

g®) = F'[G(w))]. (57)

Se verifica que

g = F'[F (g0 (58)

13



1.11. Densidad espectral

Consideremos, a modo de ejemplo, un pulso de amplitud y duracion unitarias. Di-
bujemos los espectros de amplitud de g;(t) para 7=4 s y =8 s (figura 5). Vemos que
al aumentar T crece la cantidad de armodnicos en una banda dada de frecuencias, pero

rel

1/4
(a)

|‘~T\ ’/r‘l-_§r\\/,/] ] ‘ | I I\\\//’I‘—.I~\r\ ’1—-| HZ
-2 -1 0 1 2 J Hz)

|C|
1/8

1 T35 271 [Cr> 11/II[]-I‘IIIAIVI~I\I\I~T 11 CCr>. __~rT1°1 f[HZ]
2 -1 0 1 2

(b)

Figura 5. (a) Espectro de amplitud para un pulso de amplitud y dura-
cion unitarias que se repite cada 4 s. (b) idem cada 8 s.

disminuye proporcionalmente en amplitud, de modo que fijada una frecuencia f, la re-
lacion |C|/Af (donde |C| corresponde al arménico mas proximo a fy y A es la separacion
entre armonicos sucesivos) se mantiene finita. Puede verificarse facilmente que

. C
A};EOE = G(m). (59)

Esto sugiere que G(w) puede ser considerada como una densidad de espectro de fre-
cuencias, ya que el coeficiente dC() correspondiente a un armoénico de frecuencia ® y
que se encuentra en la banda infinitesimal df es

dC(®) = G(o)df. (60)

En consecuencia, teniendo en cuenta que el armonico n de una sefal periddica es

. 2m 2@
jn—-t —jn—-t

g,0) = C,e T + C_,e T, (61)

—n

en el caso de sefial no periodica tendremos el armonico diferencial de frecuencia angu-
lar ® dado por

14



G()df /™ + G(-w)df e/ =

dg(m, 1)
(62)

iG(m) dw e/ + iG(—m) dwe /!
21 21

El proceso de integracion es, entonces, andlogo a la superposicion de armonicos que
tenia lugar en la serie de Fourier, s6lo que ahora es una superposicion continua de ar-
monicos diferenciales como el indicado en (62).

La transformada de Fourier G(®) se denomina, en el contexto de anélisis frecuen-
cial, densidad espectral o funcion de distribucion de frecuencias. Al igual que en el caso
discreto, la representacion grafica se suele llamar espectro de frecuencias y se divide en
espectro de amplitud y de fase. Este espectro es, ahora continuo.

En el problema 6 se enuncian varias propiedades importantes de la transformada
de Fourier.

Ejemplo: Si
1 si 0<5t<1

glt) = { . (63)

0 si 1T<0 o T<¢
su transformada es

Gl@) = 13 @U2) —jors2 (64)
wt/2

En la figura 6 se han representado los espectros de amplitud y de fase de g(t).

g(?)
: | G()]
§ (b)
t - ®
T “4m/t 2w/t 0 2/t 4m/t
a
(a) 0
- T (c)
\\ 2/t 4m/t ~
An/t -2/t \\

Figura 6. (a) Funcion no periddica. (b) Su espectro (continuo) de am-
plitud. (¢) Su espectro (continuo) de fase.
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1.12.Relacién entre los espectros de la entrada y la salida de un
sistema lineal para senales no peridédicas

Consideremos ahora un sistema lineal regido por la ecuacion diferencial

d" d d” d
a, V2 4o+ aj ﬁ + agvy, = bl’l V1 + -+ bl l + bovl’ (65)
dr" dt dt” dt

donde v es la sefial de entrada y v, la sefial de salida. Si tanto v(f) como vy(f) tienen
transformadas de Fourier, respectivamente, V;(®) y V2(®), podemos transformar ambos
miembros de la ecuacion anterior por medio de la formula de transformacion de deriva-
das (ver problema 6d), segun la cual

F[d g ] = (jo)'F(g). (66)
dt
Resulta

[a,(jO)" + ..+ ajjo + ao] Va(@) = [b(jo)" + ..+ bijo + bo] Vi (m). (67)

De aqui se obtiene V,(m):

an(jw)" + -+ a jo + a

o bien, abreviadamente,

(w) = Hw) Vi(w). (69)

H(w) es la funcion de transferencia del sistema. La ecuacion (69) nos proporciona una
sencilla relacion entre el espectro de frecuencias de la entrada y el de la salida.

NOTA: A veces se utiliza la notacion V{( jw) en lugar de V(w) para la transforma-
da de Fourier de v(¢) (a pesar de que la ultima es suficiente para poner de manifiesto que
V' es funcion de m) con el objeto de unificar la notacion para transformadas de Fourier y
de Laplace. Esto puede hacerse ya que la transformada de Fourier coincide con la de
Laplace,

V(s) = J.Ooov(t) e St dt (70)

coinciden, para las funciones nulas en el semieje real negativo, si se toma s = j.

1.13.Contenido de energia y densidad de energia de una senal no
periédica

Para una sefal periddica g(f) habiamos definido en la seccion 1.4. su contenido de
potencia como
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T/2

= = [s)F (71)

-T/2

y probamos que éste se podria calcular a partir del espectro de frecuencias de g(¢), por
medio de la igualdad de Parseval:
2
Z|Cn| . (72)

Si g(¢) no es periddica, la ecuacion (72) no puede aplicarse directamente porque 7' = oo
La forma de utilizar esta ecuacion consiste en tomar limite cuando 7' — eo. Esto sera
investigado mds adelante, en la seccion 1.17.

En esta seccion nos proponemos obtener una igualdad formalmente a anéaloga a la
(72) para el caso de espectro continuo, la cual encerrara el concepto de energia en lugar
del de potencia.

Se define el contenido de energia de una senal no perioddica de cuadrado integra-
ble como:

[f&aﬂ%ﬁ (73)

Cuando esta integral es convergente, se dice que la sefal es de energia finita. En ésta y
en las proximas tres secciones trabajaremos con sefiales de energia finita.

Para calcular U usaremos el siguiente artificio. Como en el integrando aparece dos
veces el factor g(f), escribiremos uno de esos factores en la forma dada por la ecuacion

(55):
J: 2(1) [i [;G(m) ejm’dm:| dt =

LJ J 2(t) G(w) e/ dw dt
2 J o d—oo

ad
Il

(74)

Aqui permutaremos formalmente el orden de integracion, advirtiendo, sin embargo, que
tal operacion esta sujeta al cumplimiento de ciertas hipotesis que aqui no considerare-
mos.

_ L jo -
U = 2nJ._mJ-_%§t) G(w) e/ dt dw
_ _J G@)(dem%)= (75)

1 (=
= %J._i(w) G(—m) do
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Es facil verificar (problema 6g) que
G(-0) = G(-w), (76)

de donde resulta, finalmente,

_ 1 [ 2
U = 2nj‘_m|c;(m)| do. (77)

Esta es la igualdad de Plancherel, que es andloga a la igualdad de Parseval (25b). La
demostracion rigurosa puede hallarse en [1].

Podemos reescribir esta igualdad sustituyendo la frecuencia angular ® por su ex-
presion en términos de la frecuencia f:

U = j G df . (78)

La funcion |G(2nf)|2 se denomina densidad bilateral de energia. Como |G(27f)| es una
funcién par (problema 6g), la (26) puede escribirse de este otro modo:

U = Jm2|G(2nf)|2 dr . (79)
0

La funcion
S = 2lGceml?, (80)

se conoce como densidad unilateral energia o simplemente densidad de energia de la
sefal no periddica g(#) Con esta notacion la ecuacion (79) toma la sencilla forma

U = JMS(f) df . (81)
0

S(f) puede interpretarse como la energia asociada a g(f) por unidad de ancho de
banda. Mas precisamente, S(f) df es la energia que una tension g(¢) entregara a una re-
sistencia unitaria debida a sus componentes armodnicas de frecuencias comprendidas
entre f'y f + df, en toda la extension del tiempo, es decir, entre -oo y e. En la practica
solo tiene sentido aplicar este concepto a sefiales de duracion finita (como pulsos o rafa-
gas de pulsos) o bien a sefiales cuya energia residual después de cierto tiempo es des-
preciable (por ejemplo, un transitorio exponencial).

1.14. Energia en una banda de frecuencia
La integral de la ecuacion (81) esta extendida a todo el rango posible de frecuen-

cias y proporciona la energia total de la funcion g(¢) como superposicion continua de la
energia de todos sus armonicos diferenciales. Si se efectua la superposicion de las ener-
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gias de los armdnicos que se encuentran solamente en el intervalo de frecuencias de f; a
/> , obtendremos consecuentemente la energia de g(¢) en la banda [f}, f»], es decir:

/2
Ulh.rl = Jfl S()df - (82)

Asi como el contenido de potencia permitia clasificar sefales periddicas, tenemos
con Uy, o) una primera herramienta para clasificar espectralmente sefiales no periddicas.
Por ejemplo, la sefial inducida en el circuito de sintonia de un radiorreceptor se dice que
es de onda media si la mayor parte de su energia estd en la banda de 535kHz a
1605 kHz. Analogamente, una sefial se dice que es de audiofrecuencia o, mas breve-
mente, de audio, si su contenido mayoritario de energia se presenta en la banda de
20 Hz a 20 kHz.

1.15.Relacion entre las densidades de energia de la entrada y la
salida de un sistema lineal
Si v(t) y v2(¢) son respectivamente la entrada y la salida de un sistema lineal con
funcién de transferencia H( jw), entonces las transformadas de Fourier Vi(®) y V2 ()
estan relacionadas asi:

(o) = H(o) V(o). (83)

De aqui resulta

2l menfl? = |HCR |2 21 ey, (84)

o bien

S = | Her |2 Si(p). (85)

En otras palabras, las densidades de energia de las sefiales de entrada y salida estan rela-
cionadas por un factor multiplicativo igual al mddulo de la funcién de transferencia al
cuadrado.

1.16. El teorema de convolucién

La ecuacion (69) es importante no s6lo porque permite conocer el espectro de la
salida V() de un sistema a partir de su funcion de transferencia H(w) y del espectro de
la entrada Vj(m), sino porque ademds permitiria, por medio de la transformada de
Fourier inversa, obtener la respuesta temporal del sistema. La dificultad para ello es que
se requiere calcular la transformada de la sefial de entrada, V;(w), y luego la transfor-
mada inversa del producto H(®w)V(w).

Este rodeo puede evitarse mediante un importante resultado denominado teorema
de convolucion, que permite resolver el problema enteramente en el dominio temporal,
siempre y cuando se conozca la respuesta al impulso, 4(7), del sistema.

Observemos, en primer lugar, que la transformada de Fourier de un impulso unita-
rio de Dirac 8(¢) es igual a la unidad:
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F(3(r)) = f 8() e /dr = 1. (86)

Esto se debe a que &(7) = 0 salvo en el origen, por lo cual se puede reemplazar la expo-
nencial por una constante igual a su valor en =0, que es 1, y luego se aplica la propie-
dad de que la integral de &(¢) en cualquier intervalo que contenga al origen es 1.

Ahora, si A(t) es la respuesta al impulso de un sistema, su transformada de Fourier
valdra

F(h(t)) = H(o)F() = Ho).l = Hw). (87)

En otras palabras, la respuesta al impulso es igual a la transformada de Fourier inversa
de la funcion de transferencia:

W = FYHw)). (88)

Si las sefiales de entrada y salida del sistema son a(f) y b(¢) respectivamente, sa-
bemos que

B(®) = H(o)A(o). (89)

Pretendemos encontrar b(f) directamente a partir de a(f) y la respuesta al impulso A(?).
Para ello apliquemos primero la transformada de Fourier inversa al producto H(w)A4(m):

1 A0)H(0) e/ do =
21 J_oo

b(?)

2nJ_oo —oo

_ L Jjot = 1)
= 2nJ_M(J_MA(w)h(T)e d’t)dﬂ)

Podemos conmutar formalmente el orden de integracion, advirtiendo que para su vali-
dez seria necesario verificar el cumplimiento de ciertas hipdtesis que no considerare-
mos. Se obtiene

- A(m)Uooh(r) ej‘*“dt]ej‘”‘dm = (90)

oo

b(t) = irj A(®) k(1) /™ " Vawdr =

oo

C2))

J. h(r)iJ. A(®) e/~ Dge at
oo 2T J o

Reconocemos en la integral interna la transformada inversa de Fourier de 4(w) calcula-
da en ¢ — 1, por lo que resulta:
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b(t) = Jmh(r) a(t —1) dr. (92)

La integral del segundo miembro se denomina producto de convolucion entre h(t) y a(t),
y es una operacion realizada exclusivamente en el dominio temporal. Utilizando la no-
tacion

rh(r) alt—t)dt = h(t)*a(), (93)

el resultado anterior puede expresarse de la forma

b(t) = h(t) * a(®), (94)

que es equivalente a
F(h(?) * a(t)) = H(w) A(w) = F(h() Fa(). (95)

Este es el teorema de convolucion, que expresa que la transformada de Fourier de un
producto de convolucion entre dos funciones es igual al producto ordinario de las trans-
formadas de las funciones.

La respuesta al impulso unitario 4(¢) se suele denominar funcion de Green del
sistema, y como se puede apreciar, lo caracteriza completamente en cuanto a la relacion
entre las sefales de entrada y salida.

1.17. Espectro de densidad de potencia media.

Extenderemos ahora a funciones no periodicas el concepto de densidad de poten-
cia introducido en la seccion 1.9. Consideraremos funciones w(f) que cumplan las si-
guientes condiciones:

1) v(¢) es acotada, es decir, hay un M > 0 tal que | v(t) | <M para todo instante z.
i1) v(¢) tiene promedio nulo, es decir, que
T/2
lim —| v(t)dt = 0. (96)
T—eTJ-T/2
i11) El contenido de energia de v(¢) es no finito:

r v Pdt = o. (97)

Debido a la condicidn iii) no se puede utilizar la igualdad de Plancherel (77) directa-
mente. Para poder aplicarla consideraremos las funciones auxiliares v (¢) definidas por:

(98)

vrlt) = {v(t) si IiISTQ
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En la figura 7 se muestra un ejemplo de esto. Para cada T la funcion vy (z) es de
cuadrado integrable, por lo que esta definida su densidad de energia S, (f), y vale que

[ bropa - j:SvT ) df . (99)

(@) Mo

A M My
\ \\-\f U \/\f\ﬂ

(b)

T U T
2" 2"

Figura 7. (@) Funcion v(¢). (b) Su version vy (z).restringida al intervalo
[-7/2, T/2].

0, lo que es lo mismo,

T/2 ) oo
[ boPa - s, e (100)
0

-T/2

Dividiendo por 7" ambos miembros obtenemos el valor cuadratico medio de v(¢) en el
intervalo [-772, T/2]:

1 (772 ) =Sy, (f)
— dt = r = "4d 101
Tj_T/z[vm] / jo Ly (101)
Si existe
T/2
¥2 = lim & v P ar, (102)

T—oewl J_T/2

éste debe ser finito, por ser v(¢) acotada. En ese caso V7 es el valor cuadratico medio o el
contenido de potencia media de v(¢). De (101) y (102), resulta que
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S
v = limJ. VT—(f)df (103)

T =0 d0 T

Si la convergencia de la integral es uniforme respecto a 7 pueden permutarse las opera-
ciones de limite e integral:

v = Jm lim SVT—(f)df (104)

07> T

El integrando del segundo miembro se denomina de densidad espectral de potencia

media de la senal v(¢) y se anota con V2 (f), es decir

— S, (f) 2V 2nf)?
Con esta notacion resulta
v = J v2(f)df (106)
0

Para interpretar este importante resultado, tengamos en cuenta primero que V* es
proporcional a la potencia media a largo plazo de la sefial. A diferencia de las sefiales
periddicas, en las que la potencia media es constante par todos los periodos, en este caso
no hay definido un periodo por lo que es necesario promediar en toda la extension del

tiempo. Esta potencia media corresponde a todas las frecuencias. El papel de vZ(f) es
indicar como se distribuye esa potencia media en el espectro, razoén por la cual a veces
se denomina también valor cuadratico medio por unidad de ancho de banda. Asi,
v2(f)df representa la fraccion diferencial de la potencia media que corresponde a la

banda [f, f+ df]. La integral de la ecuacion (106) puede interpretarse como una super-
posicién continua a lo largo de todo el eje de frecuencias de los contenidos de potencia
de todos los armdnicos diferenciales de v(t).

Esto nos permite calcular el contenido de potencia promedio debido a los “armo-
nicos” contenidos en una banda finita de frecuencias, por ejemplo entre f; y f>:

fr—
Vl’fz] = j v2(f)df. (107)

S

Conviene remarcar que este resultado corresponde a un promedio a largo plazo.
En intervalos breves de tiempo la distribucion de la potencia entre las diversas frecuen-
cias puede fluctuar de un instante a otro. Al promediar se pierde, por consiguiente, toda
informacion acerca de la forma de onda, de modo que sefiales distintas pueden tener la
misma densidad de potencia media (véanse los problemas 15 y 16). Desde este punto de

vista, v2(f) no parece muy promisoria como herramienta de calculo. Sin embargo, no
es asi, ya que su verdadera utilidad se pone de manifiesto precisamente al estudiar las
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llamadas funciones aleatorias (lo cual haremos en la préoxima seccidon) en las que por su
naturaleza no es posible conocer ni la forma de onda ni la composiciéon armoénica en el
sentido de la transformada de Fourier, pero si en cambio la densidad de potencia media.

Se puede verificar (problema 12) que para funciones periddicas la densidad de
potencia media coincide con la densidad de potencia definida en 1.9, es decir, es un tren
de impulsos.

Otro resultado sumamente 1til es el que permite calcular la densidad espectral de
potencia media de la salida de un sistema lineal conociendo la correspondiente a la en-

trada. Si éstas son v% (fHy v% (f) respectivamente, y H(w) la funcién de transferencia

del sistema lineal, entonces,

v2(f) = [HC) v2(f). (108)

La demostracion queda como ejercicio, planteado en el problema 11.

1.18. Funciones aleatorias

Una caracteristica esencial de muchos tipos de sefales es que no se puede predecir
su evolucion en el tiempo. A pesar de ello a menudo se dispone de propiedades estadis-
ticas que, como normalmente se expresan como promedios, no se manifiestan instante a
instante, sino en periodos prolongados de tiempo. Una de las propiedades mas impor-
tantes para su estudio es la densidad espectral de potencia media (seccion 1.17), ya que
permite calcular el valor cuadratico medio de la sefial y asimismo es muy simple deter-
minar como se modifica cuando la sefial atraviesa un sistema lineal, en particular un
filtro (ecuacion 108). Una funcidn de la cual s6lo se conoce su densidad espectral de
potencia media se dice que es una funcion aleatoria. Sefiales como las de audio, ruido
ambiente, ruido eléctrico, etc. se representan adecuadamente como funciones aleatorias,
especificando, siempre que sea posible, la densidad de potencia media asociada. Vere-
mos otras propiedades estadisticas en las secciones que siguen.

1.19. Funciones de correlacion

Dadas dos funciones g(f) y g2(f) con valores cuadraticos medios G;*> y G,” el va-
lor cuadratico medio de su suma g(¢) = g1(¢) + g2(¢) es

) 1 T/2 )
G* = lim —| [g® + £0F =
Tl J_T/2
(109)
) ) 1 T/2
= G + Gy + 2 lim — gl(t)gz(l)dl
T—eTJ_T/2
Si el Gltimo término es 0, es decir, si
1 T/2
im | 1) g(0dt = 0, (110)
T—eTJ1/2
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resulta la propiedad de superposicion
G* = G + G, (111)

y, al igual que en el caso de funciones periodicas, g1(7) y g2(¢) se dicen ortogonales.

Consideremos ahora dos sistemas lineales cuyas entradas g,(¢) y g»(¢) son ortogo-
nales. Dado que la propiedad de superposicion para los valores cuadraticos medios (o,
equivalentemente, para las potencias) es muy util, nos preguntamos si las respectivas
respuestas r(f) y r(f) ante dichas entradas conservaran la ortogonalidad. Un ejemplo
sencillo demuestra que no es asi. Si Hi(w) = 1 y Hx(®) = jo (es decir, un derivador),
entonces las respectivas respuestas a g|(f) = cos t y g2(¢) = sen ¢ coinciden y por lo tanto
no son ortogonales a pesar de que g1(¢) y gx(¢) si lo son.

Otro problema en cierto modo relacionado con el anterior es el de la aditividad de
las densidades de potencia media. Sean g(f) y g»(f) dos sefiales ortogonales y
g(t) = gi(?) + g2(¢). Sabemos que

G2 = j (g1 +22)2 (1) df (112)
0

G2 = JO a2 df. (113)

Gy? = jo 2N df. (114)

Debido a la ortogonalidad se cumple la ecuacion 111. Sustituyendo,

r (@ +g) (N df = r a2 df + r o (Nd (115)
0 0 0

o bien, reuniendo las dos integrales del segundo miembro,

J: M(f) df = JOM [;(f) + g(f)] dr . (116)

La inspeccion superficial de esta igualdad podria sugerir que los integrandos son igua-
les, pero ello no necesariamente es asi, pues de una igualdad entre integrales definidas
no se puede obtener la igualdad de los integrandos, de modo que en general

@+ # @2() + 22 (117)

Los dos problemas planteados son muy importantes en el analisis de sefiales. El
primero, pues muchas veces las sefiales de entrada atraviesan efectivamente sistemas
lineales antes de llegar al punto del circuito de real interés y el segundo debido a que la
densidad espectral de potencia media es, como ya se ha comentado, la herramienta basi-
ca en este estudio y por lo tanto se requieren reglas para operar con ella.
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Estos problemas pueden resolverse imponiendo una condiciéon mas fuerte sobre
21(?) y 22(¢) que la simple ortogonalidad, y es que para todo T se cumpla que

T/2

lim ~ [ g(t)gr(t—D)dt = 0. (118)
T—eTJ-1/2
La funcién
_ 1 T/2
®12(v) = lim —| g(t) g(t—-7)dr. (119)
Toewl J_T/2

se denomina funcion de correlacion promedio de g, y g». Cuando se cumple (118), es
decir que para todo ©

¢ = 0, (120)

entonces g; y gz se dicen no correlacionadas. Se propone como ejercicio demostrar que
la no correlacion se conserva a través de sistemas lineales y que ademas permite la adi-
tividad de las densidades de potencia media (problemas 20 y 21):

2 2 2
(g1 + g2) = g° + g°. (121)

La funcién de correlacion tiene una interpretacion fisica interesante que mostra-
remos con un ejemplo.

Ejemplo: Sean

g1(t) = senmt
(122)
1 si 2kn<ot<(2k+D)m
g () = ,
-1 st 2k-Drn<owt<2kn
Su funcién de correlacion promedio se calcula facilmente y vale:
_ 2
Qp(t) = —cosr. (123)
T

En la figura 8 se han graficado g|(¢) y g»(¢ — T) para algunos valores de 1. Se puede
apreciar que el maximo valor de @;,(T) se obtiene (en este ejemplo) para T=0, es de-
cir, para un desplazamiento tal que g(¢) y g2(¢ — T) coincidan lo mas perfectamente po-
sible, a pesar de sus diferentes formas de onda. Esto es, que los intervalos en los cuales
21(f) 2 0 coincidan cuanto sea posible con aquéllos en los cuales g>(—1) > 0. En los
otros casos ilustrados puede verse que esto no ocurre.

El nombre de correlacion proviene de la interdependencia que intuitivamente se
observa entre gi(¢) y g2(t — T) cuando @;,(7) # 0. Dicha interdependencia tiene, para las
funciones aleatorias, una interpretacion distinta que para las no aleatorias. En efecto,
dos funciones no aleatorias pueden ser correlacionadas (y mas aun, pueden ser iguales)
a pesar de provenir de fuentes independientes. En cambio cuando dos sefales aleato-
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rias, que supuestamente deberian evolucionar al azar y por lo tanto independientemente
una de otra, son lo bastante parecidas como para tener correlacion no nula, entonces
cabe esperar algun vinculo entre las fuentes que las producen.

(-1

g1(?)

(a) t (= 2
T

(-1

-
0 \
b) il X / r ww%
N /

(-1

\gl 0] / : _
(c) t ¢12(1)=0

Figura 8. gi(Y) y g¢2(t — 1) para (a) T=0,(b) T=T1/8 , (c) T = T/4.

Para funciones nulas fuera de un intervalo (por ejemplo, pulsos o rafagas) la fun-
cion de correlacion promedio es a causa del factor 1/7 que tiende a 0. Si se elimina di-
cho factor se obtiene la funcion de correlacion (sin promediar),

{e e}

o0 = j g1(1) g2(t — ) dr. (124)

— o0

que permite un analisis similar al anterior para este tipo de funciones.
Finalmente, cuando g|(¢) = gx(¢) = g(¢) el tiene la funcion de autocorrelacion pro-
medio:

T/2

- _ im L _
Pgg () = TthOTJ_T%(Zt) o(t — 1) dt (125)

y para el caso de pulsos la funcion de autocorrelacion:
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0ec® = | egt-var (126)

—o00

1.20 Correlacion y convolucion

La funcion de correlacion (124) y el producto de convolucion (93) difieren sola-
mente en un cambio de signo en el argumento de g,. Entonces puede escribirse:

9i() = gi(1) * gA-1). (127)
Por el teorema de convolucion (ecuacion 95),
F(ei2(v)) = F(gi(1) F(g(-1)) (128)

Llamando, como es habitual, Gi(®) = F(g|(1)) y G2(®) = F(g2(1)), es facil probar (pro-
blema 6 h) que

F(g:(—1) = G(-w). (129)

Entonces
F(912(1)) = Gi(0) Gy(-w), (130)

que, en el caso en que gi(¢) = g2(¢) = g(¢), se reduce a

F(g(m) = |G(w) ™ (131)
Esta ecuacién nos permitira obtener una importante vinculacion entre la densidad es-
pectral de potencia media y la funcién de autocorrelacion.

1.21. Correlacion y densidad de potencia media

Consideraremos funciones 1(¢) en las condiciones de la seccion 1.17. Como antes,
definimos

o = w(r) si |t|<T/2 132)
T Yo si [e]>T02

Si V(w) es su transformada, la ecuacion (131) puede escribirse como

2 oo
F! @ = %J v () vy (¢ =) dt . (133)

Pero por definicidon de vy(¢) la anterior puede escribirse
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vr (f) vr (f ’C) dt. (134)

e 7z (w)l 1 JT/ ’

Si el integrando no dependiera de T el limite del segundo miembro seria una funcién de
autocorrelacion que es lo que estamos buscando. Para solucionar el inconveniente de la
variabilidad del integrando se prueba directamente (ver Apéndice 1) que

1 T/2 1 T/2
lim — vi@®)vp(t-T)dt = lim — v(t)yv(t —T) dt (135)
ToeTJ /2 T—»ewTJr/2

Tomando ahora limite en ambos miembros de la ecuacion (134) y utilizando la igualdad
(135) resulta

2
lim F! Pl | _ lim - v =) dr. (136)
T — oo T T T Jd_T/2

Si admitimos que se puede conmutar el paso al limite con la transformacion inversa de
Fourier, lo cual exige en realidad el cumplimiento de ciertas hipotesis que aqui no ten-
dremos en cuenta, de la ecuacion anterior resulta:

2
F7!| lim Vr (@) B,y (T) (137)
T—0
o bien, recordando (105),
V() = 2F(@, (). (138)

Esta ecuacion es muy importante, ya que permite calcular la densidad de potencia media
a partir de la correlacion promedio de una sefal, y en muchos casos esta ltima se puede
determinar tedéricamente mediante razonamientos estadisticos.

1.22. Distribucion estadistica de las amplitudes de una senal

A pesar de que no se pueden predecir los valores instantdneos de una funcion
aleatoria, en muchos casos se puede, al menos, determinar durante qué fraccion del
tiempo la funcion estara entre dos valores dados. Se define la funcion de distribucion de
amplitudes de v(¢) como una funcion p(v) tal que la probabilidad de que

vo<w(t) < wvyt+dv (139)
sea p(vo)dv. Esto equivale a decir que durante una fraccion p(vo)dv del tiempo, v(¢) to-

mara valores entre vy y vy + dv. Integrando p(v) entre v; y v, se obtiene la probabilidad
de que v(¢) esté comprendida entre esos dos extremos:
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POy <v(t)<vy) = szp(v) v (140)
Vi

Un ejemplo importante lo constituye el ruido blanco, caracteristico de muchos
procesos fisicos, entre ellos el ruido térmico de las resistencias eléctricas. En el caso del
ruido térmico, la distribucion de amplitudes es normal o gaussiana, es decir

2
1%

) = e (141)

oY

donde I es el valor cuadratico medio de la sefial de ruido térmico. En la figura 9 se ha
representado p(v) junto con un ejemplo de forma de onda de ruido térmico.

p(v)
0,399/V

(@) 0.242/V

, — W)

) ——

Figura 9. (@) Funcién de distribucion de Gauss. (b) Ejemplo de
ruido térmico.
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La importancia de la distribucion de amplitudes se pone de manifiesto en las me-
diciones de sefial. Hay dos tipos de instrumentos para medir tensiones variables: los que
responden al valor eficaz y los que responden al valor medio del médulo, aunque estos
ultimos vienen también calibrados en valor eficaz a través de un factor valido unica-
mente para formas de onda senoidales.

Si se mide con un instrumento de verdadero valor eficaz en principio la medicion
serd correcta. Sin embargo, muchos instrumentos estan construidos para medir ondas
senoidales en las cuales la relacion entre valor de pico y valor eficaz (llamada factor de

pico o factor de cresta) es s6lo V2 . Esto significa que en una lectura de fondo de esca-

la, el voltimetro recibe a su entrada picos so6lo J2 veces mayores que dicha lectura.
Para una tension con valor eficaz igual a la lectura de fondo de escala pero con picos
mucho mayores (por ejemplo un tren de pulsos muy altos y muy angostos), se corre el
riesgo de que el amplificador de entrada del instrumento entre en saturacion, lo cual se
manifiesta como un recorte de dichos picos con el consiguiente error. Por ello es que
para cada instrumento se especifica el maximo factor de cresta que tolera a su entrada
sin perder jerarquia en la medicion.

En el caso del ruido con distribucion de Gauss puede comprobarse que el verdade-
ro factor de cresta es oo ya que tedricamente, por mas alto que sea el pico, existe una
probabilidad no nula de que aparezca. Sin embargo dicha probabilidad tiende vertigino-
samente a 0, por lo cual los picos mas elevados aparecen con tan poca frecuencia que no
se comete error significativo al despreciarlos. Con ayuda de una tabla de la funcion de
Gauss acumulada se encuentra que s6lo aparecen picos 4 veces mayores que el valor
eficaz un 0,01% del tiempo, por lo cual bastard utilizar voltimetros con factor de cresta
4 para obtener resultados satisfactorios.

En el caso de instrumentos de valor medio al problema anterior se agrega el hecho
de que la correccion que se hace habitualmente a través del factor de forma (cociente
entre el valor eficaz V,,y el valor medio V,,), cuyo valor es

g - (142)

vale so6lo para ondas senoidales. Puede demostrarse que para una sefial con distribucion
de Gauss se verifica

Ver = A5 Vm- (143)

Por otra parte, si V, es el valor leido,

2.2 -

T

v, = (144)

de donde resulta que el verdadero valor eficaz es

v, = 2y = 112847, (145)

e o
Jn
Esta relacion sélo tiene validez si la senal medida es gaussiana.
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2. INTRODUCCION AL ESTUDIO DEL RUIDO ELECTRICO
2.1. Ruido

Se designa con el nombre de ruido a toda sefal no deseada que se encuentra su-
perpuesta a una senal util. De esta definicion general resulta que hay un fuerte elemento
subjetivo en la cuestion de determinar qué parte de la sefal es util y qué parte es ruido.
Supongamos, como ejemplo, que dos personas 4 y B sintonizan dos emisoras de radio
E, y E, respectivamente, cuyas frecuencias estén muy proximas entre si. Debido a que
los circuitos de sintonia no son pasabandas ideales, parte de la seial de Ej, sera captada
por el receptor de 4 y parte de la senal de £, por el de B.

Es claro que la sefial util para 4 sera ruido para B y viceversa.

Aun en casos en que la parte ruidosa de la sefial esta perfectamente identificada,
¢ésta puede transformarse en sefal 1til, por ejemplo cuando se desea medir o caracterizar
espectralmente el ruido de un amplificador. Con estos ejemplos se pone de manifiesto la
naturaleza de la determinacion de qué es sefial deseable y qué es ruido. En lo sucesivo
supondremos que dicha descomposicion ya ha sido realizada.

2.2. Clasificacion de las fuentes de ruido

El ruido eléctrico (que es el unico que estudiaremos) puede originarse de varias
maneras:

a) Ruido erratico: Incluye el ruido atmosférico y el ruido espacial, que es conse-
cuencia entre otras causas de la ionizacién y recombinacion de moléculas ga-
seosas por accion de la radiacion solar, cosmica, campos eléctricos intensos,
etc. Afecta principalmente las transmisiones inalambricas.

b) Ruido producido por el hombre: Comprende la radiacion electromagnética
emitida por artefactos empleados por el hombre. En general se origina en con-
mutaciones, chispas o emisién voluntaria o involuntaria de radiofrecuencia.
También incluye las perturbaciones ocasionadas por la modificacion de la car-
ga en sistemas de alimentacion y por filtrado insuficiente en las fuentes de co-
rriente continua que rectifican una corriente alterna. Este ultimo es el clédsico
zumbido a la frecuencia de linea en los amplificadores de audio.

¢) Ruido circuital: Es el ruido introducido por los propios elementos del circuito y
se debe a los fendmenos fisicos que tienen lugar en ellos. Por ejemplo la agita-
cion térmica de los electrones en las resistencias (que da origen al ruido térmi-
co), las pequefias variaciones de temperatura con el tiempo, la naturaleza
discreta de las cargas que atraviesan una barrera de potencial en los dispositi-
vos electronicos y la fluctuacion de conductancia en los contactos imperfectos.

Los zumbidos se pueden eliminar con filtros adecuados, tipicamente capacitores o
inductores ubicados estratégicamente para bloquear las componentes espectrales ubica-
das en las correspondientes bandas de frecuencia. En general son de caracter determi-
nistico, ya que contienen frecuencias perfectamente definidas (por ejemplo, los
armonicos de una fuente de alimentacion o tonos derivados de una subportadora en se-
nales de FM).
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El ruido electromagnético puede minimizarse por medio de blindajes electrostati-
cos y/o magnéticos, segin qué campo predomine. En algunos casos el uso de conexio-
nes balanceadas (dos lineas con sefiales opuestas en fase y una linea comin de masa)
permite cancelar el ruido captado por los conductores. Puede ser deterministico o alea-
torio, o una superposicion de componentes de ambos tipos.

Debido a su propia naturaleza, asociada a procesos fisicos inevitables,® el ruido
circuital es el mas dificil de eliminar. La tinica forma de reducirlo es con disefios cuida-
dosos y ajustados que ademds empleen elementos de bajo ruido. En general el ruido
circuital es aleatorio. La mayor parte de este capitulo esta dedicada al estudio del ruido
circuital.

2.3. Ruido térmico

Los electrones libres responsables de la conduccion eléctrica en un material con-
ductor, al estar sometidos a agitacion térmica dan origen a minudsculas corrientes en to-
das las direcciones y sentidos dentro del material. En ausencia de campo eléctrico
externo no hay direcciones privilegiadas, por lo tanto debido a la enorme cantidad de
electrones libres se produce una compensacion estadistica que tiende a anular la co-
rriente resultante. Esta compensacion no es perfecta, sin embargo, generandose efecti-
vamente una corriente, que fluctia aleatoriamente y que constituye el denominado ruido
térmico o ruido de Johnson en honor de quien lo observé por primera vez en 1928.

A los efectos del andlisis, se puede sustituir una resistencia ruidosa R, en un cir-
cuito eléctrico por cualquiera de los modelos senalados en la figura 10 (b) y (c). La re-
sistencia R que aparece en ellos tiene el mismo valor que la resistencia original, pero sin
ruido. El modelo con fuente de corriente refleja la breve descripcion anterior, mientras
que el que emplea una fuente de tension surge de que al circular por R la corriente de
ruido #,(¢), ésta ocasiona una caida de tension

et) = Rin0). (146)

Observamos que las fuentes no llevan referencia de signos. Esto es solo para distinguir
en un circuito las fuentes aleatorias de las que no lo son, y porque el parametro de inte-
rés es la densidad espectral de potencia media, que es positiva. No habria inconveniente,
empero, en asignar una referencia de signos, tal como si se midiera la tension con un
osciloscopio.

+ En

(a) (b) (c)

Figura 10. (o) Resistencia ruidosa. () Modelo con fuente de corriente
de ruido. (c) Modelo con fuente de tension de ruido.

> En muchos casos dichos procesos fisicos son los que permiten el funcionamiento de los dispositivos.

Por ejemplo, un semiconductor utilizado a muy baja temperatura (cercana al cero absoluto) tendria
muy bajo ruido pero no podria amplificar adecuadamente.
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El ruido térmico tiene valor medio nulo, es decir,

1 T/2
lim —| i,(¢)dt = 0, (147)
T—eTJ-T/2

pues de no ser asi habria un flujo continuo de electrones de un extremo a otro de la re-
sistencia, con la consiguiente acumulacion de carga. Se demuestra en termodindmica
que i,(?) tiene la siguiente funcidon de autocorrelacion promedio:

¢ (1) = : (148)

donde k& = 1,381 x 10> J/K (constante de Boltzmann),
T = temperatura absoluta [K],
R = resistencia [Q],
t, = tiempo medio entre colisiones electronicas (del orden de 107 s).

Entonces, de (138):

K
o Mt rirmfryy o AT ! = (149)
—oo Rty R 1+ (2nft,)

2 =

Para frecuencias mucho menores que 1/(27,) (que es del orden de 10" Hz vale la apro-
ximacion

) AkT

1, = T (150)
Para esto basta con que la frecuencia no supere los 10.000 MHz, condiciéon que en la
practica habitual se cumple salvo en aplicaciones de extremadamente alta frecuencia, en
las cuales otros problemas cobran mayor importancia que el ruido térmico (figura 11).

Vn

4kTR

f [Hz]

10° 10° 10°

Figura 11. Densidad espectral de potencia media del ruido térmico. A
todas las frecuencias practicas es constante (ruido blanco).
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Vemos que el espectro de densidad de potencia media es constante con la frecuen-
cia (para < 10'"° Hz). Esto era de esperar, pues la autocorrelacion promedio es casi un
impulso (debido a la diminuta magnitud de ¢,), por lo tanto su transformada de Fourier
es constante. Por analogia con la luz blanca, que contiene todas las frecuencias visibles
en iguales proporciones, a este ruido se le llama ruido blanco.

Considerando R como funcioén de transferencia entre i, y e, (ecuacion (146)) y
aplicando (108), resulta:

R2 4kT

en_z(f) = = 4kTR. (151)

Puede calcularse el valor cuadratico medio en la banda de frecuencias de f; a f, mediante
la ecuacion (107):

2 f2
Enlirl = L.“kTRdf = 4kTR(f2 ~ f1)., (152)
1

o bien, llamando B = f; — f (ancho de banda),
E.i5 = 4kTRB. (153)

Ejemplo: El valor eficaz de ruido térmico en una resistencia de 1 kQ en la banda de
audio (de 20 Hz a 20 kHz ) es, a 25 °C,

Ep = y4x138x10723x298x10°x19980 = 0,573V . (154)

n

Dicho valor eficaz es bastante pequefio pero debe tenerse en cuenta si se trabaja con
sefiales del orden del V. Si la resistencia hubiera sido de 1 MQ el valor eficaz de ruido
térmico habria sido de 18 uV.

NOTA 1: La aplicacion de una tension externa en los bornes de la resistencia no modi-
fica en absoluto la fuente de ruido, ya que su Unico efecto es agregar una componente de
velocidad de arrastre a cada electron, que es despreciable frente a las enormes velocida-
des térmicas (10° m/s).

NOTA 2: La forma de la autocorrelacion de i, puede justificarse intuitivamente asi: el
maximo valor de la autocorrelacion se obtiene cuando no hay desplazamiento entre la
sefal y su version retardada (t=0), pues el integrando es un cuadrado y por lo tanto
siempre positivo. Si el desplazamiento temporal es menor que ¢, la forma de i, no pudo
variar demasiado ya que menos de la mitad de los electrones cambi6 de direccion a cau-
sa de los choques. Para T >> ¢, ya practicamente no hay similitud entre las ondas desfa-
sadas en T y de ahi la rdpida caida a 0.

Las amplitudes del ruido térmico tienen una distribucion de Gauss por lo cual, se-

gun se indico en la seccion 1.22 su medicion debe efectuarse con instrumentos con un
factor de pico del orden de 4 0 mas.
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2.4. Circuitos con resistencias ruidosas

Una propiedad importante del ruido térmico es que dos fuentes fisicamente dis-
tintas (aunque provengan de resistencias de igual valor) son no correlacionadas. Como
consecuencia inmediata de esto, podemos aplicar el principio de superposicion (ecua-
cion (121)) de las densidades espectrales al caso de dos resistencias R; y R, en serie.
Resulta una resistencia equivalente R; + R, cuya fuente de ruido tiene una densidad es-
pectral de potencia media igual a la suma de las correspondientes a cada una de ellas:

Vi ol = AKTRy + 4KTR, = 4kT(R; + Ry) (155)

Esta propiedad admite dos generalizaciones. Si en un circuito hay varias resisten-
cias (no necesariamente en serie), la tensién de ruido térmico entre un par de terminales
cualquiera puede calcularse por superposicion, es decir que si v(¢) es una de las fuentes
de ruido y vo(?) la tension que ella ocasiona entre dichos terminales cuando actua sola,
entonces la tension total vale

Vo) = voi(t) + ...+ von(d). (156)

Ademas cada v(f) puede considerarse como la respuesta de un sistema lineal Hy(w) a la
entrada (1), es decir
Vodw) = Hyw) Vi(w), (157)

como se muestra en la figura 12. Hemos visto (véase problema 20) que si las sefiales de
entrada a los sistemas son no correlacionadas entonces las de salida también lo son. Por
lo tanto las densidades de potencia a la salida pueden superponerse:

W2 = ey v + -+ [HyC vt () (158)

La segunda generalizacion es el teorema de Nyquist, que es similar el teorema de
Thévenin y se enuncia asi:

Un dipolo pasivo formado por resistencias ruidosas a una misma temperatura T,
condensadores e inductancias (con o sin acoplamiento magnético) cuya funcion
impedancia es Z(j®), puede sustituirse par una impedancia no ruidosa de igual
valor en serie con una fuente de ruido con densidad espectral de potencia media

v, 2(f) = 4kT Re[z(j2mf)]. (159)

(Re[Z(j27f)] es la parte real de la impedancia). El circuito equivalente se ilustra en la
figura 13(b). La demostracion de este teorema se da en el apéndice 2.

Un corolario importante de este teorema es que un elemento reactivo puro carece
de ruido térmico. En el caso de los capacitores e inductores reales, esto no es rigurosa-
mente cierto debido a las resistencias parasitas.

Ejemplo: Consideremos el circuito de la figura 14 (a). Calcularemos v, debido a las
resistencias ruidosas.
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3 A

Vo

5 o e

(@) (b)

Vo

L.

Figura 12. (a) Circuito con fuentes de ruido térmico. (b) Descomposi-
cion en varios sistemas lineales.

2j2n) A2
KT Re[Z( j27f)]

(a)
Figura 13. (a) Dipolo pasivo con ruido. (b) Circuito equivalente
de Nyquist
4kTR, 4kTR,
R R,
R R,
L C
L C
(a) (b)

Figura 14. (a) Circuito ruidoso. (b) Circuito equivalente con fuentes
de ruido v y v».

Por superposicion resulta

|
Ry + o Rl + joL
v, = W J® — + 7 J 1 (160)
R1+R2+j ol — — R1+R2+] ol ———
oC oC
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Debe notarse que v;(¢) y v2(¢) no son en realidad transformables porque carecen de con-
tenido cuadratico finito. La ecuacion anterior indica formalmente cuales serian las fun-
ciones de transferencia entre v y v,, y entre v, y v, si v y v, fueran transformables.
Ahora aplicamos la ecuacion (158):

Vl_2 Ry + + vt [Rlz + ((DL)Z]

(0C)?
Voo = 5 (161a)
(R, + R + (mL _ b ]

[\

oC

R [Rzz + } + R, [Rlz + ((DL)Z]

vl = 4kT (161b)

Para comparar, repitamos el calculo usando el teorema de Nyquist:

(R + ij{RZ + lc
4KT Re JO )

1
R +R, +j((oL—
oC

<
o)
Il

(162a)

(R + j(oL{Rz . R+ Ry — j(wL = 1)]
joC

= 4kT Re

Operando algebraicamente resulta

Rl{Rzz + (o)C)z} + R, [Rlz + (wL)Z]

vol = 4kT , (162b)

2
(R + Ry ) + (mL —1]
oC
resultado idéntico al de la ecuacion (161b).

La eleccién de uno u otro método depende del problema. En el ejemplo anterior la
aplicacion del teorema de Nyquist puede parecer algo mas larga, pero debe notarse que
se ha calculado también Z(jm) de modo que se dispone del modelo completo de la im-
pedancia ruidosa. Por otra parte el teorema de Nyquist requiere que el circuito esté en
equilibrio térmico. Si no es asi el calculo debe hacerse necesariamente por superposi-
cion.
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Agreguemos, finalmente, que el ruido térmico no tiene correlacion con fuentes no
aleatorias ni con otras fuentes de sefial aleatorias independientes. Esto significa que las
potencias medias de la sefial y del ruido pueden sumarse para obtener la potencia media
total.

2.5. Ruido de emisién (Shot noise)

Cuando una corriente media / de portadores con carga g cruza una barrera de po-
tencial como las que aparecen en las junturas semiconductoras, se origina una corriente
de ruido que recibe el nombre de ruido de emision. Su densidad espectral de potencia
media es constante para frecuencias inferiores a 10"’ Hz y vale

i = 24I. (163)

Este tipo de ruido aparece en las valvulas termoidnicas y en las junturas de los disposi-
tivos semiconductores. Fue predicho por Schottky en 1918 [8, 9] y medido por primera
vez por Johnson en 1925 [10].

Analicemos primeramente el ruido de emision en un diodo de juntura. La co-
rriente / esta dada en ese caso por

I = Io(qukT - 1), (164)

donde ¢ = 1,602 x 10" C (carga eléctrica del electron);

V' = tension aplicada [V];

k= 1,381 %107 J/K;

T = temperatura absoluta [K].
La componente I, e¢?”*" proviene de los portadores mayoritarios que se difunden
de una region a la otra, mientras que -/, es una corriente de portadores minoritarios ge-
nerados térmicamente. Al ser los mecanismos de cada componente distintos, las sefiales
de ruido son no correlacionadas y por lo tanto las densidades de potencia media se su-
man. Ademas, cada una de ellas puede calcularse segiin (163) donde ¢ sera igual en
ambas pues electrones y huecos tienen la misma carga absoluta. Asi:

i, = 2ql, et 4 o2ql, = 2q(1 + 21,). (165)

Nos encontramos asi con el hecho algo sorprendente de que alin sin corriente hay ruido.
Este se origina porque siempre esta presente la corriente de portadores minoritarios ge-
nerados térmicamente, que debe ser compensada por la corriente mayoritaria. Ambas
generan ruido.

Para grandes polarizaciones inversas es / = —I,, por lo tanto la ecuacion (165) se
transforma en

i2 = 241, (166)

y para grandes polarizaciones directas /, es despreciable, quedando

i? = 24I. (167)

n
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El modelo equivalente de un diodo de juntura se muestra en la figura 15.

i} = 2q(+21,)

D O
—D— — .
_/\/\/\/\_
(a) (b)
Figura 15. (a) Diodo semiconductor. () Modelo equivalente de rui-

do.

La resistencia rp es la resistencia incremental del diodo, que viene dada por

1 kT
= — = " 168
D 87] g + 1) (165)
aV

Esta resistencia rp es no ruidosa. Es interesante verificar que cuando 7 = 0 el ruido resi-
dual es igual al ruido térmico de esta resistencia. En efecto, de (165) y (168), cuando
1= 0, resulta

P2 = 4gl, = MT-.

n
D

Esto explica por qué un diodo sin polarizacion (/ =0) sigue teniendo ruido. Simple-
mente, en esa condicién se comporta como una resistencia, y como tal posee ruido tér-
mico.

Al igual que en el caso de ruido térmico el ruido de emision puede considerarse
como ruido blanco y por lo tanto el valor cuadratico medio en la banda B =1, — f; es

I,3> = 2qIB. (169)

Ejemplo: El valor eficaz del ruido de emision de un diodo por el cual circula 1 mA es,
en la banda de audio,

Ip = V2x1L6x10719x1x1073x19980 = 2,53 nA. (170)

Para el caso de transistores el analisis es mas complicado ya que las dos junturas inte-
ractian mutuamente y por lo tanto las corrientes que intervienen deben ser descom-
puestas en corrientes independientes a fin de obtener fuentes de ruido de emision que
sean no correlacionadas. Tal estudio puede consultarse en [4] (tomo 4 de la Serie
SEEC). Aqui s6lo daremos el circuito equivalente obtenido al como se muestra en la
figura 16).
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Figura 16. Modelo de ruido de emision de un transistor.

Las resistencias que intervienen en dicho modelo son no ruidosas y las fuentes de ruido
tienen las siguientes densidades de potencia media:

2
= 4kT \
anb' k rbb
i2. = 2qI, (171)
BN
ino = 2ql.

Estas igualdades valen so6lo si las corrientes inversas de saturacion de las junturas son
despreciables frente a las corrientes de polarizacion.

2.6. Ruido 1/f

A pesar de que las fuentes de ruido examinadas hasta ahora tienen densidades es-
pectrales de potencia media constantes con la frecuencia, el ruido de los dispositivos
reales muestra una tendencia a incrementar su densidad espectral potencia a frecuencias
bajas segun una ley 1/f. Este tipo de ruido se observa en diversos fenomenos naturales,
tanto fisicos como bioldgicos o sociales. Por ejemplo, la frecuencia de oscilacion de los
cristales piezoeléctricos, la temperatura ambiente estacional media, la precipitacion plu-
vial anual, la tension a través de las membranas neuronales, la frecuencia cardiaca y
ciertos datos de la economia responden a fluctuaciones de tipo 1/f.

Este ruido fue observado por primera vez por Johnson en 1925 [10], al intentar
comprobar experimentalmente el ruido de emision en las valvulas termoidnicas.

En el caso de los semiconductores el ruido 1/f se origina en la superposicion de
fendmenos elementales de tipo Lorentziano, es decir caracterizados por una Unica
constante de tiempo. Algunos de ellos son la captura y recombinacion de portadores en
“trampas” superficiales y volumétricas, fluctuaciones de movilidad de portadores debi-
do a variaciones de simetria cristalina por las impurezas, y minusculas fluctuaciones
térmicas. Normalmente predomina por sobre el ruido blanco por debajo de 2 kHz. En la
figura 17 se ilustra la densidad espectral de potencia media.

También aparece ruido 1/f en las resistencias por la falta de homogeneidad del
material. Esto es particularmente cierto en las resistencias compuestas por minusculos
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corpusculos de carbon, asi como en los potencidmetros u otros componentes con con-
tactos. Por ser una componente que se agrega al ruido blanco de origen térmico, se suele
denominar en estos casos ruido adicional.

Vo log(va?)
f log f
(a) (b)

Figura 17. Densidad espectral de potencia media del ruido 1/f (ruido
rosa). (a) En escala lineal. (b) En escala doblemente logaritmica

A diferencia del ruido térmico, el ruido 1/f circuital aparece siempre cuando hay
circulacion de corriente. En su forma mas general la densidad espectral de este tipo de
ruido puede expresarse como

— B
2 = A (172)

o

donde 7 es la corriente media que circula por el dispositivo, K es una constante que de-
pende del dispositivo especifico y a0y B dos constantes caracteristicas del tipo de dispo-
sitivo.

La corriente / puede fluctuar por causas externas, y de hecho actia como un pa-
rametro que modula la magnitud del ruido. Un elemento con muy poca corriente tendra,
correspondientemente, bajos niveles de ruido 1/, de alli que los disefios de muy bajo
ruido suelen trabajar con corrientes de polarizacion muy bajas. La constante K en gene-
ral no puede predecirse, ya que es especifica para cada dispositivo. En caso de necesitar
contar con el modelo del ruido 1/f de un determinado dispositivo, deberia obtenerse por
medicion. La constante o esta entre 0,5 y 2. Aunque el valor tipico para el ruido circui-
tal es proximo 1, algunos dispositivos MOS tienen o, = 1,7. Por su parte, B se encuentra
entre 1 y 2. Para junturas tipicas = 2.

Es interesante observar que el ruido 1/f mantiene su caracteristica espectral aun a
muy bajas frecuencias. Asi, se ha comprobado que la densidad espectral de algunos
MOSFET para frecuencias tan bajas como 107 Hz (del orden de 1 ciclo cada 12 dias)
continta respondiendo a una ley 1/f. Para frecuencias menores (del orden de 1 ciclo por
afno) en general suele interpretarselo como derivas con el tiempo.

Por analogia con la luz, dado que el ruido 1/f tiene mayor densidad espectral en
baja frecuencia que en alta, suele denominarselo ruido rosa (ya que en el color rosa es-
tan presentes todas las frecuencias pero hay predominio del rojo). En la terminologia
inglesa se lo conoce también como flicker noise, es decir ruido fluctuante.
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El ruido 1/f propiamente dicho (es decir, con o= 1) tiene la interesante propiedad
de ser fractal, es decir que su aspecto no cambia ante cambios de escala temporal.

Otra propiedad interesante del ruido 1/f'es que su contenido de potencia en cual-
quier banda de octava (o de fraccion fija de octava) es el mismo:

2 —

Mfy g
Kar = K'ln(MfoJ = K'InM, (173)

donde M es una constante que depende del ancho de banda relativo. Para tercio de octa-
va, M = 2" Esto tiene aplicacion en las mediciones o ajustes que se realizan por ban-
das de octava, tercio de octava, etc. Un ejemplo importante es su uso como sefial de
prueba para la ecualizacion de un sistema de sonido. En este caso se alimenta el sistema
con ruido rosa y un analizador de espectro por bandas de tercio de octava mide el valor
eficaz de la senal captada por un micr6fono de respuesta plana en frecuencia (micréfono
de instrumentacion) en cada banda. Luego se ajustan los controles de las diversas ban-
das de un ecualizador de tercios de octava de modo que el analizador indique un nivel
constante para todas las bandas. Cuando se ha logrado esto, el sistema ha quedado ajus-
tado de manera que la respuesta electroacustica es plana.

2.7. Ruido de rafaga o de fritura

Los semiconductores dopados con metales pesados como el oro exhiben un ruido
de baja frecuencia caracteristico, denominado ruido de rdfaga (burst noise), consistente
en breves rafagas de ruido de baja frecuencia con cambios de nivel entre dos o mas va-
lores, como se muestra en la figura 18. Cuando este ruido es amplificado y emitido por
altavoces percibe como el ruido que produce la coccion de maiz inflado, razon por la
cual se lo denomina también ruido de fritura (pop-corn noise).

va(0) log(va®)

T

Je
(@) (b)

Figura 18. Ruido de fritura. (a) Forma de onda. (b) Densidad espec-
tral en escala doblemente logaritmica

La densidad espectral de potencia del ruido de rafaga se aproxima por la expresion
siguiente:

) KI€
2 = K 174
in"(f) - (f/fc)2 (174)
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donde K es una constante [A”/Hz]
I es la corriente media por el dispositivo
¢ esun exponente entre 0,5 y 2
f. esuna frecuencia especifica para cada caso.

La distribucion de amplitudes del ruido de rafaga es fuertemente no gaussiana, dado que
tienden a aparecer dos o mas picos modales. El ruido de rafaga estd siempre acompafia-
do por el ruido 1/f'y el ruido de emision.

2.8. Ancho de banda equivalente de ruido

Si conectamos una sefial de ruido blanco viz a la entrada de un cuadripolo con

funcién de transferencia H(w) (por ejemplo un amplificador o un filtro), el valor cua-
dratico medio de la salida en toda la banda de frecuencias es

p2 - J:v7|H(znf]2df - ?j: e (175)

Por lo general las redes que se utilizan en la practica contienen un rango de frecuencias
en el cual la respuesta es aproximadamente constante e igual a su maximo valor, H,. Se
define el ancho de banda equivalente de ruido B del cuadripolo como

= —j H(nf ) (176)

de modo que resulte

v,2 = v?HB. (177)

1

En otras palabras B es un ancho de banda tal que con ganancia constante H, produce la
misma tension eficaz de ruido a la salida que el dispositivo original.

Ejemplo: Muchos amplificadores pueden considerarse como un filtro pasabajos de pri-
mer orden, es decir

H

HQnf) = ——% . (178)
1+ f/fo
El ancho de banda equivalente sera
< d < dx T
B = j% _ foJ. - =2y (179)
o1+ (f/f,) 01+ x 2

Como es sabido, f, es la frecuencia superior de corte, es decir la frecuencia en la que la
amplitud se reduce en 3 dB o ancho de banda del sistema. Puede verse, asi, que el ancho
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de banda equivalente de ruido no coincide con el ancho de banda a 3 dB. Esto se debe a
que la ganancia decae lentamente, permitiendo el paso de una cantidad importante de
ruido mas alla de la frecuencia de corte. En el caso de cortes mas abruptos (polos de
orden superior) el ancho de banda equivalente de ruido difiere menos del ancho de ban-
da a3 dB.

2.9. Algunas definiciones sobre potencia
2.9.1. Potencia disponible

Se llama potencia disponible de una fuente a la maxima potencia que la misma
puede entregar a un circuito exterior. Si la fuente tiene un equivalente de Thévenin con
parametros R, y E, es facil probar que la potencia méxima se obtiene cuando se carga
con una resistencia R, = Ry, , y su valor es:

2
Ey,
Py = 41;”1- (180)

Cuando R; = Ry, se dice que hay adaptacion de impedancia entre la carga y la fuente. Si
la fuente es senoidal con valor eficaz £, y su impedancia equivalente es Z,(jw), enton-

ces la maxima potencia se obtiene al cargar con Z; (jo) =Z,,(jo),y es

2
Ey,

Fap = JRelz, o)l (15D

Si la fuente contiene otras frecuencias habra que sumar las potencias disponibles corres-
pondientes a todas ellas (Seccion 1.5)

2.9.2. Potencia disponible de ruido

Dado un dipolo ruidoso, su potencia disponible de ruido en una banda de frecuen-
cias B =f, — f; es la potencia disponible del mismo considerado como fuente de ruido.

Ejemplo: Consideremos un dipolo con impedancia Z(j®) que tiene solamente ruido
térmico. Si su temperatura es constante puede aplicarse el teorema de Nyquist. Entonces
en la banda diferencial dB se tiene

dPjisy = 44T RelZ(/ ?’)] B _ kras. (182)
4Re[Z(jw)]
Integrando en una banda B resulta
PdispB = kTB. (183)

Es decir que en un mismo ancho de banda cualquier dipolo tiene la misma potencia dis-
ponible de ruido térmico. Es interesante calcular la potencia total disponible de ruido
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térmico (recordemos que el ruido térmico es blanco sélo hasta unos 10'' Hz). Adoptan-
do un ancho de banda equivalente de 10" Hz resulta Py =0,4nW.

2.9.3. Ganancia de potencia disponible

Se puede definir la ganancia de potencia en un amplificador de dos formas distin-
tas. La primera, como el cociente 4, entre la potencia P, entregada a la carga por el am-
plificador y la potencia P; entregada al amplificador por la fuente de sefial es decir:

4, = 2. (184)

La segunda definicion, que adoptaremos aqui, es como cociente entre la potencia dispo-
nible en los bornes de salida, P,s, y la potencia disponible en la fuente de senal, Pj,.
Para distinguir esta ganancia de la anterior se la llama ganancia de potencia disponible
y se simboliza con G. Asi,

P
G = - (185)
Psd
R
—ANAN—
+ + R,

Vs C) R; Ay vs R,

Figura 19. Modelo para el calculode 4,y G.

Calculemos ambas ganancias para el amplificador de la figura 19. Las potencias entre-
gadas al amplificador y. la carga son respectivamente

2
R.
P = VS—ZZ, (186)
(Rs + Ri)
2 2
A R
p = DY L L. (187)
(Ro + RL)
Por lo tanto
2
P R/ (R + R
Ay = 2 = 4,° LR S)z' (188)
; R (R, + R;)
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Las potencias disponibles, por otra parte, son

2
A%
P = 4SR, (189)
S
2.2
A
Py = Z—RVS' (190)
0
Luego
P R
G = % - 42> (191)
Psd Ro

Si R; = Ry y R, = R, ambas definiciones coinciden, ya que cuando hay adaptacion de
impedancia las potencias entregadas son iguales a las disponibles. Esto puede verificar-
se también con las expresiones deducidas. Si, por el contrario, R; # R, 0 R, # Ry, €s evi-
dente que la ganancia de potencia disponible ofrece una mayor sencillez para el analisis.
El uso de la ganancia de tension con respecto a la fuente de sefial a circuito abierto sim-
plifica los calculos con respecto a si se usara la ganancia de tension con respecto a la
tension de entrada del amplificador

2.10. Factor de ruido y figura de ruido
2.10.1. Factor de ruido

La resistencia interna de la fuente de sefal de un amplificador genera ruido térmi-
co que se amplifica, junto con la sefial util, originando ruido en la salida. En los amplifi-
cadores reales no es éste el unico ruido existente, ya que los elementos que integran un
amplificador (transistores, resistores) son ruidosos y por lo tanto cabe esperar de ellos
alguna contribucion al ruido total.

Una manera de especificar cudn ruidoso es un amplificador es referir el ruido total
al ruido que produciria la amplificacion sélo del ruido térmico de la fuente de sefial, ya
que ¢éste es el minimo ruido posible. Se denomina factor de ruido, y se simboliza con F,
al cociente entre la potencia total de ruido a la salida, P, y la potencia de ruido a la
salida debido el ruido térmico de la resistencia de la fuente de senal, P, ambas en un
ancho de banda B (que debe indicarse cuando se especifica F, para evitar ambigilieda-
des), es decir,

F o= Lo (192)
PotB

Normalmente la temperatura de referencia para el ruido térmico es de 290 K. Obsérvese
que en la ecuacion anterior pueden reemplazarse las potencias efectivamente entregadas
a la carga por las respectivas potencias disponibles, ya que ambas difieren en un mismo
factor que se cancelard al aparecer tanto en el numerador como en el denominador. Va-
le, entonces,
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F o= Jeds (193)
Potds

También puede prescindirse de la resistencia de salida, obteniéndose

2 2

4 v

el B (194)
A Vis A,* 4kT R,B

donde V,, es la tension eficaz de ruido de salida (con R, = o) en la banda By Vi, es la
tension de ruido térmico a la entrada.

Ejemplo: En el amplificador de la figura 19 supongamos que R, = 1kQ y 4,=100. Si a
la salida se mide, en la banda de audio (seccién 2.3), una tension eficaz de ruido
Vo =100 UV a circuito abierto, calcular el factor de ruido.

La potencia de ruido térmico entregada a la carga es

R
Pyg = 4kTRBA,*> ——L——. (195)
(Ro + RL)
y la potencia total de ruido suministrada a la carga vale
2 R
Pg = Vyg ——E— (196)
(Ro + RL)
Entonces
2
P,
F = ZoB _ (100“2\/) - = 319, (197)
Fop (0,56 WV )~ x100

Esto significa que el conjunto del amplificador y la resistencia interna del generador de
sefial R producen 3,19 veces mas ruido que dicha resistencia sola o, lo que es lo mismo,
el amplificador produce 2,19 veces mas ruido que la resistencia.

Un factor de ruido muy proximo a 1 implicara, en consecuencia, que el amplifica-
dor es mucho menos ruidoso que la fuente de sefial. Un amplificador en esas condicio-
nes significara, probablemente, un costo adicional insuficientemente aprovechado.

2.10.2. Figura de ruido

El factor de ruido se expresa comunmente en decibeles (dB), y en este caso se de-
nomina figura de ruido,’ y se lo simboliza con NF:

Este nombre es en realidad una mala traduccion de “noise figure”. En este caso “figure” significa
“cifra” y no “figura”, por lo cual un nombre mas correcto seria cifra de ruido. Conservamos, no obs-
tante, la denominacion “figura de ruido” para compatibilidad con la las especificaciones técnicas en
castellano de los componentes.
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NF = 101logF. (198)

(Se multiplica por 10 y no por 20 porque F es un cociente de potencias y no de tensio-
nes o corrientes). En el ejemplo anterior,

NF = 101log3,19 = 5,0dB. (199)

Una figura de ruido de 3 dB implica que el amplificador produce tanto ruido como la
resistencia de la fuente de sefial. Un amplificador “silencioso” poseerd, tipicamente, una
figura de ruido de 0,5 dB, lo que significa que el amplificador aporta aproximadamente
un 10% de la potencia de ruido total.

2.10.3. Figura de ruido puntual y promedio

Tanto el factor de ruido como la figura de ruido dependen del ancho de banda B
considerado. Si se toma el limite cuando B tiende a 0 alrededor de una frecuencia fija f,
resultan el factor de ruido puntual y 1a figura de ruido puntual. Se especifica esta Gltima
generalmente en aquellos dispositivos destinados a funcionar en circuitos sintonizados.

Para dispositivos que trabajan en toda una banda de frecuencias (por ejemplo en la
de audio o la de video) la figura de ruido en esa banda suele denominarse en las hojas de
datos figura de ruido promedio.

2.10.4. Relacion senal / ruido

En la seccion 2.10.1 se vio que el factor de ruido se puede calcular con la ecua-
cion
2
V}’lO

F —_—.
2 2
AV I/IS

(200)

Reescribiendo esta ecuacion y utilizando la definicion de ganancia de potencia disponi-
ble resulta

2
Vno 4RS RO od 1 — PSd /PI’lSd (201)

_ B
4R, Vtsz RSsz Fusa G Pod ! Prod

Py / P, es el cociente entre la potencia disponible de sefial y la potencia disponible de
ruido a la entrada o, mas brevemente, la relacion senal/ruido de la fuente de senal.
Andlogamente, P,,/P,.q €s la relacion senal/ruido a la salida del amplificador.

De acuerdo con la ecuacion (201) el factor de ruido indica cuénto se deteriora la
relacion sefial/ruido a causa del amplificador. Por ejemplo si F'=2, la relacion se-
fial / ruido se reduce a la mitad. Debe tenerse en cuenta sin embargo que la relacion se-
fal / ruido de la entrada es, en la ecuacion (201), una relacion sefial/ruido térmico. Por
lo tanto dicha ecuacion solo se puede aplicar si el ruido de la fuente de sefial es tinica-
mente térmico (ver problema 31).

La relacion sefial / ruido suele expresarse en dB:
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(S/R),;; = 10log(S/R) = 1010g£—d. (202)
nd

La relacion anterior puede reescribirse entonces como

NF = (S/R)sdas — (S/R)olas, (203)
o bien

(S/R)olas = (S/R)slas — NF. (204)

Asi, si la relacion sefial / ruido a la entrada de un amplificador es 70 dB y la figura de
ruido es 3 dB, entonces la relacion sefial ruido a la salida sera 67 dB. Este empeora-

miento resulta mdas significativo cuando las sefales son muy ruidosas (por ejemplo,
(S/R)|¢s = 10 dB.

2.10.5. Figura de ruido de un transistor

La figura de ruido de un transistor es la figura de ruido que se obtiene cuando se la
conecta como amplificador. En la figura 20 se muestra un caso tipico. Este pardmetro
depende fundamentalmente de la corriente de polarizacion del colector /-y de la resis-

tencia R, vista desde la base hacia el exterior (en el caso de la figura 20 vale
RS = R] // Rz /! Rg).

VC C

R Re

Figura 20. Transistor conectado como amplificador

En las hojas de datos de los transistores se especifica la figura de ruido indicando-
se siempre las condiciones en que se realiza la medicion. Se dan los valores de la co-
rriente de polarizacion I y el valor de R,. Cuando se especifica la figura de ruido
promedio se da el ancho de banda equivalente de ruido del amplificador empleado en la
medicion (el cual se conecta a la salida para elevar la sefial de ruido hasta un nivel que
se pueda medir con instrumentos normales). Cuando se especifica la figura de ruido
puntual se indica la frecuencia a la cual se mide o bien se da en un grafico logaritmico
en todo un rango de frecuencias, como se muestra en la figura 21 (a). El aumento que se

50



observa para altas frecuencias se debe a que la ganancia disminuye pero el ruido a la
salida, no). También se suele especificar la figura de ruido en funcion de /¢y de R, (fi-
gura 21(b) y (c)). La familia de curvas de la figura 21(d) corresponde a los contornos de
NF constante en el plano /¢ - Ry y es muy util en el disefio ya que indica cudles son los
posibles valores de /¢ y R; si se desea determinada cota para NF. Asi, para obtener una
figura de ruido inferior a 2 dB los pares (/¢, Rs) deberan estar en la zona delimitada por
la curva de NF=2 dB y el angulo superior izquierdo. De esta grafica puede ademas
obtenerse la minima figura de ruido posible para determinada corriente de colector o Ry.
Por ejemplo para R, = 1 kQ la NF minima es de alrededor de 1,5 dB (obtenido por in-

terpolacion).

10 10
6B
Ic1, Rsi
_ _ Kcl
/M /M
=5 =5
& &
S \ =
- Iex
Ic2, Ry [—— I
0 0
0,1 1 10 100 1000 1 10 100
S [kHz] R, [kQ]
(@) ()
10 100 Y
168 \ \
Rsl
E‘ —
A < Z )
\/
R, .
0 0,1
0,001 0,01 0,1 1 10 0,001 0,01 0,1 1 10
Ic  [mA] Ic  [mA]
(c) (d)

Figura 21. (a) NF en funcién de f para condiciones de /- y R, dadas.
(b) NF en funcion de R, para /6 B dados. (c) NF en funcidn de /. para
f6 B dados. (d) Contornos de NF constante para f dada.
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2.10.6. Factor de ruido en amplificadores en cascada

Un amplificador normalmente estd constituido por varias etapas conectadas en
cascada, cada una de las cuales contribuye al ruido total deteriorando la relacion se-
nal / ruido. Nos interesa averiguar como afectan los factores de ruido de las sucesivas
etapas en el factor de ruido total del amplificador. Para ello, observemos previamente
que el ruido debido al amplificador puede considerarse producido por una fuente v, a la
entrada del mismo, no correlacionada con el ruido térmico, como se indica en la figura
22(a), en la que ademas se pasivo la fuente de sefial. El valor eficaz que debe tener se
calcula facilmente a partir del factor de ruido expresado segun la ecuacion (200):

2 2 2 2 2
F o= Vzno = = A, (Vnt2 +2 V, ) -1+ VLz (205)
AV Vl’lt Av Vn[ Vl’lt
de donde
Vi = (F-DV' = (F-1)4kTRB. (206)
Vnt Vn
VR VR
—/ —/ y
v
ks sin ruido Ry
(a)
Vit Vil V2
O
+ ROI + R02
RS Ril Avl Vi R,’Z sz Vo RL
()

Figura 22. (a) Amplificador con fuente de ruido a la entrada.
(b) Amplificador de dos etapas.

Consideremos ahora un amplificador de dos etapas como el de la figura 20(b) (luego se
generalizara para mas etapas). Para la primera etapa es:

Vil = (F — 1)4kTR,B. (207)
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Para la segunda etapa, la resistencia vista desde su entrada es la resistencia de salida de
la etapa anterior, es decir R, por lo tanto

Vi = (F, — 1)4k TRy B. (208)

Obsérvese que la resistencia R, es no ruidosa, ya que el ruido del primer amplificador
se ha supuesto concentrado en V,;. Aqui s6lo se esta empleando su valor para obtener el
valor de V,,” a partir del conocimiento de F», aplicando la ecuacion (206).

La tension cuadratica que acabamos de calcular puede referirse a la entrada divi-
diendo por A4,;. Entonces el valor cuadratico medio de la tension de ruido total referida a
la entrada, VNZ, es

F -1

Rt |, (209)
A% R

v,
Pv? = Vil 4Vt + 2 = 4kTR B|F +

S

Dividiendo por ¥,* y teniendo en cuenta la ecuacion (191) que da la ganancia de poten-
cia disponible resulta:

2

v -1

F:LzzFlJrz—_
v Gy

nt

(210)

Es facil generalizar esta formula para n etapas, planteando un modelo analogo al de la
figura 22 (b) o bien considerando las n — 1 primeras etapas como una sola etapa y apli-
cando la férmula anterior (problema 33). Resulta, para n etapas,

F -1 Fr -1 F, -1
2 + 3 T+t n

F = F + 0
G GG, G1Gy---Gy

211)

Si la ganancia de potencia disponible de la primera etapa (G)) es elevada, los factores de
ruido de las sucesivas etapas tienen poco peso en el factor de ruido total. Este es uno de
los motivos para adoptar la configuracion emisor comun en la primera etapa de los am-
plificadores a transistores, ya que esta configuracion es la que tiene mayor ganancia de
potencia.

También es el sustento de la practica de subdividir la ganancia en los sistemas de
audio o de radiofonia en una etapa preamplificadora de bajo ruido y gran ganancia de
potencia, y una etapa de amplificacion de potencia en la que el ruido es irrelevante y se
prioriza obtener la mayor linealidad posible.

Otra aplicacion de ésta formula aparece en la medicion del factor de ruido, que
analizaremos en la seccion siguiente.

2.10.7 Medicion del factor de ruido

La disposicion mas usual para medir el factor de ruido es la indicada en la figura 23. Se
utiliza un amplificador de medicion pues el nivel de ruido a la salida del amplificador en
ensayo generalmente es muy bajo para ser medido directamente por un instrumento
normal. De acuerdo con la ecuacion (211) el ruido introducido por este amplificador de
medicion, se ve atenuado si la ganancia de potencia del amplificador en ensayo es gran-
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de. No obstante, para fines de medicidon se recomienda utilizar un amplificador de bajo
ruido. El filtro pasabanda se coloca para delimitar la banda de frecuencias B en la cual
se especificard el factor de ruido medido. Finalmente el instrumento de medicién debera
ser un voltimetro de verdadero valor eficaz. Si se dispone inicamente de uno de valor
medio, las lecturas de ruido deberan multiplicarse por 1,284 de acuerdo con lo visto en
la seccion 1.22 (admitiendo que el ruido es Gaussiano).

R,
+ Amplificador + Amplificador Filéro
Vs bajo ensayo R, Vs e v,
A L_ de medicion equiv.

Figura 23. Disposicion para medir el factor de ruido.

Hay dos procedimientos de medicién. En el primero ¥y es un oscilador senoidal
cuya frecuencia esté en la banda B. Se ajusta su valor eficaz de modo que sea o veces el
del ruido térmico de R,, donde o es un factor mucho mayor que 1:

Ve = oVy = oJ4kTRB (212)
Entonces se mide V,. Despreciando el ruido,
Vo = A, 0 V. (213)

A continuacion se pasiva (anula) V; y se vuelve a medir V,, que ahora sera la compo-

nente de ruido.
V.. = AV.,> 2
no - \% st + Vl’l (2 14)

donde ¥, es la tension de ruido introducido por el amplificador en ensayo, referida a su

entrada. Entonces
2 2
V V
Fo= oo (S| (215)
Av Vst VO

En la préctica o = 10 con lo cual la figura de ruido se calcula asi:

NF = 20 — 20log—°-. (216)

no

Debe notarse que la primera medicidon solo es necesaria si se desconoce 4, y de
hecho es una forma indirecta de medir la ganancia. Sin embargo hemos despreciado el
ruido, por lo cual la ganancia calculada es algo mayor que la real. En relacion con la
formula (216), su aplicacion es extremadamente simple si se dispone de un instrumento
con una escala en dB, ya que basta tomar la diferencia en dB entre la primera y segunda
lectura y restarla de 20 para obtener NF.
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El segundo procedimiento de medicion consiste en emplear como fuente de sefial
un diodo con polarizacion directa como generador de ruido blanco. El resto de la medi-
cion es idéntico al anterior.

2.10.8. Resumen de las caracteristicas del factor de ruido

El factor de ruido no es mas que una forma de especificar el ruido introducido por
el amplificador refiriéndolo al ruido térmico de la fuente de sefial. Su principal ventaja
es la simplicidad de su medicion, y su principal desventaja, que no permite una compa-
racion directa de los niveles de ruido introducidos por diversos amplificadores. Un buen
factor de ruido (proximo a 1) no necesariamente significa que el amplificador sea poco
ruidoso, ya que F puede ser bajo porque el ruido térmico de R, es muy elevado (véase el
problema 35). Si la resistencia de la fuente de sefal es igual para dos amplificadores,
entonces si, es menos ruidoso el que tiene menor F. En otras palabras, s6lo pueden
compararse las prestaciones en cuanto a ruido de amplificadores con la misma resisten-
cia de la fuente de senal.

Otra ventaja es que la figura de ruido representa directamente el deterioro de la
relacion sefial / ruido (ecuacion (204)), pero esta propiedad debe utilizarse con precau-
cion, ya que solo es valida cuando el ruido de la fuente de sefial es s6lo térmico.

2.11. Modelo de ruido con fuente de tensidén y de corriente a la
entrada.

Hemos asociado al factor de ruido un primer modelo de ruido, refiriendo el ruido
del amplificador a su entrada, a través de una fuente v, (véase la figura 22(a)). Sin em-
bargo éste no es un modelo del amplificador aislado sino de todo el circuito, incluida la
influencia de R; (excepto en lo que se refiere a su propio ruido). El modelo que se
muestra en la figura 24(a) es, en cambio un modelo del amplificador, en el cual los pa-

r 2 .2 . .
rametros e,” e i,” no dependen del circuito externo.

1000 100
€ 27 100\ OER
—( — e e 5
. X :
n <> sin ruido "; 0 N ~—~— | ";
I N G

i}l
1 0,1
10 100 1000 10000
S [Hz]
(a) (b)

Figura 24. (a) Modelo de ruido para el amplificador. (b) Especifica-
ciones.
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Este modelo con dos fuentes a la entrada es comtin en amplificadores operacio-
nales y otros amplificadores integrados, ya que representa adecuadamente las dos prin-
cipales fuentes de ruido de los transistores de entrada, indicadas en el modelo de la
figura 16. Los parametros se especifican como en la figura 24(b).’

Las fuentes estdn levemente correlacionadas, ya que a excepcioén de la primera
etapa, las fuentes de ruido de las siguientes etapas aparecen reflejadas tanto e, en como
en i, , expresandose esta correlacion por medio del coeficiente de correlacion dado por

Y = 9. (0). (217)

El coeficiente de correlacion en general no se especifica ya que los errores originados en

. . ., 2 L2 . . . .
la propia dispersion de e,” e i~ tienen considerablemente mayor importancia que los

que se derivan de despreciarlo. Normalmente se acepta que y = 0 y entonces puede tra-
bajarse como si i, y e, fueran no correlacionadas.

Ejemplo 1: Calculemos la fuente de tension equivalente a la entrada para el amplifica-

dor de la figura 25(a), el cual supondremos con impedancia de entrada infinita. Por

R,
€y

(a) - (b)

Figura 25. (a) Amplificador con resistencia a la entrada. (b) Amplifi-
cador operacional realimentado. No se han explicitado los modelos de
ruido térmico.

ello la corriente i, puede considerarse que circula completamente por R,. Entonces, si v,
es la tension equivalente a la entrada del amplificador en el sentido dado en la figura
22 (a), resulta

v,2 = et + RZi’%. (218)

Vemos entonces por qué el modelo con una sola fuente depende no so6lo del amplifica-
dor sino también del circuito externo, en este caso, de la resistencia R;. La tension v,
proviene de los generadores de ruido del amplificador, pero estd modificada por la pre-
sencia de R, Obsérvese que esto no tiene nada que ver con el ruido que pudiera aportar
dicho circuito externo. Si ademas consideramos aquél, obtenemos el ruido total ey:

Notese que en general en las especificaciones se da la raiz cuadrada de la densidad espectral por lo
cual deberd elevarsela al cuadrado antes de utilizarla.
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ey’ = 4KTR, + e, + R i 2. (219)

S n

Podemos aprovechar este resultado para calcular el factor de ruido dividiendo por el
ruido térmico:

F =1+ —[R—enz + R, inz). (220)

(221)

y vale

Fom = 1+ 2" (222)

Esto es importante cuando existe la posibilidad de intercalar un adaptador (transforma-
dor) de impedancia, ya que puede lograrse que el amplificador “vea” la impedancia Op-
tima.

Ejemplo 2: Repitamos lo anterior para el amplificador operacional realimentado de la
figura 25 (b). Esa configuracion corresponde a un amplificador inversor si la fuente se
intercala entre R} y masa y a un no inversor si la fuente se intercala entre R; y masa.
Para resolver este circuito primero desplazamos la fuente de corriente hasta los puntos 4
y B, como se muestra en la figura 26 (a), lo cual puede hacerse pues suponemos que las
fuentes e, e i, son ideales. Luego desdoblamos dicha fuente en dos iguales y opuestas en
paralelo con las resistencias R; y Rs, tal como se indica en la figura 26 (b). Podria pare-
cer que indicar la polaridad de estas fuentes de corriente es contradictorio con la

Rz R2

€n

D

R1 B in Rl
R; I, Rs

(a) (b)

Figura 26. (¢) Amplificador con resistencia a la entrada. (b) Amplifi-
cador operacional realimentado. No se han explicitado los modelos de
ruido térmico.
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convencion adoptada previamente de no explicitar la polaridad de las fuentes aleatorias.
No es asi, sin embargo, pues al desdoblar una fuente, las fuentes resultantes son correla-
cionadas, por lo tanto antes de pasar al dominio espectral debemos operar con ellas en el
dominio temporal, en el que si importan las polaridades.

Sustituyendo las fuentes de corriente por sus equivalentes de Thévenin y agregan-
do las tensiones de ruido térmico vy, v» y vy3 que aportan las resistencias, resultan las
siguientes fuentes temporales en serie con cada resistencia:

i = vn t LR,
Vo = Vo, (223)
vV = Vi3 — in R3.

Ahora es sencillo obtener la tension a la salida, v,, por superposicion en el dominio
temporal:

R R
Vo = b3 + e, — i,(Ry + R //Rz)](l + R_zJ + vpy — VT1R—2- (224)
1 1

Al haber operado en el dominio temporal hemos sido capaces de volver a reunir en una
sola la fuente de corriente que habiamos desdoblado, por lo que ahora todas las tensio-
nes y corrientes que aparecen son no correlacionadas. Vale entonces la superposicion de
las densidades espectrales de potencia media. Resulta, tras sustituir las densidades es-
pectrales de los generadores de ruido térmico,

2 —
Vpo? = (1+I;—2} [4kT (Ry + R //Ry) + iy (Ry + Ry // Ry ) + enz]. (225)
1

Entonces en el caso del amplificador no inversor, en el cual la ganancia es 1 + Ry/R;, la
tension total de ruido referida a la entrada vale

v,2 = 4kTR, + i °R,> + e,, (226)
donde Re = R3 + R] // Rz.
Esta expresion es analoga a la obtenida anteriormente para un amplificador no
realimentado, y con ella puede obtenerse el factor de ruido:

1 .2 52 2
F = ¢+ — |i“R*° +e°| 227
R, 4kTR3(" ¢ ”) @27

2.12. Ruido de banda ancha

Se denomina ruido de banda ancha de un amplificador al valor eficaz del ruido a
la salida en toda la banda de frecuencias. Si ex(f) es la densidad de potencia media de la
tension de ruido referida a la entrada y A(f) la funcion de transferencia (o ganancia de
tension) del amplificador, entonces el ruido de banda ancha V) sera:
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o= | e (P @2%)

Ejemplo: Calculemos el ruido de banda ancha de un amplificador con eNz( ) vy lA(f)]
como se indican en la figura 27. Las expresiones exactas son:

en’(f) = eNoz(l + fTNJ (229)

2R 2R

> 2 flh ] 1 ?
A7 = A (1-+_f/j1) (l—kuf/féj ' (230)

Sin embargo realizar la integracion utilizando estas expresiones es complicado, por lo

AP e’
4o AN

-20 R, dB/déc

20 R, dB/déc -10 dB/déc
2
"/ \
—> f
4 fi f 5

Figura 27. Curvas aproximadas por las asintotas de |A(f)| y eN2 (f),
en un caso tipico.

cual conviene hacer las siguientes aproximaciones:

- ens? Iyl f si STy
e’ (f) = {
enoz si f>fN
(231)
4,2/ AVR s r< g
4 = 4,° si fi<f<fo
4,2 (1 fPR si f> f
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Ahora puede aplicarse la ecuacion (228). Resulta:

2 2 2| 2Ry /5 J1 SN
|4 = 4 + + In—- — . 232
N o e 1op —1 T g I 7 (232)

Esta forma de calculo simplificada da resultados aceptables teniendo en cuenta la dis-
persion de los parametros.

Casi siempre el ruido de banda ancha estd acotado por las limitaciones en alta y
baja frecuencia. Por ejemplo, las capacidades parasitas y la propia caida en alta frecuen-
cia de los ruidos que se suponen blancos impiden que el ruido de alta frecuencia se haga
infinitamente grande. En baja frecuencia, si el comportamiento 1/f pudiera extrapolarse
hasta frecuencias arbitrariamente bajas, dado que el logaritmo tiende a —eo cuando f
tiende a 0, el ruido de banda ancha resultaria infinito. Aunque no se conoce hasta qué
frecuencia sigue valiendo la ley 1/f, las limitaciones practicas estan dadas por la acota-
cion del tiempo de interés. Por ejemplo, si un circuito se va a utilizar durante 50 afios,
no tiene sentido considerar frecuencias menores que 1/(50 afios) = 6,3 x 107" Hz. Puede
comprobarse facilmente que la potencia contenida entre esta frecuencia y 1 Hz es ape-
nas 9 veces mayor que la comprendida entre 1 Hz y 10 Hz y, salvo para circuitos en los
que se busca una estabilidad a largo tiempo inusualmente alta, dicha potencia carece de
efectos practicos.

2.13. Temperatura de ruido

La temperatura de ruido, T, es una forma de especificar el ruido tanto de un di-
polo como de un cuadripolo. En el caso de un dipolo, es la temperatura adicional (por
sobre la temperatura ambiente) que deberia tener el dipolo para que su ruido fuera asi-
milable a un ruido de origen térmico. Asi, por ejemplo, una resistencia ideal tiene una
temperatura de ruido igual a 0, ya que sin incrementar la temperatura su ruido es igual al
térmico. Por el contrario, una antena, que capta ruido erratico, tendrd mas ruido que el
correspondiente a su resistencia galvanica mas su impedancia de radiacion, por lo que
su temperatura de ruido serd mas elevada..

En el caso de un amplificador, se define como la temperatura adicional que ten-
dria que tener la resistencia del generador de senal, R;, (por encima de 290 K) para que
se le pudiera atribuir todo el ruido a la salida. Se relaciona con el factor de ruido por

T, = 290K (F - 1). (233)
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Apéndice 1
Debemos probar que
T/2
lim —J vT(t)vT (t-t)dt = lim —J. vt —1)dt (A1-1)

Para ello veremos que la diferencia de las integrales tiende a 0. Ante todo podemos sustituir
vi(f) por w(f) ya que la integral solo se extiende al intervalo [-772, T/2].

A(T)

T/2 T/2
—J v(t)v(t—r)dt - Jv(t)vT(t—f)dt =
/2 (A1-2)

T/2
_ _J WO (=) = vy

Es facil ver que v(t — T) — vi(t —1 ) s6lo es # 0 en un intervalo de amplitud [t| y por lo tanto inde-
pendiente de 7. En la figura A1 se muestra un ejemplo en el cual T > 0. En dicho intervalo ese
término es igual a w(t — 1), por lo cual estd acotado por M. Entonces la integral del ltimo
miembro de (41) puede acotarse asi:

AT) < %| T M2, (A1-3)

de donde A(T) tiende a 0 cuando T tiende a infinito, lo cual prueba la validez de (A1-1).

(1)
/\ /\ /\\/\/\!\ ;
T2 7/2
Wt - 1)
-T)2 \/ v TI/2 t
vi(t - T)
TR -T2 +1 \/ Y T2 TR2+1 t

v(t-1) = vi(t- 1)

— | —

T2 -TR+1 T2 TR+1

Figura Al. La zona rayada es la tnica que contribuye a la integral de
(A1-2).
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Apéndice 2
Prueba del Teorema de Nyquist

Por el teorema de Thévenin el dipolo se puede sustituir por su impedancia en serie con una
fuente de tension, en este caso de ruido. Calcularemos por balance energético la densidad de

potencia media v® de dicha fuente. Conectemos en los bornes del dipolo una resistencia de
valor R. La potencia media transferida de Z a R por unidad de ancho de banda es

- 2
b R 1
P = v —, A2-1
7ok R+Z R (A
mientras que la potencia transferida de R a Z es
2
| Rez |7 1

(A2-2)

Phoz = 4kTR\R +Z| ReZ’

ya que solo la parte real de Z(w) consume potencia activa. Dado que la energia transferida en
uno y otro caso es energia térmica, a menos que sea

Pz r = Proz (A2-3)
uno de los dos dipolos se estaria calentando y el otro enfriando, lo cual no es posible por el Se-

gundo Principio de la Termodinamica (se supone que se ha alcanzado el equilibrio térmico).
Igualando, resulta

2
Y R + Z
2o " _Rez - 4KTR, (A2-4)
R |R + Z|
de donde
v2(f) = 4kT Re (Z(2nf)), (A2-5)

lo cual prueba el teorema.
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Problemas

Los problemas sefialados con * son de caracter mas matemdtico por lo que no es imprescindi-
ble resolverlos, pero deben leerse al menos pues contienen propiedades importantes utilizadas
en el texto.

1)

2)

3)

4)

5)

6) *

64

Proponer una funcién periddica cualquiera (por ejemplo lineal o exponencial para
0 <t <T) y determinar sus espectros de amplitud y fase.

Consideremos un cuadripolo no lineal que eleva al cuadrado la tension aplicada a
su entrada y un filtro pasabajos lineal con frecuencia de corte m, con atenuacion 0
dB para bajas frecuencias. Calcular el espectro de frecuencias de la respuesta ante
la entrada v(f) = 1 + cos .t de los siguientes sistemas: a) el elemento cuadrador
b) el filtro ¢) el filtro en cascada con el cuadrador d) el cuadrador en cascada con
el filtro.

Para la funcion propuesta en 1) determinar a) el contenido de potencia, b) el es-
pectro de potencia c) el contenido de potencia en la banda que contiene las tres
primeros armonicos.

(Bajo que condiciones vale el principio de superposicion para el contenido de
potencia? Indicacion: Considerar fi(7) = f2(f) = cos wt.

Para la funcién 1+ cos ¢+ 0,5 cos 2¢ + 0,1 cos 3¢ graficar la funcién de potencia
acumulada Q(f) y dar una expresion analitica del espectro de densidad de potencia

P(f)

Demostrar las siguientes propiedades de la transformada de Fourier:
a) Si f(t) es par entonces F(f(¢)) = lJ‘mf(t) coswt dt .
T 0
b) Si f(t) es impar entonces F(f(¢)) = J lr f(t) sen ot dt
TT 0

¢) Si F[fi(1)] = Fi(jo) y F[f2(Y)] = F>(j) y son constantes entonces

Flofi(1) + B 0] = a Fi(jo) + B F2(jo) .
d) Si F(f()) = F(jw) entonces

F[f*(0)] =jo F(jo),
FI/ ™ 0] = (o) Fjo).

e) Teorema del desplazamiento en el dominio de frecuencias: Si F[f’(¢)] = F(jw),
entonces:

F[f* (e *'1=F (a+jo),

donde a puede ser real, imaginario o complejo.
f) Teorema del desplazamiento en el dominio de tiempos: Si F(f{(¢)) = F(jw) en-
tonces:

F[r —10)] = F(jo) ¢7 "

(también llamado teorema del retardo).
g) Si F(jw) es una transformada de Fourier de una funcion real entonces:



7)

8)

9

10)

11)
12)

F(jo) = F(-jo)
Fjo)| = [F (o)

h) Si F(f(f)) = F(jw) entonces
F[fi-0]=F (o)

a) Utilizando la propiedad de muestreo del impulso de Dirac 8(¢), es decir que
para toda funcién f{¢) continua en 0 vale

S0/ d = f(0)

verificar que F(3(¢)) = 1.
b) Aplicar a) y el teorema del desplazamiento frecuencial para demostrar que

F(cos myt) = Tt[d(® — ®0) + &( — ®o)]

c¢) Calcular la transformada de Fourier de s6lo n ciclos de la funcion cos wf y
analizar si se aproxima el resultado de b) cuando n crece.
Dada la funcion periddica

oo

0 = ch cos(n @yt + @)

n=1

comprobar que su transformada de Fourier es una serie de impulsos de Dirac cen-
trados en las frecuencias armonicas n@, y —na, .

Modulacién de amplitud. Si m(t) es una sefial cuyo espectro de frecuencias es
M(jw) entonces el espectro de m(t) cos w,t es

F [m() cos wot] = V2 [M(j(®— wo)) + M((® + )]

Sugerencia: aplicar el problema 6) c). Este resultado permite una traslacion del
espectro similar a la de 6)e) pero practicamente realizable.

Probar que si H(jw) es la funcion de transferencia de un sistema y /4(¢) es tal que
F(h(f)) = H(jw) entonces A(?) (llamada funcion de Green) es la respuesta del sis-
tema ante un impulso &(¢) de Dirac.

Probar la ecuacion (108).

Probar que la densidad de potencia media coincide con la densidad de potencia
para las funciones periodicas. Sugerencias: Aplicar a cada armonico el problema

I)c).

13) * Probar la igualdad de Plancherel

oo 2 1 ¢= L2
Lo[v(t)] d o= [ (o) do.
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14)
15) *

16) *

Nota:

17)

18)

19)

20) *

21) *

22)

23)
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utilizando el teorema de convolucion y la expresion de la transformada inversa de
Fourier.

Probar que gi(t) * g2(f) = 22(¢) * g1(%).

Probar que g»(¢) y g2(¢ — 1) tienen el mismo espectro de densidad de potencia me-
dia. Sugerencia: Aplicar la definicion para cada funcion y antes de plantear el li-
mite tomar la diferencia. Para calcular el limite tener en cuenta que si Y(7) = y,
entonces y*(T) = yo’ vy que ||a| — |b]| < |a —b|

a) Demostrar que si g(¢) tiene transformada de Fourier convergente entonces su
espectro de densidad de potencia media es nulo. Interpretar este resultado.
b)Demostrar que si a una funcion se le suma otra con transformada convergente su
espectro de densidad de potencia media no cambia

De los problemas anteriores se deduce que hay infinitas funciones con una misma
densidad de potencia media. De ahi la denominacion de funciones aleatorias para
una funcién descripta por su densidad de potencia media.

Demostrar que: a) sen ¢ y sen 2@¢ son no correlacionadas. b) sen w¢ y cos w¢ son
ortogonales pero no son no correlacionadas.
Si g|(¢), g2(¢) son periddicas de periodo T entonces

1 +7/2
opp(r) = —J.gl(f)gz(f—f)dT
T'J_r/2

Dadas una senoide, una onda triangular, una onda diente de sierra sin valor medio
y un tren de pulsos no simétrico, todos de igual frecuencias, determinar en todos
los casos posibles el valor de que hace maxima la correlacion (sin calcular expli-
citamente las correlaciones).

Mostrar que dos sefiales no correlacionadas al atravesar sendos sistemas lineales
estables mantienen la no correlacion. Sugerencia: Expresar las respuestas por me-
dio del teorema de convolucion (seccion 1.16) aplicar la definicion de autocorre-
lacion y luego permutar convenientemente el orden de integracion. Para funciones
no transformables restringirlas a un intervalo [—77/2, T/2] y usar artificios similares
a los utilizados en el texto. Pasar por alto las convergencias de los integrales.
Probar que si gi(¢) y g2(¢) son no correlacionadas entonces

(g1 +g) = g + g°

Sugerencia: Emplear la férmula que relaciona la densidad de potencia media con
la autocorrelacion.

Calcular el modelo equivalente de ruido de los siguientes circuitos: a) Un capaci-
tor de 100 pF en paralelo con la serie de un inductor de 1 mHy y un resistor de 1
Q. b) La serie de un resistor de 10 k€2, un inductor de 10 mHy y un capacitor de 1
UF. c) El paralelo de un capacitor de 1 uF y un resistor de 1 MQ. d) El paralelo
entre dos series iguales formadas por un resistor de 100 € y un capacitor de 1 UF,
al que se le han cortocircuitado los puntos medios con una resistencia de 1 kQ.
(Qué factor de pico debera admitir un voltimetro para medir ruido térmico des-
preciando picos que aparezcan menos del 1% del tiempo.?



24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)
34)

35)

36)

Probar que un diodo sin tension en bornes se comporta desde el punto de vista del
ruido como una resistencia igual a su resistencia incremental.

a) Por un diodo circula 1 A ;Cual es el valor eficaz de su corriente de ruido en la
banda de 100 kHz a 200 kHz? b) En la banda de 1 kHz a 10 kHz un diodo muestra
una corriente eficaz de ruido de 17 nA. ;Qué corriente circula por é1?

La grafica logaritmica de la densidad de potencia de la corriente de ruido de un
diodo posee aproximadamente una tramo de recta que cae hasta la frecuencia de
2000 Hz, a partir de la cual se mantiene constante igual a 320 (pA)*/Hz. Supo-
niendo que los Unicos tipos de ruido presentes son el de emision y el 1/f determinar
a) la corriente que circula por el diodo y b) la constante K del ruido 1/fteniendo en
cuenta que la corriente por el diodo es de 250 mA. Indicacién: las rectas mostra-
das son las asintotas de la curva exacta.

Calcular el ancho de banda equivalente de ruido de un filtro pasabajos con un polo
de segundo orden en la frecuencia f,. Calcular el ancho de banda a —3 dB y com-
parar (observar que este Ultimo no es igual a f,, a diferencia de un filtro de primer
orden).

(Cuadl es la potencia disponible de ruido de un diodo en una banda B? (Despreciar
el ruido 1/f))

Comprobar que la ganancia de potencia y la ganancia de potencia disponible coin-
ciden cuando hay adaptacion de impedancia a la entrada ya la salida de un ampli-
ficador.

Calcular el factor de ruido de un amplificador de corriente con ganancia de corto-
circuito Ai, conociendo la corriente de ruido con la salida en cortocircuito /,,.

Si la fuente de sefal tiene una potencia disponible de ruido 100 veces mayor que
la debida s6lo a Rs ;qué amplificador conviene elegir entre uno con NF=1dB y
otro con NF =3 dB si el primero es mas costoso? ;Puede cambiar la respuesta si
el tnico ruido de la fuente de sefial es el ruido térmico?

Consultar diversos manuales y hojas de datos de transistores e interpretar las es-
pecificaciones y curvas de ruido.

Generalizar la formula (210) para obtener la (211).

Calcular el valor exacto de F' en una medicion por el procedimiento descripto en
2.10.7

Verificar que en el siguiente circuito un aumento de Rs mejora el factor de ruido y
sin embargo la relacion sefial/ruido a la salida empeora:

R;

Vs Ri = Av Vg

(R, es ruidosa)

a) Sugerir un método para medir los parametros del modelo de ruido con dos
fuentes a la entrada. b) En el amplificador del problema anterior suponer que R; #
oo y calcular dichos parametros (R; es ruidosa).
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37) Calcular el ruido de banda ancha del siguiente amplificador:

100 kQ

10 kQ

ANAA - 10 kQ 1 uF
[
|

+

Vs +

|
100 uF % 10kQ v,

Suponemos que las densidades espectrales de potencia media de la corriente y la
tension de ruido bajan a razén de 10 dB/déc hasta 1 kHz, donde sus valores co-
mienzan a ser constantes e iguales respectivamente a (1 pA)*/Hz y (10 nV)*/Hz.

38) Si T, ..., T, son las temperaturas de ruido de m amplificadores conectados en
cascada y Ty, ..., T, sus respectivas ganancias de potencia disponibles, verificar
que la temperatura de ruido total es

Tn2 + Tn3 + .. + ~ T
Gy GG, GGy -Gy,

T, =Tn1+

n
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