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Introducción

Empecemos con una introducción de los problemas a tratar.

Consideremos que u : Rn × (0,∞)→ R representa la densidad de una
población simple, en el punto x y tiempo t.

Sea J un núcleo radial, no negativo con
∫
Rn J(x) dx = 1, tal que J(x − y)

representa la función de densidad de probabilidad de desplazamiento de
la posición y en la posición x .

Entonces

J ∗ u(x , t) =

∫
Rn

J(x − y)u(y , t) dy ,

representa la tasa a la que los individuos llegan a la posición x desde
todos los otros lugares en el tiempo t, y

−u(x , t) = −
∫
Rn

J(y − x)u(x , t) dy ,

representa la tasa a la que los individuos migran desde la posición x a
todos los otros lugares en el tiempo t.
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Luego la densidad u satisface la siguiente ecuación

 ut(x , t) =

∫
Rn

J(y − x)(u(y , t)− u(x , t)) dy

u(x , 0) = u0(x),

Esta ecuación tiene muchas propiedades similares a la ecuación clásica
del calor: las soluciones estacionarias acotadas son constantes, un
principio máximo es válido. Sin embargo, generalmente existe un efecto
de no regularizador.

Chasseigne-Chaves-Rossi estud́ıan el problema de difusión no local, con
una condición inicial no negativa

u(·, 0) = u0(·) ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn),

donde J ∈ C (Rn).
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Aplican la transformada de Fourier obteniendo

ût(ξ, t) = ( ̂J ∗ u − u)(ξ, t) = (Ĵ(ξ)− 1)û(ξ, t),

luego

û(ξ, t) = e(Ĵ(ξ)−1)t û0(ξ).

Con esta formula expĺıcita para la solución e hipótesis adecuadas para J
determinan el decaimiento y comportamiento asintótico en norma infinito
de la solución.
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Teorema

Sea u solución del problema anterior con u0, û0 en L1(Rn). Si existe
A > 0 tal que

Ĵ(ξ) = 1− A|ξ|α + O(|ξ|α), ξ −→ 0,

entonces el comportamiento asintótico de u(x , t) viene dado por

ĺım
t−→∞

tn/α máx
x
|u(x , t)− v(x , t)| = 0,

donde v es la solución del problema parabólico
vt(x , t) = −A(−∆)α/2v(x , t), con condición inicial v(x , 0) = u0(x).
Es mas, tenemos

‖u(., t)‖L∞(Rn) ≤ Ct−
n
α .

El perfil asintótico viene dado por

ĺım
t→∞

máx
y
|tn/αu(t1/αy , t)− ‖u0‖L∞GA(y)|

donde GA satisface que ĜA(ξ) = e−A|ξ|
α
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Luego, como se conserva la masa, por interpolación obtienen

‖u(., t)‖Lp(Rn) ≤ ‖u(., t)‖
1
p

L1(Rn)‖u(., t)‖1− 1
p

L∞(Rn) ≤ C̃ t−
n
α (1− 1

p ).

Esta clase de problemas se generalizar considerando la siguiente ecuación

 ut(x , t) =

∫
Rn

J(x , y)G (u(y , t)− u(x , t)) dy ,

u(x , 0) = u0(x),

(1)

Para G (s) = s, dependiendo de la forma de J soluciones de diferentes
problemas que involucran la ecuación (1) tienen comportamiento similar
a diferentes ecuaciones eĺıpticas.
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Andreu-Vaillo, Mazón, Rossi y Toledo-Melero consideran G (s) = |s|p−2s
y J(x , y) simétrico no negativo. Demostraron este problema tiene una
única solución no negativa, integrable y acotada con

||u(·, t)||L∞(Rn) ≤ ||u(·, 0)||L∞(Rn) := M > 0.
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Respecto al comportamiento asintótico de la solución en infinito Ignat y
Rossi estudian el caso para el cual el operador no es convolución, es decir
la ecuación

 ut(x , t) =

∫
Rn

J(x , y)|u(y , t)− u(x , t)|p−2(u(y , t)− u(x , t)) dy

u(x , 0) = u0(x),

donde J es simétrico.

Estudiando estimaciones para el funcional de enerǵıa

〈Ap,εu, u〉 :=

∫
Rn

∫
Rn

Jε(y − x)|u(y , t)− u(x , t)|pdydx .

8 / 35
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Demuestran

Teorema

Sea u0 ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn) y 2 ≤ p ≤ n. Para 1 ≤ q <∞ la solución del
problema verifica

||u(., t)||Lq(Rn) ≤ Ct−( n
n(p−2)+p )(1− 1

q )

para todo t suficientemente grande.

Es el mismo comportamiento asintótico que el obtenido para el problema
de difusión del p−Laplaciano.

9 / 35



Demuestran

Teorema

Sea u0 ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn) y 2 ≤ p ≤ n. Para 1 ≤ q <∞ la solución del
problema verifica

||u(., t)||Lq(Rn) ≤ Ct−( n
n(p−2)+p )(1− 1

q )

para todo t suficientemente grande.
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Problema de difusión en el grupo de Heisenberg,
preliminares

Consideramos el grupo de Heisenberg Hn = Rn ×Rn ×R con la ley dada
por,

(x , y , s).(x̃ , ỹ , s̃) = (x + x̃ , y + ỹ , s + s̃ +
1

2
(xỹ − y x̃))

Sea {X1, . . . ,Xn,Y1, . . . ,Yn,S} la base canónica del álgebra de Lie
asociada, hn,donde Xj = ∂

∂xj
− yj

2
∂
∂s , Yj = ∂

∂yj
+

xj
2
∂
∂s , y S = ∂

∂s .

Consideramos el sublaplaciano L:

L =
n∑

j=1

X 2
j + Y 2

j .

En coordenadas

L =
n∑

j=1

(
∂2

∂x2
j

+
∂2

∂y 2
j

)
+

1

4

∂2

∂s2

n∑
j=1

(
x2
j + y 2

j

)
+
∂

∂s

n∑
j=1

(
xj
∂

∂yj
− yj

∂

∂xj

)
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Destacamos que el Grupo de Heisenberg Hn es un grupo homogéneo.
Sean {δr}r∈N los automorfismos dados por las dilataciones de Hn

definidas por δr (z , s) = (r
1
2 z , rs).

El grupo unitario U(n) actua en forma natural en Hn, si g ∈ U(n)
g .(z , s) = (gz , s). Denotamos por S(Hn)U(n) y L1(Hn)U(n) a los
subespacios de las funciones Schwartz y de L1(Hn) invariantes por la
acción de U(n). Como (L1(Hn)U(n), ∗) es una subálgebra conmutativa su
espectro Σ viene dado por una familia de funciones esféricas
{ϕλ,k}λ∈R\{0},k∈N ∪ {ηr}r∈R≥0 asociadas al par de Gelfand (U(n),Hn).

El laplaciano L y el operador S son los generadores de la subálgebra de
U(hn) de operderadores invariantes por izquierda y por la acción de U(n).
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Sean {δr}r∈N los automorfismos dados por las dilataciones de Hn

definidas por δr (z , s) = (r
1
2 z , rs).

El grupo unitario U(n) actua en forma natural en Hn, si g ∈ U(n)
g .(z , s) = (gz , s). Denotamos por S(Hn)U(n) y L1(Hn)U(n) a los
subespacios de las funciones Schwartz y de L1(Hn) invariantes por la
acción de U(n). Como (L1(Hn)U(n), ∗) es una subálgebra conmutativa su
espectro Σ viene dado por una familia de funciones esféricas
{ϕλ,k}λ∈R\{0},k∈N ∪ {ηr}r∈R≥0 asociadas al par de Gelfand (U(n),Hn).

El laplaciano L y el operador S son los generadores de la subálgebra de
U(hn) de operderadores invariantes por izquierda y por la acción de U(n).

11 / 35



Las funciones esféricas son autofunciones conjuntas de estos operadores Lϕλ,k = −|λ|(2k + n)ϕλ,k ,

iSϕλ,k = λϕλ,k .

y  Lηr = −r 2ηr , r ∈ R, r ≥ 0

iSηr = 0.
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El espectro de (L1(Hn)U(n), ∗) lo podemos identificar con los autovalores
conjuntos de las funciones esféricas

Σ = {(λ, |λ|(2k + n)) : λ ∈ R \ {0}, k ∈ N} ∪ {r ∈ R, r ≥ 0}

Decimos que una función g ∈ L1(Σ) si

‖g‖L1(Σ) =
∑
k∈N

∫
R
|g(λ, k)| |λ|ndλ <∞.

Si f ∈ L1(Hn)U(n) se define su transformada esférica f̂ : Σ→ C como

f̂ (k, λ) =

∫
Hn

f (x , y , s)ϕλ,k(−x ,−y ,−s) dx dy ds,

f̂ (0, r) =

∫
Hn

f (z , s)ηr (−z ,−s) dz ds.
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Si f ∈ L1(Hn)U(n) y f̂ ∈ L1(Σ) vale la siguiente formula de inversión

f (z , s) =
∑
k≥0

∞∫
−∞

f̂ (λ, k)ϕλ,k(z , s)|λ|ndλ.

Las funciones esféricas nos permiten escribir la descomposición espectral
de −L, y por lo tanto, para 0 < α ≤ 1 podemos definir al Laplaciano
fraccionario como

(−L)αf (z , s) =
∑
k≥0

∞∫
−∞

|λ|α(2k + n)α f̂ (λ, k)ϕλ,k(z , s)|λ|ndλ.
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Resultados

Consideremos un dominio Ω acotado con frontera suave. Sea J : Hn → H
una función continua, no negativa invariante por la ación de U(n) con∫
Hn

J(z , s) dzds = 1 y sop(J) ⊂ B(0, 1).

Vamos a considerar el núcleo rescalado dado por

Jε(z , s) =
2C−1

1

ε2n+2
δε−2 J (z , s) =

2C−1
1

ε2n+2
J
(z

ε
,

s

ε2

)
y el problema de Dirichlet asociado


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Jε ∗ u(z , s, t)− u(z , s, t), para (z , s) ∈ Ω y t > 0,
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uε(z , s, 0) = u0(z , s), para (z , s) ∈ Ω.

15 / 35



Resultados

Consideremos un dominio Ω acotado con frontera suave. Sea J : Hn → H
una función continua, no negativa invariante por la ación de U(n) con∫
Hn

J(z , s) dzds = 1 y sop(J) ⊂ B(0, 1).

Vamos a considerar el núcleo rescalado dado por
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Si además J es simétrico en la variable s y cumple que∫
Hn

J(z , s)x2
j dzds = C1,

∫
Hn

J(z , s)y 2
j dzds = C1,∫

Hn

J(z , s)s2 dzds = C1. Se prueba

Theorem

Sea Ω un dominio acotado C 2+α para algún 0 < α < 1. Sea
v ∈ C 2+α,1+α/2(Ω× [0,T ]) la solución del problema de Dirichlet asociado
a la ecuación del calor y sea uε la solución de nuestro problema recalado
con Jε como se definio anteriormente. Entonces existe C = C (T ) tal que

sup
t∈[0,T ]

‖uε(·, ·, t)− v(·, ·, t)‖L∞(Ω) ≤ C εα, cuando ε→ 0.
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El problema de Dirichlet asociado a la ecuación del calor es


vt(z , s, t) = Lv(z , s, t), para (z , s) ∈ Ω y t > 0,

vt(z , s, t) = g(z , s, t), para (z , s) ∈ ∂Ω y t > 0,

v(z , s, 0) = u0(z , s), para (z , s) ∈ Ω.

Para demostrar este resultado es importante que bajo estas hipótesis
nuestro problema satisface un principio de comparación, esto se da al ser
J simétrico en todas sus variables.
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nuestro problema satisface un principio de comparación, esto se da al ser
J simétrico en todas sus variables.

17 / 35



Respecto al problema de Cauchy la ecuación q estudiamos es la siguiente

 ut(z , s, t) = J ∗ u(z , s, t)− u(z , s, t),

u(z , s, 0) = u0(z , s).

donde J : Hn → R es una función no negativa invariante por la ación de

U(n) con

∫
Hn

J(z , s) dzds = 1.

Aplicamos la transformada de esférica obteniendo ût(k, λ, t) = (Ĵ − 1)û(k, λ, t),

û(k, λ, 0) = û0(k, λ).

Luego

û(k, λ, t) = e(Ĵ−1)t û0(k, λ).
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Luego
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Se demuestra que si u0 ∈ L1(Hn)U(n) y û0 ∈ L1(Σ) y J satisface las
hipótesis de arriba. Entonces existe una única solución
u ∈ C 0([0,∞), L1(Hn)U(n)) del problema de Cauchy dada por:

û(λ, k , t) = e(Ĵ(λ,k)−1)t û0(λ, k).

Ahora si además pedimos que J ∈ S(Hn)U(n) existe solución
fundamental, la cual no es regularizante.

Lemma

Consideremos el dato inicial u0 = δ0 (la delta de Dirac en el grupo Hn).
Entonces la solución fundamental del problema de Cauchy puede
descomponerse por

w(z , s, t) = e−tδ0 + ν(z , s, t),

donde ν(z , s, t) es una función suave. Es mas, si u es una solución del
problema de Cauchy con dato inicial una función u0 ∈ L1(Hn)U(n)

entonces se puede escribir como

u(z , s, t) = w ∗ u0(z , s, t).
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Ahora estableceremos los resultados respecto al comportamiento
asintótico cuando t tiende a infinito

Theorem

Sea u la solución del problema del Cauchy con u0 ∈ L1(Hn)U(n) y
û0 ∈ L1(Σ). Asumimos que J sastiface las mismas hipótesis anteriores y
además satisface

Ĵ(λ, k) = 1− (|λ|(2k + n))α + o((|λ|(2k + n))α),

con ĺım
|λ|(2k+n)→0

o((|λ|(2k + n))α)

(|λ|(2k + n))α
= 0.

Entonces el comportamiento asintótico de u(z , s, t) está dado por

ĺım
t−→∞

t
n+1
α máx

(z,s)
|u(z , s, t)− v(z , s, t)| = 0,

donde v es solución del problema parabólico del (−L)α en el grupo
Heisenberg.
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El problema parabólico de (−L)α está dado por

 vt(z , s, t) = −(−L)αv(z , s, t),

v(z , s, 0) = u0(z , s),

Observar que en las hipótesis del teorema J no es simétrico en la variable
s pero pedimos que u0 sea invariante por U(n) que es una hipótesis
fuerte.
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El perfil asintótico esta dado por:

Theorem

ĺım
t−→∞

máx
(z,s)
|t

n+1
α δtαu(z , s, t)− Gu0 (z , s)| = 0,

donde Gu0 (z , s) sastiface Ĝu0 (λ, k) = e−|λ|
α(2k+n)α û0(0, k).

Este resultado es diferente al análogo en Rn, donde el perfil es de la

forma GA‖u0‖L∞ donde GA satisface que ĜA(ξ) = e−A|ξ|
α

.
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Theorem

Además,

‖u(·, ·, t)‖L∞(Hn) ≤ Ct−
(n+1)
α ,

y para 2 < p <∞ por interpolación tenemos,

‖u(·, ·, t)‖Lp(Hn) ≤ Ct−
(n+1)
α

p−2
p .

Si en las hipótesis además pedimos que J sea simétrica en la variable s
podemos intepolar desde L1 pues la ecuación conservaŕıa la masa.
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