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Algebras de tipo divH

Algebras de tipo divH

Un algebra de Lie g es graduada si
g=> ¢
i€Z
con o N
o' o] C o'
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Algebras de tipo divH

Algebras de tipo divH

Un algebra de Lie g es graduada si
g=> ¢
i€Z
con o N
o' o] C o'

Un é&lgebra de Lie graduada
7," )
g=> ¢
i=—1

se dice n-graduada fundamental si

o g l=9""

En particular, g es nilpotente.
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Algebras de tipo divH

El algebra de Heisenberg de dimension 2n+ 1 es un algebra de Lie
2-graduada fundamental que puede describirse de dos formas
diferentes:

h=R"®R")®R
X+y+tx+7+1=> (xifi — Xy)
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Algebras de tipo divH

El algebra de Heisenberg de dimension 2n+ 1 es un algebra de Lie
2-graduada fundamental que puede describirse de dos formas
diferentes:

h=R"®R")®R
X+y+tx+7+1=> (xifi — Xy)

h=C" @ Im(C)
[x+t,X + 1] =1Im>_ xX])
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Algebras de tipo divH

Ry C son algebras de division reales, es decir, son espacios
vectoriales reales con un producto bilineal con identidad y donde todo
elemento no nulo es inversible. Ademas, poseen una norma | - | que
verifica:

a.b| = |al.|b]
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Algebras de tipo divH

Ry C son algebras de division reales, es decir, son espacios
vectoriales reales con un producto bilineal con identidad y donde todo
elemento no nulo es inversible. Ademas, poseen una norma | - | que
verifica:

|a.b| = |al.|b|

Teorema (Hurwitz, 1898)
Las unicas algebras de division reales normadas son R, C, H y O.
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Algebras de tipo divH

Para A =R, C,Hy O, se definen naturalmente algebras 2-graduadas
fundametales por:

bn(A) = (A"& A") & A
X+y+tx +y +1]1=> (xyl —xiy)
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Algebras de tipo divH

Para A =R, C,Hy O, se definen naturalmente algebras 2-graduadas

fundametales por:

bn(A) = (A"& A") & A
X+y+tx +y +1]1=> (xyl —xiy)

hhq(A) = (AP @ A%) @ Im(A)

X+y+tx +y +11==-SO_ XX+ Viw).
j K
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Algebras de tipo divH

Definicion

Denominamos algebras de tipo divH (o h(A)) a:
Q H(R) = bp.n—p(C) (Algebra de Heisenberg real)
Q 1,(C) (Algebra de Heisenberg complexificada)
Q b o(H)
Q hn(H)
Q v,(0)
Q 11(0)
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Algebras de tipo divH

Definicion

Denominamos algebras de tipo divH (o h(A)) a:
@ H,(R) =bp s p(C) (2n,1)

Q H,(C) (4n,2)

Q h,4(H) (4(p+9).3)

Q hy(H) (8n.4)

Q v ,(0) (8.7)

Q 1:1(0) (16.8)
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Algebras de tipo divH

Sea g =g ' @ g2 una algebra de Lie 2-graduada fundamental.
Definition

@ g se dice no singular si ad X : g~' — g—2 es sobre para todo
X € g~ " no nulo.
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Algebras de tipo divH

Sea g =g ' @ g2 una algebra de Lie 2-graduada fundamental.
Definition

@ g se dice no singular si ad X : g~' — g—2 es sobre para todo
X € g~ " no nulo.

@ g es de tipo Heisenberg (o tipo H) si existe un producto interno
graduado tal que los operadores J, : g~ — g~ definidos por:

<[X, Y], 2 >g-2a=< Iz X, Y >

verifican:

J2 = —|z]2Id
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Algebras de tipo divH

Sea g =g ' @ g2 una algebra de Lie 2-graduada fundamental.
Definition

@ g se dice no singular si ad X : g~' — g—2 es sobre para todo
X € g~ " no nulo.

@ g es de tipo Heisenberg (o tipo H) si existe un producto interno
graduado tal que los operadores J, : g~ — g~ definidos por:

<[X, Y], 2 >g-2a=< Iz X, Y >

verifican:

J2 = —|z]2Id

Algebras de tipo divH ¢ Algebras de tipo H c Algebras no singulares
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Algebras de Lie simples y subalgebras parabdlicas

Algebras de Lie simples y subalgebras parabélicas

Sea g un algebra de Lie simple real. Una subalgebra p C g se dice
parabdlica si existe una graduacion:

g=g"0..00 ogag ®...0g"
tal que:

n=g"®..og"

es fundamental y

1 0

p=9g"®..®g '®g
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Algebras de Lie simples y subalgebras parabdlicas

Algebras de Lie simples y subalgebras parabélicas

Sea g un algebra de Lie simple real. Una subalgebra p C g se dice
parabdlica si existe una graduacion:

g=g"0..00 ogag ®...0g"
tal que:

n=g"®..ag"

es fundamental y

1 0

p=9g"®..®g '®g

En dicho caso, n es el nilradical de p.
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Algebras de Lie simples y subalgebras parabdlicas

Las algebras de Lie compactas no tienen subalgebras parabdlicas no
triviales.
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Algebras de Lie simples y subalgebras parabdlicas

Las algebras de Lie compactas no tienen subalgebras parabdlicas no
triviales.

El &lgebra simple so(1, n) tiene una Unica subalgebra parabdlica no
trivial (salvo conjugacion) y su nilradical es abeliano.
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Algebras de Lie simples y subalgebras parabdlicas

Las algebras de Lie compactas no tienen subalgebras parabdlicas no
triviales.

El &lgebra simple so(1, n) tiene una Unica subalgebra parabdlica no
trivial (salvo conjugacion) y su nilradical es abeliano.

Las demas algebras simples no compactas tienen al menos un
parabdlico no trivial cuyo nilradical no es abeliano.
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Algebras de Lie simples y subalgebras parabdlicas

Teorema

(a) Toda algebra de Lie simple no compacta no isomorfa a so(1, n)
tiene una unica subalgebra parabdlica con nilradical no singular
(salvo conjugacion).

(b) Los nilradicales son exactamente las algebras de tipo h(A).
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Algebras de Lie simples y subalgebras parabdlicas

ba(C) : : :
para n par,
, Ell, paran=10
, , para n= 16,
, para n =28
paran=7,
paran=2
bn(C) : : :
paran=10, para n= 16, para n =28
paran=7, paran=2
. (EL)
bn(H)
bi.0(0)
h1(0)
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Distribuciones de tipo constante

Distribuciones de tipo constante

Sea D una distribucion en una variedad M tal que [D, D] = TM.

Toda 1-forma A nunca nula en M tal que A\(D) = 0 define una 2-forma
wy en D por:

wx(X,Y) = X(X,Y]) forX,YeD
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Distribuciones de tipo constante

Distribuciones de tipo constante

Sea D una distribucion en una variedad M tal que [D, D] = TM.
Toda 1-forma A nunca nula en M tal que A\(D) = 0 define una 2-forma
wy en D por:

wx(X,Y) = X(X,Y]) forX,YeD

La distribucién se dice fat si w) es no-degenerada para todo \.
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Distribuciones de tipo constante

Para cada x € M el espacio vectorial

TM(x)
D(x)

n(x) =D(x) ®

tiene una estructura natural de algebra de Lie 2-graduada
fundamental.
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Distribuciones de tipo constante

Para cada x € M el espacio vectorial

TM(x)
D(x)

n(x) =D(x) ®

tiene una estructura natural de algebra de Lie 2-graduada
fundamental.

El algebra de Lie n(x) se denomina el simbolo de D en x.
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Distribuciones de tipo constante

Para cada x € M el espacio vectorial

TM(x)
D(x)

n(x) =D(x)®
tiene una estructura natural de algebra de Lie 2-graduada
fundamental.

El algebra de Lie n(x) se denomina el simbolo de D en x.

Observacion

Una distibucién es fat si y sélo si su simbolo es no singular en cada
punto
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Distribuciones de tipo constante

Fijada un algebra de Lie fundamental n = g~' @ g2, una distribucion
D se dice de tipo constante n si para cada x el simbolo n(x) es
isomorfo a n.
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Distribuciones de tipo constante

Fijada un algebra de Lie fundamental n = g~' @ g2, una distribucion
D se dice de tipo constante n si para cada x el simbolo n(x) es
isomorfo a n.

Si fijlamos n = g~ @ g~2 y consideramos el grupo de Lie simplemente
conexo N con algebra de Lie n, g~ genera una distribucion en N de
tipo constante n a la que denominamos distribuciéon estandar de
tipo n.
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Distribuciones de tipo constante

Definicion
Un automorfismo infinitesimal de una distribuciéon D es un campo

vectorial X tal que
[X,D] Cc D

Los automorfismos infinitesimales estan generados por grupos
monoparamétricos de automorfismos de la distribucidén y forman un
algebra de Lie que denotamos Autinf(D).
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Prolongacion de Tanaka

Prolongacion de Tanaka

Sean = ,_, g un algebra de Lie fundamental. La prolongacion de

Tanaka de n es un algebra de Lie graduada
s=Pdm =P,
I€Z i€Z
que satisface:
Q ¢'(n) = ¢ paracada i < 0;
@ si X € g'(n) con i > 0 satisface [X,g_1] = 0, luego X = 0;
© g es el dlgebra graduada maximal que satisface 1y 2.
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Prolongacion de Tanaka

n es de tipo finito si g tiene dimensidn finita.
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Prolongacion de Tanaka

n es de tipo finito si g tiene dimensidn finita.

Theorem [Tanaka, 70]

Sea D una distribucién de tipo constante n. Si n es de tipo finito
entonces el algebra de Lie de automorfismos infinitesimales de D es
de dimensidn finita y su dimensién es < dim g. La igualdad se da siy
s6lo si D es localmente isomorfa a la distribucién estandar de tipo n, y
Autinf(D) es isomorfa a g.
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Prolongacion de Tanaka

Proposicion
Para toda algebra de Lie no singular n cuyo grupo de automorfismos
actua irreduciblemente en g/3, las siguientes proposiciones son
equivalentes:

@ n es el nilradical de una subalgebra parabdlica de un algebra de

Lie simple;
© n tiene prolongacion de Tanaka no trivial;
© n es de tipo divH.
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Geometrias parabdlicas

Geometrias parabolicas

Las geometrias parabdlicas son estructuras geométricas en
variedades que “deforman” las variedades de bandera G/P donde G
es un grupo semisimple y P es un subgrupo parabdlico.
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Geometrias parabdlicas

Geometrias parabolicas

Las geometrias parabdlicas son estructuras geométricas en
variedades que “deforman” las variedades de bandera G/P donde G
es un grupo semisimple y P es un subgrupo parabdlico.

Definition

Sea P C G subgrupo parabdlico de un grupo semisimple G,
p = Lie(P), g = Lie(G). Una geometria parabdlica de tipo (G, P) en
M es
@ un P-fibrado principal p : £ — M,
@ una 1-forma g-valuada w € Q' (€,9), llamada conexién de Cartan,
que verifica:
Q@ (Rn)*w=h"1-wparatodo h € H,
Q@ w(XT(\)) = xparatodo x € h, A € &,
© w(A): ThE — g esisomorfismo para cada A € £.
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Geometrias parabdlicas

Proposicién
Una distribucion fat soporta a una geometria parabdlica si y sélo si es
de tipo constante divH.
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Geometrias parabdlicas

Proposicién

Una distribucion fat soporta a una geometria parabdlica si y sélo si es
de tipo constante divH.

Por ejemplo,

G = sl(n+ 2,R) estructuras de contacto Lagrangeanas,

G =su(p+ 1,9+ 1), CR-estructuras partialmente integrables de tipo
hipersuperficie de signatura (p, q),

G = sp(2n+ 2, R), estructuras de contacto projectivas,

G=sp(p+ 1,9+ 1), estructuras de contacto cuaternidnico de
signatura (p, q).
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Geometrias parabdlicas
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Geometrias parabdlicas

MUCHAS GRACIAS!
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