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M denotará una variedad C∞.

una estructura compleja J es un tensor J : TM −→ TM tal que
J2
p = − Id y J[X ,Y ] = J[JX , JY ] + [JX ,Y ] + [X , JY ].

una métrica hermitiana g en (M, J) es una métrica tal que
g(X ,Y ) = g(JX , JY ), para todo X ,Y ∈ X(M).

J y g determinan una 2-forma dada por ω(X ,Y ) = g(JX ,Y ),
llamada la forma de Kähler.

(M2n, J, g) es una variedad de Kähler si ω satisface dω = 0.
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Se dice que una variedad hermitiana (M2n, J, g) es localmente conforme
Kähler (LCK) si existe una 1-forma cerrada θ definida globalmente en M
tal que

dω = θ ∧ ω

En este caso θ está determinada por

θ = − 1

n − 1
(δω) ◦ J.

Definición

Sea (M, J, g) una variedad LCK, se dice que g es una métrica Vaisman si
la forma de Lee θ es paralela con respecto a la conexión de Levi-Civita de
(M, g).
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Si J y g son invariantes a izquierda ⇒ ω y θ resultan invariantes a
izquierda. Entonces

dω = θ ∧ ω, ω ∈ Λ2g∗, θ ∈ g∗

{LCK o LCS invariantes enG}! {LCK o LCS en g}

Un subgrupo Γ ⊂ G se dice lattice o ret́ıculo si Γ es discreto y
co-compacto, i.e., Γ\G es una variedad compacta.

En esta charla estudiaremos las estructuras Vaisman ”invariantes“ en Γ\G ,
donde la estructura Vaisman proviene de una estructura invariante a
izquierda en G , o equivalentemente, una estructura en su álgebra de Lie g.
Interesan los G unimodulares, porque tienen chances de tener lattices.
Llamaremos solvariedad a Γ\G con G soluble.
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Otras estructuras geométricas

Una almost contact metric structure en un algebra de Lie h es un
cuadruple (〈· , · 〉, φ, ξ, η), donde 〈· , · 〉 es un prod. interno en g, φ es un
endomorfismo φ : h→ h, y ξ ∈ h, η ∈ h∗ satisfacen:

η(ξ) = 1,

φ2 = − Id +η ⊗ ξ,

〈φx , φy〉 = 〈x , y〉 − η(x)η(y), para todo x , y ∈ h.

La 2-forma fundamental Φ asociada a (〈· , · 〉, φ, ξ, η) se define por
Φ(x , y) = 〈φx , y〉, para x , y ∈ h. Una almost contact metric structure se
dice:

Sasakiana si Nφ = −dη ⊗ ξ y dη = 2Φ;

coKähler si dη = dΦ = 0 y Nφ = −dη ⊗ ξ. Equivalentlemente, φ es
paralela.

Nφ(x , y) = [φx , φy ] + φ2[x , y ]− φ([φx , y ] + [x , φy ]).

Las estructuras CoKähler son llamadas también “cosymplecticas” por
algunos autores.
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Relación con las estructuras sasakianas

Sea g = RAn ker θ, donde θ(A) = 1.

Lemma

(J, 〈· , · 〉) es Vaisman si y sólo si adA es un operador antisimétrico de g.

Proposition

Si (g, J, 〈· , · 〉) es Vaisman entonces ker θ tiene una estructura sasakiana.

Reciprocamente, sea (h, 〈· , · 〉, φ, η, ξ) un álgebra de Lie sasakiana.

g = RAnD h,

con D derivación antisimétrica de h, D(ξ) = 0 y Dφ = φD. Definimos
J|ker η := φ|ker η, JA = ξ, y extendemos 〈· , · 〉 a g tal que 〈A, h〉 = 0 y
|A| = 1 ⇒ (J, 〈· , · 〉) es una estructura Vaisman en g.

Theorem

Hay una correspondencia uno a uno entre estructuras Vaisman en g y
estructuras sasakianas en ker θ.
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Ahora asumimos g unimodular.

Lemma

Sea g un álgebra de Lie soluble unimodular con una estructura Vaisman
(J, 〈· , · 〉). Entonces JA ∈ z(g). Más aún z(g) ⊂ span{A, JA}.

Corolario

Toda álgebra de Lie unimodular soluble que admite una estructura
Sasakiana tiene centro no trivial.

ker θ = RJA
⊥
⊕ k,

X ,Y ∈ k : [X ,Y ] = ω(X ,Y )JA + [X ,Y ]k,

Usando un resultado en [AFV’09], (k, [·, ·]k, J|k, 〈· , · 〉|k) es Kähler.

Más aún, g unimodular ⇒ k unimodular.

Por un resultado en [Hano’57], (k, 〈· , · 〉|k) es plana.
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Relación con las Kähler planas

Theorem

Hay una correspondencia uno a uno entre álgebras de Lie solubles
unimodulares con estructuras Vaisman y pares (k,D) donde k es un álgebra
de Lie Kähler plana y D es una derivación antisimétrica de k que conmuta
con su estructura compleja.

Dicha correspondencia está dada por

g = RAnD (RJA⊕ω k),

Equivalentlemente g = k(D, ω) es la doble extención de k por el para
(D, ω).
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Proposition (Milnor, BDF)

Si (k, 〈· , · 〉) es un álgebra de Lie plana. Entonces k = z⊕ h⊕ k′ y

(a) k′ = [k, k] y h son abelianas.

(b) ad : h→ so(k′) es inyectiva y k′ tiene dimensión par.

(c) adx = ∇x para x ∈ z⊕ h.

(d) ∇x = 0 sii x ∈ z⊕ k′.

Con esta descripción de k obtenemos la siguiente obstrucción para la
existencia de estructuras Vaisman.

Theorem

Si g es un álgebra de Lie unimodular soluble que admite una estructura
Vaisman, entonces los autovalores de los operadores adx con x ∈ g son
todos imaginarios (algunos son ceros).

Un álgebra de Lie que satisface esta condición se llama tipo I.
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Si g es un álgebra de Lie unimodular soluble que admite una estructura
Vaisman, entonces los autovalores de los operadores adx con x ∈ g son
todos imaginarios (algunos son ceros).
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Relación con álgebras de Lie coKähler

Ya sabemos que
g = RAnD (RJA⊕ω k),

donde (k, J, 〈· , · 〉) es un álgebra de Lie Kähler plana y D una derivación
antisimétrica de k que conmuta con J.

Theorem

El algebra de Lie d = RAnD k admite una estructura coKähler
(〈· , · 〉|d×d, φ, ξ, η), donde φ ∈ End(d) está definido por φ(aA + x) = Jx for
a ∈ R, x ∈ k, y η := θ|d, ξ := A.

Y (d, 〈· , · 〉) también es plana.

Theorem

Además, si Φ denota la 2-forma fundamental en d asociada a esta
estructura coKähler, entonces g es isomorfa a la extensión central dΦ(JA).
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Relación con las LSA (left-symmetric algebras)

Una estructura LSA en un álgebra de Lie a es un producto bilineal
a× a −→ a, (x , y) 7→ x · y , que satisface

[x , y ] = x · y − y · x (1)

y
x · (y · z)− (x · y) · z = y · (x · z)− (y · x) · z , (2)

para todo x , y , z ∈ a.
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Theorem

Sea (h, 〈· , · 〉) un álgebra de Lie plana y sea β una 2-forma paralela con
respecto a la conexión de Levi-Civita ∇ de 〈· , · 〉 (por lo tanto β es
cerrada). Entonces la extensión central g = hβ(ξ) admite una estructura
LSA definida por

(aξ + x) · (bξ + y) =
1

2
β(x , y)ξ +∇xy , a, b ∈ R, x , y ∈ h.

Como consecuencia obtenemos:

Corolario

Sea g un álgebra de Lie unimodular soluble.

1 Si g tiene una estructura Vaisman, entonces g admite una estructura
LSA.

2 Si g admite una estructura Sasakian, entonces g admite una
estructura LSA.

Marcos Origlia Álgebras de Lie con estructuras Vaisman 1 de Septiembre 2017 Rosario 12 / 18



Ejemplo: Oscillator solvmanifolds

Comenzamos con el álgebra de Lie abeliana k = R2n con la estructura
Kähler canónica (J, 〈· , · 〉, ω), Jei = fi y sea ω =

∑n
i=1 e

i ∧ f i .
Consideramos la extensión central

s = Rξ ⊕ω k ∼= h2n+1

Definimos g mediante el producto semidirecto

g = RAnE h2n+1

donde la acción de A sobre h2n+1 está dada por la matriz

E = adA =


0

0 −a1
a1 0

. . .

0 −an
an 0

 .

Denotamos por g(a1,...,an) a esta álgebra de Lie.
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Consideramos el homomorfismo de grupos de Lie ϕ : R −→ Aut(H2n+1)

ϕ(t) = etE =


1

cos(a1t) − sin(a1t)
sin(a1t) cos(a1t)

. . .

cos(ant) − sin(ant)
sin(ant) cos(ant)

 , donde H2n+1 es

R2n+1 junto con el producto dado por

(z , x1, y1, . . . , xn, yn) · (z ′, x ′1, y ′1, . . . , x ′n, y ′n) =

=(z + z ′ +
1

2

n∑
j=1

(xjy
′
j − x ′j yj), x1 + x ′1, . . . , yn + y ′n).

Luego G es el producto semidirecto entre R y H2n+1 dado por ϕ, de esta
manera obtenemos el grupo de Lie simplemente conexo

G = G(a1,...,an) = Rnϕ H2n+1,

con álgebra de Lie Lie(G ) = g(a1,...,an).
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Sea Γk ⊂ H2n+1 para k ∈ N el ret́ıculo dado por

Γk =
1

2k
Z× Z× · · · × Z.

Si ai ∈ Z, entonces Γk es invariante por los subgrupos generados por
ϕ(π2 ), ϕ(π) y ϕ(2π). Aśı, tenemos 3 familias de ret́ıculos en G(a1,...,an):

Λk,1 =
π

2
Z n Γk ,

Λk,2 = πZ n Γk ,

Λk,4 = 2πZ n Γk .

Para cada g(a1,...,an) y Λk,i tenemos que

Mk,i = Λk,i\G(a1,...,an)

son solvariedades con estructuras Vaisman y con π1(Mk,i ) = Λk,i .
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Calculamos el primer grupo de homoloǵıa de Λk,j\G(a1,...,an) para
j = 2π, π, π/2:

• Como ϕ(2π) = Id, entonces Λk,2π = 2πZ× Γk , y la solvariedad
Λk,2π\G(a1,...,an) es isomorfa a la nilvariedad S1 × Γk\H2n+1. Luego el
primer grupo de homoloǵıa H1(Λk,2π\G(a1,...,an),Z) = Z2n+1 ⊕ Z2k y
b1 = 2n + 1.

• Para la familia Λk,π, la clase de isomorfismos de ret́ıculos depende de la
paridad aj , entonces

H1(Λk,π\G(a1,...,an),Z) = Λk,π/[Λk,π,Λk,π] ∼= Z⊕Z2k⊕(Z⊕Z)p⊕(Z2⊕Z2)n−p.

Y el primer número de betti es b1 = 2p + 1.

• Para la familia Λk,π/2, tenemos H1(Λk,π
2
\G(a1,...,an),Z) es

Λk,π
2
/[Λk,π

2
,Λk,π

2
] ∼= Z⊕ Z2k ⊕ (Z⊕ Z)c ⊕ (Z2 ⊕ Z2)d ⊕ (Z2)n−(c+d).

y b1 = 2c + 1.
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MUCHAS GRACIAS!!!

Marcos Origlia Álgebras de Lie con estructuras Vaisman 1 de Septiembre 2017 Rosario 18 / 18


