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M denotara una variedad C*°.

una estructura compleja J es un tensor J: TM — TM tal que
Jg =—Idy J[X, Y] =J[IX,JY]+ [UX, Y]+ [X, JY].

@ una métrica hermitiana g en (M, J) es una métrica tal que
g(X,Y)=g(JX,JY), para todo X, Y € X(M).

J 'y g determinan una 2-forma dada por w(X, Y) = g(JX,Y),
llamada la forma de Kahler.

(M2 J, g) es una variedad de Kahler si w satisface dw = 0.
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Se dice que una variedad hermitiana (M?2", J, g) es localmente conforme
Kahler (LCK) si existe una 1-forma cerrada 6 definida globalmente en M
tal que

do=0ANw

En este caso 6 estd determinada por

1
9=—n_1(5w)oJ.

Definicidon

Sea (M, J, g) una variedad LCK, se dice que g es una métrica Vaisman si
la forma de Lee 6 es paralela con respecto a la conexién de Levi-Civita de

(M. g).
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Si Jy g son invariantes a izquierda = w y 6 resultan invariantes a
izquierda. Entonces

dw=0ANw, we Ng*, feg

{LCK o LCS invariantes en G} «~ {LCK o LCS eng}
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Si Jy g son invariantes a izquierda = w y 6 resultan invariantes a
izquierda. Entonces

dw=0ANw, we Ng*, feg
{LCK o LCS invariantes en G} «~ {LCK o LCS eng}

Un subgrupo I' C G se dice lattice o reticulo si I es discreto y
co-compacto, i.e., ['\G es una variedad compacta.

En esta charla estudiaremos las estructuras Vaisman "invariantes” en '\ G,
donde la estructura Vaisman proviene de una estructura invariante a
izquierda en G, o equivalentemente, una estructura en su algebra de Lie g.
Interesan los G unimodulares, porque tienen chances de tener lattices.
Llamaremos solvariedad a '\ G con G soluble.
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Otras estructuras geométricas

Una almost contact metric structure en un algebra de Lie h es un

cuadruple ((-,-),®,&,7n), donde (-,-) es un prod. interno en g, ¢ es un
endomorfismo ¢ : h — h, y £ € h, n € h* satisfacen:

° () =1,
° ¢2 =—-Ild4+n®E,
o (¢x,¢y) = (x,y) = n(x)n(y), para todo x, y € b.
La 2-forma fundamental ® asociada a ({-,-), ¢,&,n) se define por

®(x,y) = (¢x,y), para x,y € h. Una almost contact metric structure se
dice:

o Sasakianasi Ny = —dn® {y dn = 29;

@ coKahler si dn=d® =0y Ny = —dn ® §. Equivalentlemente, ¢ es
paralela.

Ny (x,y) = [px, dy] + &°[x, y] — d([¢x, y] + [x, dy]).

Las estructuras CoKahler son llamadas también “cosymplecticas” por
algunos autores.
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Relacidn con las estructuras sasakianas

Sea g = RA x ker 6, donde 0(A) = 1.

(J,(-,-)) es Vaisman si y sélo si ada es un operador antisimétrico de g.

Proposition

Si(g,J,(-,-)) es Vaisman entonces ker 0 tiene una estructura sasakiana.
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Relacidn con las estructuras sasakianas

Sea g = RA x ker 6, donde 0(A) = 1.

(J,(-,-)) es Vaisman si y sélo si ada es un operador antisimétrico de g.

Proposition

Si(g,J,(-,-)) es Vaisman entonces ker 0 tiene una estructura sasakiana.

Reciprocamente, sea (b, (-, ), ¢,n,&) un algebra de Lie sasakiana.
g=RAxpb,

con D derivacién antisimétrica de h, D(§) =0y D¢ = ¢D. Definimos
Jlkern := @lkern, JA=E, y extendemos (-,-) a g tal que (A,h) =0y
|Al=1= (J,(-,-)) es una estructura Vaisman en g.
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Relacidn con las estructuras sasakianas

Sea g = RA x ker 6, donde 0(A) = 1.

(J,(-,-)) es Vaisman si y sélo si ada es un operador antisimétrico de g.

Proposition

Si(g,J,(-,-)) es Vaisman entonces ker 0 tiene una estructura sasakiana.

Reciprocamente, sea (b, (-, ), ¢,n,&) un algebra de Lie sasakiana.
g=RAxpb,
con D derivacién antisimétrica de h, D(§) =0y D¢ = ¢D. Definimos

Jlkern := @lkern, JA=E, y extendemos (-,-) a g tal que (A,h) =0y
|Al=1= (J,(-,-)) es una estructura Vaisman en g.

Theorem

Hay una correspondencia uno a uno entre estructuras Vaisman en g y
estructuras sasakianas en ker 0.
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Ahora asumimos g unimodular.

Lemma

Sea g un dlgebra de Lie soluble unimodular con una estructura Vaisman
(4,(-,-)). Entonces JA € 3(g). Mds adn 3(g) C span{A, JA}.

Corolario

| A\

Toda dlgebra de Lie unimodular soluble que admite una estructura
Sasakiana tiene centro no trivial.

v

ker = RJA GLB £,
X,Yet: (X, Y] =w(X,Y)JA+[X, Y]e,
Usando un resultado en [AFV'09], (&, [-, ¢, Jle, (-, )|¢) es Kahler.
Mas aln, g unimodular = £ unimodular.

Por un resultado en [Hano'57], (&, (-,-)¢) es plana.
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Relacién con las Kahler planas

Hay una correspondencia uno a uno entre dlgebras de Lie solubles
unimodulares con estructuras Vaisman y pares (¢, D) donde ¢ es un dlgebra
de Lie Kahler plana y D es una derivacion antisimétrica de € que conmuta
con su estructura compleja.

Dicha correspondencia estd dada por
g =RAxp (RJA®, t),

Equivalentlemente g = ¢(D, w) es la doble extencién de ¢ por el para
(D,w).
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Proposition (Milnor, BDF)

Si (&,(-,-)) es un dlgebra de Lie plana. Entoncest =3®hdt y
(a) ¥ = [t ] y b son abelianas.

(b) ad : b — so(¥') es inyectiva y ¥ tiene dimensién par.

(c) ady =V parax € 3D bh.

(d) Vx=0sixes;d¥.

Con esta descripcidn de £ obtenemos la siguiente obstruccién para la
existencia de estructuras Vaisman.
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Proposition (Milnor, BDF)
Si (¢ (-,-)) es un dlgebra de Lie plana. Entoncest =3 h Dt y

(a)

(b)

(c) ady =V parax € 3D bh.
(d) Vx=0siixec;a¥.

Con esta descripcidn de £ obtenemos la siguiente obstruccién para la
existencia de estructuras Vaisman.

Si g es un algebra de Lie unimodular soluble que admite una estructura
Vaisman, entonces los autovalores de los operadores ady con x € g son
todos imaginarios (algunos son ceros).

Un &lgebra de Lie que satisface esta condicién se llama tipo |.
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Relacién con algebras de Lie coKahler

Ya sabemos que
g =RAxp (RJA®, t),

donde (¢, J,(-,-)) es un algebra de Lie Kahler plana y D una derivacién
antisimétrica de £ que conmuta con J.

El algebra de Lie 9 = RA x p € admite una estructura coKahler
(¢, )oxo, @, &,m), donde ¢ € End(d) esta definido por ¢(aA + x) = Jx for
aeR, xet, yn:=0f, &:=A

Y (0,(-,-)) también es plana.

Ademads, si ® denota la 2-forma fundamental en O asociada a esta
estructura coKahler, entonces g es isomorfa a la extension central 0¢(JA).
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Relacién con las LSA (left-symmetric algebras)

Una estructura LSA en un algebra de Lie a es un producto bilineal
axa— a, (x,y)+— x-y, que satisface

x,y]=x-y—y-x

x-(y-z)=(x-y)z=y-(x-2)=(y-x)z

para todo x,y,z € a.

11/ 18
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Theorem

Sea (h,(-,-)) un algebra de Lie plana y sea [3 una 2-forma paralela con
respecto a la conexion de Levi-Civita V de (-, -) (por lo tanto ( es
cerrada). Entonces la extension central g = hz(&) admite una estructura
LSA definida por

(a6 +x) - (b6 +y) = 2B, V)6 + Vv, 2,bER xy b,

Como consecuencia obtenemos:

Corolario

Sea g un algebra de Lie unimodular soluble.

© Si g tiene una estructura Vaisman, entonces g admite una estructura
LSA.

@ Si g admite una estructura Sasakian, entonces g admite una
estructura LSA.

\
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Ejemplo: Oscillator solvmanifolds

Comenzamos con el algebra de Lie abeliana £ = R?” con la estructura
i L _ £ i i

Kahler canénica (J, (-, ),w), Jei=fi yseaw =" ;e Af".

Consideramos la extensién central

s=R{EP,EE H2n+1
Definimos g mediante el producto semidirecto
g=RAXEb2p1

donde la accién de A sobre hp,11 estd dada por la matriz

0

Denotamos por g(,, ... a,) @ esta dlgebra de Lie.
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Consideramos el homomorfismo de grupos de Lie ¢ : R — Aut(Hap+1)
1
cos(ajt)  —sin(agt)
sin(a; t) cos(aj t)

p(t) = et = . , donde Ho, 11 es

cos(apt)  —sin(apt)
sin(ant) cos(ant)

R2"*1 junto con el producto dado por
(Zaxla)/b cee 7Xn7yn) ’ (Zlvlelay{> s 7X/,17y/,1) =

1 n
:(Z+Z/+§ E (XJyJ/_XJ/y_])uXI _’_X{auyn_’_yr/)
=1

Luego G es el producto semidirecto entre R y H»,41 dado por ¢, de esta
manera obtenemos el grupo de Lie simplemente conexo

G = G(al,...,an) =R X H2n+1a

con dlgebra de Lie Lie(G) = g(a,,....a,)-
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Sea [y C Hapy1 para k € N el reticulo dado por

I’k:%Zxeme.

Si a; € Z, entonces [ es invariante por los subgrupos generados por
©(5), p(m) y p(2m). Asi, tenemos 3 familias de reticulos en Gy, . 4.):

Ak,l = gZ X Fk,

Ak,2 =7l X I'k,
/\k,4 =27 X I'k.

Para cada g(a,.....a,) Y A\k,i tenemos que

My.i = Ne,i\G(ay,....a0)

son solvariedades con estructuras Vaisman y con w1 (Mg ;) = A ;.
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Calculamos el primer grupo de homologia de Ax j\G(a,,....a,) Para
Jj=2m,7m,m/2:

e Como ¢(27) = Id, entonces Ay o = 27Z x 'y, y la solvariedad

Ak 27\ G(ay,...,a,) €S isomorfa a la nilvariedad S x T \Haps1. Luego el
primer grupo de homologia Hi (A 2\ G 7) = 72" @ Zoy y
b1 =2n+ 1.

317-~~73n)7

e Para la familia Ay ., la clase de isomorfismos de reticulos depende de la
paridad a;, entonces

Hl(/\k,’ﬂ'\G(al,...,an)’ Z) = /\k,ﬂ/[/\k,ﬂv /\k,7r] = Z@Z2k@(Z@Z)p@(Z2@Z2)n_p'

Y el primer nimero de betti es by = 2p + 1.
e Para la familia Ay />, tenemos Hl(/\k,g\G(al,,..,a,,yZ) es

Nz /Wiz Mzl =26 Lo @ (ZS L) & (Lo ® L) & (2Zo)"(H),

yb1:2<:+l.
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MUCHAS GRACIAS!!!

Moarcos Origlia Algebras de Lie con estructuras Vaisman 1 de Septiembre 2017 Rosario 18 /18



