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Go-estructuras

[Berger, 1955]: M variedad Riemanniana simplemente conexa e
irreducible.j grupos de holonomia? ~» G,

[Bryant, 1987]: Ejemplos locales.
[Bryant y Salamon, 1989]: Ejemplos completos.

[Joyce, 1995]: Existencia de ejemplos compactos.

Definicién
M7 variedad diferenciable, pE Q3M es una Go-estructura si Vp € M

op = 12T 4 347 567 135 146 236 245
p =

+ e +e e —e7t —e” T,

para alguna base {e;,..., e} de T,M.
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[Bryant, 1992] Flujo Laplaciano:

o(t) = Dyeyp(t)

o
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[Bryant, 1992] Flujo Laplaciano:

Zo(t) = Dynyp(t)

donde A, = —d *,d *,+*,d x,d.
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¢ una Gp-estructura ~» métrica riemanniana g, y orientacion.

M compacta
A =0 } Hol(M, g,) C Go.

[Bryant, 1992] Flujo Laplaciano:

Zo(t) = Dynyp(t)

donde A, = —d *,d *,+*,d x,d.
op(t) = c(t)f(t)*p, c(t) € R*y f(t) € Diff(M).
oA =g+ Lxyp, AeR, X e X(M) (completo).
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Gr-estructuras en algebras de Lie

G grupo de Lie simplemente conexo ~~ Lie(G)=g.
© una 3-forma invariante a izquierda en G.

Xp € X(G), asociado a D € Der(g).

[CF]: ny,...,n12.

[FEM]: nj — ¢;.

Pregunta: j(n;, ;) solitén de Laplace?

Ap0i = Api + Lx, i
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n3 = n3(a, b, ¢)
[e1, @] = —aes, [e1,e3] = —bes, [e2, €3] = —ce.

o de* = ae'?,  ded = be'?, de® = ce®.

¢ € N3n3, D € Der(ns), A€ R

‘ Ay = Lxyp+ Ap

3= e123 + el45 + 6167 + e246 _ e257 _ e347 _ e356 c /\3‘(13.
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n3 = n3(a, b, ¢)
[e1, @] = —aes, [e1,e3] = —bes, [e2, €3] = —ce.

o de* = ae'?,  ded = be'?, de® = ce®.

¢ € N3n3, D € Der(ns), A€ R

‘ Ay = Lxyp+ Ap

3= e123 + el45 + 6167 + e246 _ e257 _ e347 _ e356 c /\3‘(13.

idps =07
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n3 = n3(a, b, ¢)
[e1, @] = —aes, [e1,e3] = —bes, [e2, €3] = —ce.

o de* = ae'?,  ded = be'?, de® = ce®.

¢ € N3n3, D € Der(ns), A€ R

‘ Ay = Lx, 0+ Ap

3 = €123 | Q145 | Gl67 | 246 25T G347 356 ¢ p3py
idps =07
dps = (a— b — c)e!??"
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n3 = n3(a, b, ¢)
[e1, @] = —aes, [e1,e3] = —bes, [e2, €3] = —ce.

o de* = ae'?,  ded = be'?, de® = ce®.

¢ € N3n3, D € Der(ns), A€ R

‘ Ay = Lx, 0+ Ap

3 = €123 | Q145 | Gl67 | 246 25T G347 356 ¢ p3py
idps =07
dpz3=(a—b—c)e!?®" =0
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n3 = n3(a, b, ¢)
[e1, @] = —aes, [e1,e3] = —bes, [e2, €3] = —ce.

o de* = ae'?,  ded = be'?, de® = ce®.

¢ € N3n3, D € Der(ns), A€ R

‘ Ay = Lx, 0+ Ap

03 1= €123 | g5 4 o167 | o296 _ 57 _ 34T _ 356 ¢ p3p:
idps =07
dpz = (a—b—c)el?® =0« a=b+c.
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ADpp = Lxpp + Ap
Si @3 es cerrada,

Ap3 = —dxdxp3 = 2(b2 +c24 bc)e123.
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ADpp = Lxpp + Ap
Si @3 es cerrada,

Ap3 = —dxdxp3 = 2(b2 +c24 bc)e123.

Lx,p3 =7
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ASDW = 'CXDSD + Ap

Si 3 es cerrada,

Apz = —d xd xp3 = 2(b2 +c2+ bc)e123.

EXD ©3 =7

Si D diagonal = Lx, e’ = (D;i + Dj; + Dyx)el.
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ASOQO = 'CXDSD + Ap

Si 3 es cerrada,

Apz = —d xd xp3 = 2(b2 +c2+ bc)el23.

EXD ©3 =7

Si D diagonal = Lx, e’ = (D;i + Dj; + Dyx)el.
~~» D = (b? + % + bc) Diag(—1,-1,-1,-2,-2,—-2,-2)
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Dpp = Lxyp+ Ap

Si 3 es cerrada,
Apz = —d xd xp3 = 2(b2 +c2+ bc)el23.
EXD(pg =7
Si D diagonal = Lx, e’ = (D;i + Dj; + Dyx)el.

~ D = (b?® + 2 + bc) Diag(—1, -1, -1, -2, -2, -2, —2)
~ X =5(c? + b? + bc) > 0.
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Ay = Lxy o+ Ap

Si 3 es cerrada,
Apz = —d x d x o3 = 2(b? + c® + bc)e!?3.
EXD(pg =7
Si D diagonal = Lx, e’ = (D;i + Dj; + Dyx)el.
~ D = (b2 -+ C2 + bC) Dlag(—l, —1, —].7 —27 —2, —27 —2)

~ X =5(c? + b? + bc) > 0.
= (n3(b+ ¢, b, c), p3) es solitén de Laplace de expansion, Vb, c € R*.
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n3(1,1—t,t), te(0,3)

[—1— (1 —t)? 0 0 0 0 0 0

0 —1-¢ 0 0 0 0 0

1 0 0 —(1—-t)2-t> 0 0 00

Rice = o 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 (1-¢t)2 0 0

0 0 0 0 0 t2 0

i 0 0 0 0 0 0 0
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n3(1,1—1t,t), te(0,3)

[—1— (1 —t)? 0
0 —1—¢?
. 0 0o —(1-
Ric; = 5 0 0
0 0
0 0
I 0 0
t2 (1—-1)?
25 2 °©

O OO O+ OO
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0 0
0 0
0 0
0 0
(1-¢t)2 0
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n3(1,1—1t,t), te(0,3)

[—1— (1 —t)? 0 0 0 0 0 0

0 —1—t? 0 0 0 0 0

) 0 0 —(1-t)2-t>2 0 0 0 0

Rice = o 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 (1-t)% 0 0

0 0 0 0 0 t2 0

i 0 0 0 0 0 0 0]

n3(1, 1—t, tl) £ ‘(13(/(, k(l — tz), ktz), Vti # th € (O, %), k € R*.

= n3 admite una familia continua de solitones de Laplace salvo
equivalencia y mdltiplo por escalar.
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Resultados

e Encontramos un solitén de Laplace en cada una de las siete primeras
dlgebras nq,...,ny.

e Todos los solitones encontrados son de expansidn y ninguno es una
autoforma (i. e. Ay = Ap).

e n3 admite una familia continua de solitones de Laplaces salvo
equivalencia y mdltiplo por escalar.

e En los casos ng,...,n7 la derivarcién D involucrada no es diagonal y su
transpuesta D! no es derivacién. Es decir, son solitones semi-algebraicos.
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M7 variedad diferenciable.
© una Gp-estructura en M.

R la curvatura escalar y Ric el operador de Ricci de g,.
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Estructuras extremally Ricci pinched (ERP)

M7 variedad diferenciable.
© una Gp-estructura en M.
R la curvatura escalar y Ric el operador de Ricci de g,.

Teorema (Bryant)

Si M compacta y ¢ cerrada, entonces

/R2*1§3/ |Ric|?* 1,
M M

y la igualdad se da si y sélo si dT = %|T|2(p + % (T AT).
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Estructuras extremally Ricci pinched (ERP)

M7 variedad diferenciable.
© una Gp-estructura en M.
R la curvatura escalar y Ric el operador de Ricci de g,.

Teorema (Bryant)

Si M compacta y ¢ cerrada, entonces

/R2*1§3/ |Ric|?* 1,
M M

y la igualdad se da si y sélo si dT = %|T|2(p + % (T AT).

Las estructuras para las cuales se da el igual se llaman extremally Ricci
pinched (ERP).
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Consideramos la funcional
R2
F=——
| Ric 2’

en el espacio de todas las Gy-estructuras homogeneas no flat.
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Consideramos la funcional
R2
F=——
| Ric 2’

en el espacio de todas las Gy-estructuras homogeneas no flat.
F mide cuan lejos estd una métrica de ser Einstein.

Se satisface que 0 < F < 7.

Pregunta: La desigualdad F < 3, jse mantiene para cualquier
Gp-estructura homogénea cerrada?
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Respuesta: No.

Ejemplo

g dlgebra de Lie soluble con base {ey,..., e}, con

h = (e1, exe3, €4, €5, €6) ideal 2-pasos nilpotente con corchete de Lie:
[e1,e4] = —es, [e1,63] = —€5, [e2,e3] = —e5, [e2,e4] =65y
ader|y = Diag(a,a,%—a,% ,2,2) € Der(h), aeR.

@ = @127 4 34T | 567 | 135 _ o146 _ 0236 _ ;245

(—4a° +2a—17)?
16a* — 1623 + 2822 — 12a + 11’

= F(a) =

F(3) =8 ~476.
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iMUCHAS GRACIAS!
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