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Sea (M", g) una variedad Riemanniana cerrada (n > 3) y sea
G C I(M, g) un subgrupo compacto de isometrias.

Una solucién G—equivariante de la ecuacién de Yamabe de (M, g)
es una funcién f G—invariante (f oo = f Yo € G) que satisface
para algin ¢ € R.

4(n—1)

(n—2)

Lg(f)

donde sz es la curvatura escalar de (M, g).

4
Dgf +s4f = c|f|m2f  (Ec.Y),
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Sea (M", g) una variedad Riemanniana cerrada (n > 3) y sea
G C I(M, g) un subgrupo compacto de isometrias.

Una solucién G—equivariante de la ecuacién de Yamabe de (M, g)
es una funcién f G—invariante (f oo = f Yo € G) que satisface
para algin ¢ € R.

4(n—1) 4
mAgf"‘ng:C“c‘"_zf (ECY),
Lg(f)

donde sz es la curvatura escalar de (M, g).

Si f > 0 es una solucién de (EC.Y), entonces

h=fragc el

es una métrica conforme a g, de curvatura escalar constante c y
G—invariante (G C (M, h)).
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Existencia de soluciones G—invariantes positivas
4
Lg(f) = c|f[»2f
e Si G = ldyy = clésico problema de Yamabe.

Yamabe (1960), Triidinger (1968), Aubin (1976) y Schoen (1984):

Existe una soluciéon positiva de la Ec. de Yamabe sii

signo(c) = signo(Y(/\//, [g]))
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Existencia de soluciones G—invariantes positivas
4
Le(F) = c|F|72f
e Si G = ldyy = clésico problema de Yamabe.

Yamabe (1960), Triidinger (1968), Aubin (1976) y Schoen (1984):

Existe una soluciéon positiva de la Ec. de Yamabe sii
signo(c) = signo(Y(l\/I, [g]))
o Si existe h € [g] tal que s, <0 (sii Y(M,[g]) <0)

Escencialmente hay solucién tinica = invariante por I(M, g) =
solucién positiva G—invariante.
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Constante equivariante de Yamabe.

Sea el funcional

VI + s F2d
F e Co(M) — {0} — J(r) = Ju VI T s dve

(S fr2dvg)

La constante G—equivariante de Yamabe de (M, g) es

Ye(M,g) = J(f).

inf
feCge(M)—{0}

Si Yo(M,g) = J(f) = f es solucién G—equivariante de (Ec. Y).
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SiG= {IdM}' YG(M7g) = Y(Mvg)
Y(M,g) < Y(5",g§) = n(n—1)vol(S", g§)7= Y(S")
Si(M,g) # (5" g5) = Y(M,g) < Y(S").

En el caso general se tiene que:
Si Og(P) es la 6rbita de P € M, sea
Ag := inf Oc(P)}.
¢ = jnf {#0c(P)}

La constante esta acotada por

2
Y(M,g) < Ys(M,g) < Y(S")AL.

Si Yo(M,g) <00 Ag =400, se satisface la desigualdad estricta.
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ParaPe My § >0, sea

n—2

PPe(Q) = CEW(Q)<€2_|_C/§(QP)> L

donde 7 es una funcién cut-off centrada en P.

J(dpe) —eso Y(ST).
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Si A¢ < +ooy {Pi,...,Pp.} una orbita minimal.

Ae
¢E(Q) = Z QZ)P,-,a(Q)a
i=1

¢ es G in-
variante,

J(62) —seso Y(STAL,

2
Ye(M,g) < Y(S")AL.
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Hebey y Vaugon (1993) probaron que

2
Si Yo(M,g) < Y(S")Ng = Ys(M, g) se realiza.

Conjetura de Hebey-Vaugon

Si (M, g) no es conforme a la esfera o G actua sin puntos fijos,
entonces

2
Yo(M,g) < Y(ST)AL.
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Hebey y Vaugon (1993) probaron que

2
Si Yo(M,g) < Y(S")Ng = Ys(M, g) se realiza.

Si (M, g) no es conforme a la esfera o G actua sin puntos fijos,
entonces

2
Yo(M,g) < Y(ST)AL.

La conjetura es cierta si vale el Teorema de Masa Positiva en todas
las dimensiones (Hebey-Vaugon (1993)-Madani 2012)
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Soluciones Nodales
Si f es solucién de la Ec. Yamabe de (M, g), M conexa,

Le(F) = c|f|72f
y para algiin P € M f(P) =0,

por el principio fuerte del
maximo, f = 0 o cam-

\ f bia de signo, es decir f es
nodal.
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Si f es solucién de la Ec. Yamabe de (M, g), M conexa,
Le(F) = c|f|72f
y para algiin P € M f(P) =0,

por el principio fuerte del
maximo, f = 0 o cam-

’ f bia de signo, es decir f es
nodal.

Para (5", g§') no existen soluciones nodales radiales. (Pohozaev
(1965)). Pero si, cuando G = O(k) x O(n+ 1 — k) (Ding (1986)).
Otras, Jourdain (1999), Del Pino, Musso, Pacard, Pistoia (2010).
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Ammann-Humbert (2006):

Si (M", g) no es localmente conforme plana (n.l.c.p.) y
Y(M,g) > 0, entonces existe una solucién nodal de (Ec. Y)
esi Y(M,g)>0yn>11

esi Y(M,g)=0yn>0.
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Si (M", g) no es localmente conforme plana (n.l.c.p.) y
Y(M,g) > 0, entonces existe una solucién nodal de (Ec. Y)
esi Y(M,g)>0yn>11
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El espectro de L,

M(g) <h(g)<As(g) < < Akl(g) /oo,
——

signo de Y (M.,g)
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Ammann-Humbert (2006):

Si (M", g) no es localmente conforme plana (n.l.c.p.) y
Y(M,g) > 0, entonces existe una solucién nodal de (Ec. Y)
si Y(M,g)>0yn>11
siY(M,g)=0yn>09.

El espectro de L,

M(g) <h(g)<As(g) < < Akl(g) /oo,
——

signo de Y (M.,g)

El Sayed (2013) (M",g)y Y(M,g) <0
si A2(g) < 0 existe solucién nodal.
si A2(g) >0, (M, g) n.lc.p. ydim(M) > 6 existe solucién nodal.
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Sea W el tensor de Weyl de (M, g).
(M, g) es localmente conforme plano sii W # 0.
Definimos w : M — INg U {+00}.
_ inf{/ € Ny : V/W(x) # 0}
w(x) = vl —
+oosi VIW(x) =0V 1.
(M, g) localmente conforme plana = w = +oc.

(M, g) no es localmente conforme plana = 3 P € w(P) = 0.
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Teorema [H-Madani| (2016)

Sea G C I(M, g) compacto y Ys(M,g) > 0, entonces existe un
solucién nodal G—equivariante de la (Ec. Y) de (M, g) si

a) Ag = +c.
b) Existe P de orbita minimal tal que w(P) < =2 y

6
en>11si Yg(M,g) > 0.
en>09si Yo(M,g)=0.
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[H-Madani] (2016)

Sea G C I(M, g) compacto y Ys(M,g) > 0, entonces existe un
solucién nodal G—equivariante de la (Ec. Y) de (M, g) si

/\G = +400.

Existe P de orbita minimal tal que w(P) < "gz y
n>11si Yg(M,g) > 0.
n>9si Yg(M,g)=0.

Si restringimos L, a HiG(M), su espectro es

AM,6(8) £ M6(8)< A36(8) < -+ < Agi(g) / +00, C (Spect(Ly))

[g]c métricas G—invariantes en [g].
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Segunda constante equivariante de Yamabe.

Y2(M, [g]¢) i= L0 o, (h)vol(M, h)a.

Si Y3(M,[glc) minimizantes nos dan solu-
se realiza ciones nodales.

Pero YZ(M,[g]c) no se realiza en métricas Riemannianas. Para
obtener minimizantes debemos extender [g]g:

2n
[8]G.gen = {uﬁg S u€E Lgéo — {0} } (métricas generalizadas)

Y2(M,[glc) == inf Aag(h)vol(M, h)r.

he[g]G,gen
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Teorema [H-Madani| (2016)

Si Y6(M,[g]lc) > 0y se realiza por una métrica general
4
h=u"2g (|Jul| 2. = 1), entonces u = |v|, donde v es una
n—2

solucién nodal G— equivariante de (Ec. Y)

Le(v) = Y2(M, [gl¢)Iv|72v.
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[H-Madani] (2016)

Si Yo(M,[g]c) > 0y se realiza por una métrica general
4
h=u"2g (|Jul| 2. = 1), entonces u = |v|, donde v es una
n—2

solucién nodal G— equivariante de (Ec. Y)
4
Lg(v) = Y&(M, [gl6)Iv|™2v.

La constante se realizara si se cumple

2

Y2(M,lgle) < (Yo(M. [gle)t + Y(ST)iAc)".

Evita fendmenos de concentracién. Es decir, podemos encontrar
una sucecién de métricas generalizadas que no convergen a cero.
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En general, si Yg(M, g) se alcanza, se puede ver que la 2da
constante equivariante estd acotada por

2

20 Ye (M, [gl6) < Y&(M.lglo) < (Yo(M. [gle)? + Y(S")iA) "

la desigualdad estricta se da

2
n

Ya(M. [gle) < (Yo(M. [gle)? + Y(S)iAc)

se da en las condiciones del Teorema, es decir.
Ng = +o0.
Existe P de orbita minimal tal que w(P) < 252 y
n>11si Yg(M,g) > 0.
n>9si Yg(M,g)=0.
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Caracterizacién min-max:

fM aWV|§+th + sgv2dvg

Y2(M, lgle) = inf sup
¢ ueLP(M)>0 vev—{0} fM uﬁ v2dvg

20 2
x(/ un-2dvg)n.
M
donde V' un subespacio de H; (M) con dim(V) =2 en
H12,G(M —{u=0}),a=4(n-1)/(n-2).

Para probar la desigualdad hay que encontrar u'y V adecuados.
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Caracterizacién min-max:

fM aWV|§+th + sgv2dvg

Y2(M, lgle) = inf sup
¢ ueLP(M)>0 vev—{0} fM uﬁ v2dvg

2n 2
x(/ un-2dvg)n.
M

donde V' un subespacio de H; (M) con dim(V) =2 en
HiG(M —{u=0}),a=4(n-1)/(n-2).

Para probar la desigualdad hay que encontrar u'y V adecuados.

Métrica test:

Por ej., para Yg(M,g) > 0, Ag < +00
Sea ¢ tal que
J(p) = Ye(M,g)
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n—2 n—2
g 1= J(¢€)T¢E + YG(Mag)TSO

Ve = span(% w)

Sea P de orbita minimal Og(P), dado

€ ng2
¢P,e(Q) = UP,&(W(P’Q))
definimos
[%]
Upe(Q) = (14 r ) cpn(€))op.o(Q)
k=1
Finalmente,

Ge 1= Z wP750071

oceG/H

donde H C G es el estabilizador de P.

Soluciones Equivariantes de la Ecuacién de Yamabe



n—

U= Y(6e)T b + Yo(M, )T ¢

V. = span{¢:, ¢}

para ¢ suficientemente chico y w(P) < (n— 2)/6.

[iy alV V2, ., + sgv2dyg
Y&(M,[gle) < sup M £
VEVa*{O} f/\/[ U;_Q V2dVg

2

_2n_ n n n
x(/ o dvg)h < [Ye(M.g)? + Y(ST)EAG] "
M
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iMuchas Gracias!



