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H,, b,y U(n) : el grupo, el dlgebra y la accion.

El grupo de Heisenberg de dimensién (real) 2n+ 1 es el grupo de Lie
H, =C" xR,
con la ley de grupo dada por (z,t)(z/,t') = (z+ 2/, t +t' — %ij(z, z’)), donde
B(z,z') = znjlzjzj’
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H,, b,y U(n) : el grupo, el dlgebra y la accion.

El grupo de Heisenberg de dimensién (real) 2n+ 1 es el grupo de Lie
H, = C" x R,
con la ley de grupo dada por (z,t)(z/,t') = (z+ 2/, t + t/ — %ij(z, z’)), donde
B(z,z') = zn: zjzj’
El dlgebra ZJ;IHeisenbeg de dimensién (real) 2n+ 1 es el algebra de Lie asociada
b =C" O R;

la base candnica viene dada por {Xy,...,Xn, Y1,...,Yn, T}, con [X;,Yj] =T los
nicos corchetes no nulos.
El grupo unitario es el subgrupo

U(n) = {g € Mn(C) : gB = Bg}

act@ia naturalmente sobre Hy: g - (z,t) = (gz, t).
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(H,, U(n)) y ©xk: el par de Gelfand y las funciones esféricas.

(Ha, U(n)) es un par de Gelfand: L' (y(n)\Hn/y(n)) €s una subalgebra de Banach
conmutativa.
Equivalentemente, la subalgebra del AUE D(H,)Y(") = span{L, T} es conmutativa.
n
Aqui, L= > X? + Y7 es el sublaplaciano.
j=1
Las funciones esféricas asociadas al pdG pueden ser clasificadas en dos tipos (1992,
[BJR]):
Tipo | restringidas al centro son caracteres no triviales

k — 1\ A I
oxk(z, t) = ( +Z ) e~ epn-1 (%\z\z) e*T‘\ZP’

A#0y k>0, donde L271 es el polinomio de Laguerre de orden n—1 y grado k.

Tipo Il constantes en el centro

2n=1(p—1)!

WJn—l(|ZHW|)v

nw(Z, t) =
con w € C"\{0}, donde J,_1 es la funcién de Bessel de orden n — 1 de la
primera clase, y
no(z,t) =1.
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L+ «|T|: el operador.

Las funciones esféricas de tipo | son autofunciones simultdneas de Ly T:

Lox ke = — [A(2k + n)ox «,
Toxk =iApxk,

y proveen de una descomposicién espectral de L?(H,) asi como de una férmula de
inversién: para f € S(Hp),

oo
0= [ (FronEnardn (F1)
k>0_"
Esto nos permite definir el operador |T| a través de sus autovalores:

I Tloxk = [Aleox ks

y de la FI podemos escribir

Tl 0= 3 [ IAF « a0z DA

k>0_"

Finalmente definimos el operador A, = L+ «| T

, para a € R. Observemos que

Acprk = —|A(2k + n — a)px k-



®7: El problema.

En este contexto definimos como una solucién fundamental para un operador D a una
distribucién temperada @ tal que para toda f € S(H,), el operador definido como
Kf = f * ® verifique

KoDf = Do Kf =f.
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®7: El problema.

En este contexto definimos como una solucién fundamental para un operador D a una
distribucién temperada @ tal que para toda f € S(H,), el operador definido como
Kf = f * ® verifique

KoDf = Do Kf =f.

El problema consiste en calcular explicitamente una solucién fundamental para el
operador A, . Para resolverlo se nos presentan dos caminos. Antes de tomar alguno de
ellos, revisemos el pasado.

Antecedentes:

» En H, bajo la accién de U(n): Folland, Folland-Stein y otros calcularon por
diferentes métodos la SF para Ly L+ iaT,

> En H, bajo la accién de U(p, q): Godoy-Saal calcularnon la SF L, y en [CS] la
adaptamos para L+ iaT.

» En grupos de tipo H bajo la accién de un grupo unitario: Kaplan calcula la SF,

en [CS] adaptamos el método de [GS] para obtenerla, con calculos explicitos
para N(p, q,H) bajo la accién de U(p, q,H).
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Motivacién para introducir el operador A,: el método de Godoy y Saal para calcular
la SF de Lq.
Ventaja: a partir de la Fl se puede proponer un candidato natural. En este caso seria

< g, f = /—< > [A"dA,
o > TGk —a) S [A]
k>0_7

para f € S(H,).
Dificultades que se nos han presentado:
» La buena definicién. ; Tiene sentido nuestra expresion formal? El método utiliza
en esta instancia de la prueba la representacion derivada, que en este caso no
esta disponible pues | T| no es un elemento del AUE.

» El candidato propuesto ;jnos proporciona realmente una solucién fundamental
para Lo ? Deberiamos justificar el comportamiento del operador A, frente a la
convolucién, pero nuevamente |T| no es un elemento del AUE.

» Finalmente, jpuede expresarse ®, con una férmula explicita? En casos
particulares de n y o podemos hacer algunos calculos formales, pero no esta
claro que una férmula general pueda deducirse.
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Camino 1, paso 1: el Lema de Abel.

Sin atender a cuestiones de convergencia... Tenemos que

_ 1 T inepn—1 (1AL 2 L2 e
—%—Zm/e L (Gl ) e s m ATdA

k>0 oo
PNk
y el lema de Abel nos permitiria escribir
o0
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. r . _ ixt n—1 [ IA 2y 0
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Y podemos calcular la integral:
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— 00

con Bn = (—1)"4"(n — 1)1y ay = (—1)% (I 1) (cf [GS1]).



Camino 1, paso 1: el Lema de Abel.

Sin atender a cuestiones de convergencia... Tenemos que

_ 1 T inepn—1 (1AL 2 L2 e
—%—Zm/e L (Gl ) e s m ATdA

k>0 oo
PNk
y el lema de Abel nos permitiria escribir
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. r . _ ixt n—1 [ IA 2y 0

—®q = lim_ > :72k+n_a lim / e et 1 ('2—‘|z|2) e & IZ7 N 1an

r— k>0 e— kS

Y podemos calcular la integral:

® 2 : K
—ealainegn—1 (AL 2\ L2 et gy (12| + 4it + 4e)
/ e "Ly ( 5 |z|* ) e” & A" A = 2ReBra (22 — 47t 7 )% )
— 00
con Bn = (—1)"4"(n — 1)1y ay = (—1)% (I 1) (cf [GS1]).
Préximo paso: deshacernos del limite en e.
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Camino 1, paso 2: resolvemos el limite en e.

Tomando (jformalmente!) limite en e

r2k+n7a
—d,y = lim Z ———2Refnha (
a

(|22 + 4it)* )
s 2k +n— '

(122 = ait)rik

Esta expresion es en el sentido de las distribuciones, luego escribimos

r2k+n7a
< —®q,f >= lim LA
@ r—1-— ,; 2k+n—«
N
|z|2 + 4it 2 1
2R f(z, t)dzdt.
/ Pnc (|z|2 “ait (2 T 162)n | (2 1)z

n
Pasando a coordenadas esféricas obtenemos la siguiente expresion:

S2n71 . r2k+nfo¢
< =P, f >:ﬁn| I im 2,(701;(
r—1-— k>0 +n—«o

3
37

—

/e @ktmOf(pcosh, & 5|n9)cos” L9dpdo
0

(5}



Camino 1, paso 2: resolvemos el limite en ¢

Tomando (jformalmente!) limite en €

r2k+n—a (|Z|2 +4it)k
—®y = lim —2Ne —_——
“ r—|>1—kz>%2k+nfa Bneuk <(|z|274it)"+k>

Esta expresion es en el sentido de las distribuciones, luego escribimos

r2k+n7a
< —b4, f>= lim S A—
@ r—1-— ,; 2k+n—«
N
|z|2 + 4it 2 1
2R f(z, t)dzdt.
/ Bncrk (|z|2 —4it (2 T 162)n | (2 1)z
Hn

Pasando a coordenadas esféricas obtenemos la siguiente expresion
B §2n—1 pRk+n—a
n .
< =P, f >:¥ im 2,(701;(
r—1 k>0 +n—o

3.

27

—n

/ ktmOf(pcost, & 5|n ) cos" 1 0dpd6
0

(5}

Préximo paso: deshacernos del limite en r
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KF(0) :/f(pcose,fsine)dp.
0
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Camino 1, paso 3: resolvemos el limite en r.

Tomando (jformalmente!) limite en r:

N\U

<=y, f >= m/mwa 0)KF(8) cos" 1 6d8,

i

N

donde
_ Qe i(2k+n)0
$a(0) = eIy
k202k+n—a
Kf(e):/ f(pcosb, = sm9)dp
0

Para calcular Rego, tomemos ¢, (0) =i 3 a5 2tn_ei@ken?.
K>

- ; 6 \n
Definiendo 7(0) = > a,e/@k+mo — (Hew) , tendremos que
k>0

¢:1 - ia¢a = ”77
y multiplicando por el factor integrante e—®? resulta

( —la0¢ ) —Aa@n



Fin del camino 1 para casos particulares.

Integrando, resulta:

ba :eiae/iefiawn(w)dw _ eiae/

=iglow [ pma-1 £\ g
1+ t2 '

e

—iow (



Fin del camino 1 para casos particulares.

Integrando, resulta:

. i . i i n
ba :elcxé)/ieflawn(w)dw: elcxé)/l-eflaw (1 jemg) dw

:ie"‘“’/t—“—1< t )ndt.
1+ ¢2

En algunos casos, por ejemplo sin—a —1=2m+1 con o < n, podemos describir el
integrando y calcular ¢,. Volviendo atras los cambios de coordenadas,:

Pam+1

< =Py, f>= < -7
« Yn (%IZIZ 4 t2)m+1

f>,

donde P41 es un polinomio homogéneo de grado 2m + 1.
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Camino 2: comparar operadores.

Consideremos la transformada de Fourier en el centro: para f € S(H,),

F(F)(z,€) = / e~ F (2, t)dt.

R
Haciendo los calculos en coordenadas podemos ver que:
F(Lf)(z,€) =LF(f)(z,8),
F(T)(z,8) =isF(F)(z,€) ¥
FUTIF)(z,8) =IE1F(F)(z,€)-

Luego también
F(Laf)(z,8) =(L — ) F(F)(z,€) ¥
F(Aaf)(z,8) =(L+ ) F(F)(2,6).

Resumiendo:
L—at,
L+ alél =L+ o sgn(§)8.

Lo =L+ iaT
Ay =L+ a|T]|

39§



Camino 2: comparar operadores.

Consideremos la transformada de Fourier en el centro: para f € S(H,),

F(f)(z,€) = /e*’fff(z, t)dt.

R
Haciendo los calculos en coordenadas podemos ver que:
F(Lf)(z,€) =LF(f)(z,8),
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TRIVIA: jQué hace un analista cuando ve la funcién signo?



Camino 2: comparar operadores.

Consideremos la transformada de Fourier en el centro: para f € S(H,),

Hﬂ&@%:/E%V&JMt

R
Haciendo los calculos en coordenadas podemos ver que:
F(Lf)(z,€) =LF(f)(z,8),
F(T)(z,8) =isF(F)(z,€) ¥
FUTIF)(z,8) =IE1F(F)(z,€)-

Luego también

F(Laf)(z,€) =(L - a€)F(F)(2,€) y
F(Aaf)(z,€) =(L+ ) F(f)(2,€)-

Resumiendo:
La=L+iaT £ L—a
a=L+alT| % L+alg=L+asgn(€)

TRIVIA: jQué hace un analista cuando ve la funcién signo?
i Transforma segin Fourier!



Camino 2: comparar operadores.

Consideremos la transformada de Fourier en el centro: para f € S(H,),

Hﬂ&@%:/E%V&JMt

R
Haciendo los calculos en coordenadas podemos ver que:
F(Lf)(z,€) =LF(f)(z,8),
F(T)(z,8) =isF(F)(z,€) ¥
FUTIF)(z,8) =IE1F(F)(z,€)-

Luego también

F(Laf)(z,€) =(L - a€)F(F)(2,€) y
F(Aaf)(z,€) =(L+ ) F(f)(2,€)-

Resumiendo:

La=L+iaT £ L—a

a=L+alT| % L+alg=L+asgn(€)

TRIVIA: jQué hace un analista cuando ve la funcién signo?
i Transforma segiin Fourier! (la transformada de Hilbert).



Camino 2: las piezas del rompecabezas.

Consideremos la transformada de Hilbert en el centro: para f € S(H,)

H(z,€) = %v.p. G « (2, r)) (2,€).
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Las transformadas de Fourier y Hilbert se relacionan segiin
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Consideremos la transformada de Hilbert en el centro: para f € S(H,)

1 1
HE(2.8) = v (1 0)) (2

™ t

Las transformadas de Fourier y Hilbert se relacionan segiin
F(Hf)(z2,€) = —i sgn(§)Ff(z, ).
Luego, si g € S(H,) es tal que (Fg) € C" x R{, entonces
F(Aag) = (L4 a sgn(£)§)F(g) = (L+ af)F(g) = F(L-ag),
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Camino 2: las piezas del rompecabezas.

Consideremos la transformada de Hilbert en el centro: para f € S(H,)

1 1
HE(2.8) = v (1 0)) (2

™ t

Las transformadas de Fourier y Hilbert se relacionan segiin
F(Hf)(z2,€) = —i sgn(§)Ff(z, ).
Luego, si g € S(H,) es tal que (Fg) € C" x R{, entonces
F(Aag) = (L4 a sgn(£)§)F(g) = (L+ af)F(g) = F(L-ag),
y analogamente si h € S(H,) es tal que (Fh) € C" x Ry, entonces
F(Aah) = (L + a sgn(§)§)F(h) = (L — a&)F(h) = F(Lah).

Entonces descomponemos a f € S(H,) como f = g + h donde g y h son como arriba,
de la siguiente forma:

g(z,t) :% (f(z,t) + iHf(z,t)), ¥y

h(z, t) :% (F(z,t) — iHF(z, 1)) .



Camino 2: lo desconocido en funcién de lo conocido.

Con la anterior, podemos escribir
]:(Aaf)(z7 6) = ]:(L*Oég)(z7€) + ‘F(Lah)(z7 g)y
luego invirtiendo Fourier (si esto fuera posible), resultaria

Aof = L_ag + Loh.

(1)
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Aof = L_ag + Loh.

La solucién fundamental para L, es conocida ([F], [FS], [K]. y muchisimos etc.):

1 1 _rs)rs®)

Wa(zv t) = Cc nta @

X n—oa
(122 — 4it) 2" (|22 + 4i) "2"

22—2nn+1
Poniendo (1) en términos de soluciones fundamentales tenemos que
<Py, fF>=<V_,,8>+ < V4, h>, o0sea

) .
<¢a,f>=<w_a+wa,§f>+<w_a—wa,ém>.

(1)



Camino 2: lo desconocido en funcién de lo conocido.

Con la anterior, podemos escribir
]:(Aaf)(z7 6) = F(L*Oég)(z7€) + ‘F(Lah)(zv 6)7
luego invirtiendo Fourier (si esto fuera posible), resultaria

Aof = L_ag + Loh.

La solucién fundamental para L, es conocida ([F], [FS], [K]. y muchisimos etc.):

1 1 ()

2
22—2nn+1

Wa(zv t) = Co ntfa a =

X n—oa
(122 — 4it) % (|2]2 + 4i) "

Poniendo (1) en términos de soluciones fundamentales tenemos que

<Pu, fF>=<V_,,8 >+ < Vy,h>, 0sea

1 .
<¢a,f>=<\ll_a+wa,§f>+<\u_a—wa,éHf>.

Tenemos que

VoV, = S (|22 — 4it)® £ (|22 + 4it)*).

(12I* + 1662) "

(1)



Camino 2: lo desconocido en funcién de lo conocido.

Con la anterior, podemos escribir
]:(Aaf)(z7 6) = F(L*Oég)(z7€) + ‘F(Lah)(zv 6)7
luego invirtiendo Fourier (si esto fuera posible), resultaria

Aof = L_ag + Loh.

La solucién fundamental para L, es conocida ([F], [FS], [K]. y muchisimos etc.):

1 1 T2

Wa(zv t) = Co ntfa a =

X n—oa
(122 — 4it) % (|2]2 + 4i) "

22—2nn+1

Poniendo (1) en términos de soluciones fundamentales tenemos que

<Pu, fF>=<V_,,8 >+ < Vy,h>, 0sea

1 .
<¢a,f>=<\ll_a+wa,§f>+<\u_a—wa,éHf>.

Tenemos que

Co

V_,+W, = (122 — 4it)® % (|z|® + 4it)%).

nto

(12I* + 1662) "
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