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Descomposicion QR reducida

Sea A€ C™" con rank (A) =n (m > n).
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Sea A€ C™" con rank (A) =n (m > n).
Llamamos ai,...,a, a las columnas de A.
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Descomposicion QR reducida

Sea A€ C™" con rank (A) =n (m > n).
Llamamos ai,...,a, a las columnas de A.

Idea. Hallar vectores {q1, g, ..., q,} ortonormales tales que

(91,---,9) = (a1,...,a)) j=12,...,n
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Descomposicion QR reducida

Sea A€ C™" con rank (A) =n (m > n).
Llamamos ai,...,a, a las columnas de A.

Idea. Hallar vectores {q1, g, ..., q,} ortonormales tales que

(91,---,9) = (a1,...,a)) j=12,...,n

Por lo tanto tenemos

ar = niqi
a2 = na2qi + n2qz
as = r3qi + rn3qe + r33qs

an = Nnnpq1+ nNpq2 + r3pq3 + -+ rpndn
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Descomposicion QR reducida

En forma matricial tenemos

rni n2 --- "nn
0 rmnp --- r
[ar]|a||an]=[a|a| |a] 7 7
0 O rnn
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Descomposicion QR reducida

En forma matricial tenemos

i re e
[y o] an]=[at|ae||an]]| - S
0 0 on
o ~
A= OR
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Descomposicion QR reducida

Los vectores g1, g2, - - -, gn pueden obtenerse aplicando la ortogonalizacién
de Gram-Schmidt a a1, ap, ..., an:
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Descomposicion QR reducida

Los vectores g1, g2, - - -, gn pueden obtenerse aplicando la ortogonalizacién

de Gram-Schmidt a a1, ap, ..., an:
ai
gL = —, con ri1 = %||a1]f2
ni
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Descomposicion QR reducida

Los vectores g1, g2, - - -, gn pueden obtenerse aplicando la ortogonalizacién
de Gram-Schmidt a a1, ap, ..., an:

ai
g =—), con ri1 = %||a1]f2
rni
y si g1,...,qj—1 ya fueron hallados, entonces
S dj—njq—---—1r-1,qj-1
q_] - . 9
hj
con
* . -
rij = q; aj, i=12,...,5—1
4 —njqr — - —ri-149j-1
ri= 4|2 J j—149j
ro:
i 2
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Descomposicion QR reducida

Los vectores g1, g2, - - -, gn pueden obtenerse aplicando la ortogonalizacién
de Gram-Schmidt a a1, ap, ..., an:
ai
g =—), con ri1 = %||a1]f2
rni
y si g1,...,qj—1 ya fueron hallados, entonces
S dj—njq—---—1r-1,qj-1
q_] - . 9
hj
con
* . -
rij = q; aj, i=12,...,5—1
aj —njqr— - —rji-1;qj-1
ri= 4|2 J j—149j
ro:
i 2

Notar que el signo de rj; no esta definido
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Descomposicion QR reducida

Algoritmo: Gram-Schmidt cldsico (rank (A) = n)

for j =1 : n
b =&
for i =1 : j-1
i = q;a
Vi = Vi = g
o= [lvill2
a4 = v /1

® N o s W N R
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Descomposicion QR completa

Descomposicién QR reducida
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Descomposicion QR completa

Descomposicién QR reducida

Descomposicién QR completa
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Descomposicion QR completa

Descomposicién QR reducida

Descomposicién QR completa

@ Completamos {q1,...,qn} a una base ortonormal de C™
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Descomposicion QR completa

Descomposicién QR reducida

Descomposicién QR completa

@ Completamos {q1,...,qn} a una base ortonormal de C™

@ Agregamos m — n filas de ceros a R
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Descomposicion QR completa

Descomposicién QR reducida

Descomposicién QR completa

@ Completamos {q1,...,qn} a una base ortonormal de C™

@ Agregamos m — n filas de ceros a R
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Descomposicion QR completa

Teorema. Toda matriz en C™*" (m > n) tiene una factorizacién QR
(completa y reducida)
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Descomposicion QR completa

Teorema. Toda matriz en C™*" (m > n) tiene una factorizacién QR
(completa y reducida)

Proof. Si rank (A) = n basta ver que el algoritmo GS cldsico termina. En este caso las
columnas ay, ..., a, son Li., y por lo tanto ningin v; es nulo (si v; = 0 entonces
aj € (a1,...,aj—1) que es absurdo.)
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Descomposicion QR completa

Teorema. Toda matriz en C™*" (m > n) tiene una factorizacién QR
(completa y reducida)

Proof. Si rank (A) = n basta ver que el algoritmo GS cldsico termina. En este caso las
columnas ay, ..., a, son Li., y por lo tanto ningin v; es nulo (si v; = 0 entonces

aj € (a1,...,aj—1) que es absurdo.)

Si rank (A) < n entonces uno o mds v; son nulos. En este caso elegimos g; arbitrario,
ortonormal con g;,i = 1,...,j — 1. Entonces el algoritmo contintia normalmente.
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Descomposicion QR completa

Teorema. Toda matriz en C™*" (m > n) tiene una factorizacién QR
(completa y reducida)

Proof. Si rank (A) = n basta ver que el algoritmo GS cldsico termina. En este caso las
columnas ay, ..., a, son Li., y por lo tanto ningin v; es nulo (si v; = 0 entonces

aj € (a1,...,aj—1) que es absurdo.)

Si rank (A) < n entonces uno o mds v; son nulos. En este caso elegimos g; arbitrario,
ortonormal con g;,i = 1,...,j — 1. Entonces el algoritmo contintia normalmente.

La factorizacién completa resulta de completar las matrices Q y R como ya

mencionamos.
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Descomposicion QR completa

Teorema. Toda matriz en C™*" (m > n) tiene una factorizacién QR
(completa y reducida)

Proof. Si rank (A) = n basta ver que el algoritmo GS cldsico termina. En este caso las
columnas ay, ..., a, son Li., y por lo tanto ningin v; es nulo (si v; = 0 entonces

aj € (a1,...,aj—1) que es absurdo.)

Si rank (A) < n entonces uno o mds v; son nulos. En este caso elegimos g; arbitrario,
ortonormal con g;,i = 1,...,j — 1. Entonces el algoritmo contintia normalmente.

La factorizacién completa resulta de completar las matrices Q y R como ya

mencionamos.

Teorema. Toda matriz m x n de rango n tiene una Unica factorizacién
Q@R reducida, con R con entradas > 0 en la diagonal
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Algoritmo GS modificado

Con la notacién del algoritmo GS clasico tenemos

Vi

q- =
T il
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Algoritmo GS modificado

Con la notacién del algoritmo GS clasico tenemos

Vj
q- =
T il
con
j—1
vi=a;— > (dia))ai
=1
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Algoritmo GS modificado

Con la notacién del algoritmo GS clasico tenemos

vj
q- prmn
7 vill2
con _
j—1
vi=aj—> (aa)a
i=1
Entonces
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Algoritmo GS modificado

Con la notacién del algoritmo GS clasico tenemos

vj
q- prmn
7 vill2
con _
j—1
vi=aj—> (aa)a
i=1
Entonces

o vi L(q1,...,qj-1)
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Algoritmo GS modificado

Con la notacién del algoritmo GS clasico tenemos

Vi
q- prmn
7 vill2
con _
j—1
vi=aj—> (aa)a
i=1
Entonces
o v L (q1,...,q-1)
o Siw Ll (qg1,...,qj—1) entonces viw = aiw
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Algoritmo GS modificado

Con la notacién del algoritmo GS clasico tenemos

=]
ill2
con
j-1
vi=a—y (q3)a
i=1
Entonces
o v L{(q1,...,q-1)
o Siw Ll (qg1,...,qj—1) entonces viw = aiw
Si P; es la proyeccién ortogonal sobre (g1, ..., qj,;l>L entonces v; = P;a;
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Algoritmo GS modificado

Con la notacién del algoritmo GS clasico tenemos

Vi
q- =
T vl
con _
j—1
vi=a—) (4/3)a
i=1
Entonces
°o v L(q,..,qj-1)
o Siw Ll (qg1,...,qj—1) entonces viw = aiw
Si P; es la proyeccién ortogonal sobre (g1, ..., qj,;l>L entonces v; = Pja; y
6 = Pjaj
1Pjajll
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Algoritmo GS modificado

Proyeccién ortogonal
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Algoritmo GS modificado

Proyeccién ortogonal

Si {q1,q2,...,qj} son ortonormales, formamos la matriz

Q=[a|a| |a]
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Algoritmo GS modificado

Proyeccién ortogonal

Si {q1,q2,...,qj} son ortonormales, formamos la matriz
Qj:[ql‘qZ“"‘qn]
Entonces
o P = QQ; es la proyeccién sobre (q1, ..., qj)
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Algoritmo GS modificado

Proyeccién ortogonal

Si {q1,q2,...,qj} son ortonormales, formamos la matriz
Qj:[ql‘QZ“"‘qn]
Entonces
o P = QQ; es la proyeccién sobre (q1, ..., qj)

o/ —P=1]—- @j@f es la proyeccién sobre (g1, ..., q;)*
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Algoritmo GS modificado

Proyeccién ortogonal

Si {q1,q2,...,qj} son ortonormales, formamos la matriz
Qj:[ql‘QZ“"‘qn]
Entonces
o P = QQ; es la proyeccién sobre (q1, ..., qj)

o/ —P=1]—- @j@f es la proyeccién sobre (g1, ..., q;)*

1

@ Si Pgy P4 denotan las proyecciones sobre (q) y (q)~—, entonces

Py =qq" y Pig=1—-qq" (g unitario)
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Algoritmo GS modificado

Proyeccién ortogonal

Si {q1,q2,...,qj} son ortonormales, formamos la matriz
Qj:[ql‘QZ“"‘qn]
Entonces
o P = QQ; es la proyeccién sobre (q1, ..., qj)

o/ —P=1]—- @j@f es la proyeccién sobre (g1, ..., q;)*

1

@ Si Pgy P4 denotan las proyecciones sobre (q) y (q)~—, entonces

Pq = qq" y Pig=1—-qq" (g unitario)

Como en la slide anterior, sea P; la proyeccién sobre (g1, ..., qj—1),
entonces tenemos

Pi=1-Q-1Q71="Piq ,Pirg . Pig
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Algoritmo GS modificado

Entonces v; = P;a; puede calcularse iterativamente por

V(l) =

fi aj
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Algoritmo GS modificado

Entonces v; = P;a; puede calcularse iterativamente por

‘/_1(2) = PJ—QI \/J(l) = \/J(l) — qqu \/J(l)
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Algoritmo GS modificado

Entonces v; = P;a; puede calcularse iterativamente por

v = Pl =V ggr
Vj(s) — P, Vj(z) _ (2) _ ad vf )
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Algoritmo GS modificado

Entonces v; = P;a; puede calcularse iterativamente por

v = Pl =V ggr
Vj(s) — P, Vj(z) _ (2) _ ad vf )
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Algoritmo GS modificado

Entonces v; = P;a; puede calcularse iterativamente por

g =2
Vj(z) =P Vj(l) — vj(l) — qiq} VJ( )
\/_/(3) = Png Vj(z) = VJ(2) Q2q; VJ(2)
i i—1 j—1 * j—1
Vi = V_/'(J) = PJ_qulvj(J )= Vj(’j ) qj—lqul‘ﬁ'o )

Andlisis Numérico 2023 Descomposicién QR



Algoritmo GS modificado

Algoritmo: Gram-Schmidt modificado (rank (A) = n)

1 for i =1 : n

2 Vi = aj

3 for i =1 : n

4 ri = ||vill

5 g = v / ri

6 for j = i+l : n
7 i = Gy

8 Vi = Vi © [rqi

9
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Algoritmo GS modificado

Ortogonalizacién Triangular
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Algoritmo GS modificado

Ortogonalizacién Triangular

Puede verse que el algoritmo GS modificado transforma la matriz

[ vl ]
en
[VI‘V2""‘Vn] R1R2---Rn=[Q1\CI2“"\qn]
—— <
R-1 0
siendo R; la matriz triangular superior
1 --- 0 0 N
o 1w .
Ri: 0 rO,, lfii rii
| 0 0 0 1]
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Algoritmo de Householder

Triangulacién ortogonal
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Algoritmo de Householder

Triangulacién ortogonal

Idea. multiplicar a izquierda a A por matrices unitarias Q tal que

Qn--- Q1 A=R
Q*

con R triangular superior
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Algoritmo de Householder

Triangulacién ortogonal

Idea. multiplicar a izquierda a A por matrices unitarias Q tal que
Qn Q@ A=R
———
Q*

con R triangular superior
Cada matriz Q introduce ceros bajo la diagonal en la columna k
(preservando los que ya fueron introducidos)

X X X X X X X X X X X X
XX x| Q@ |0 XX| Q, X X | Q X X
X X X| — |0 XX| — 0 X| — X
X X X 0 X X 0 X 0
X X X 0 X X 0 X 0

A QA QA Q:Q,@:4
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Algoritmo de Householder

@ Qi opera sobre las filas k,k+1,...,m
introduciendo 0 en los lugares (k + 1, k), ..., (m, k)
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Algoritmo de Householder

@ Qi opera sobre las filas k,k+1,...,m
introduciendo 0 en los lugares (k + 1, k), ..., (m, k)

o Se elige Qx como

o _[1 0 I =id(k —1,k—1)
kK=1lo F Fmatrizm—k+1xm—k+1
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Algoritmo de Householder

@ Qi opera sobre las filas k,k+1,...,m
introduciendo 0 en los lugares (k + 1, k), ..., (m, k)

o Se elige Qx como

o _[1 0 I =id(k —1,k—1)
kK=1lo F Fmatrizm—k+1xm—k+1

o Si x € C™k+1 son las entradas (k : m, k) de Qx_1--- QA entonces
F actia sobre x como

[ [|x]|2 |
0
x=|* LN Fx = 0 = +||x||2e1
L * - - 0 -
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Algoritmo de Householder

Reflector de Householder
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Algoritmo de Householder

Reflector de Householder

F: refleja el espacio C™k*1 en el hiperplano ortogonal a v = =||x||2e; — x
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Algoritmo de Householder

Reflector de Householder

F: refleja el espacio C™~**1 en el hiperplano ortogonal a v = =+||x||2e; — x
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Algoritmo de Householder

Reflector de Householder

F: refleja el espacio C™~**1 en el hiperplano ortogonal a v = =+||x||2e; — x

F=1-2"

v¥v
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Algoritmo de Householder

@ Entre v = ||x|l2e1 —x 0 v = —||x[|2e1 — x se elige el de mayor médulo:

v = —sign (x1)|[x|l2e1 — x
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Algoritmo de Householder

@ Entre v = ||x|l2e1 —x 0 v = —||x[|2e1 — x se elige el de mayor médulo:

v = —sign (x1)|[x|l2e1 — x

@ Notar la diferencia entre

y F=1-2
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Algoritmo de Householder

@ Entre v = ||x|l2e1 —x 0 v = —||x[|2e1 — x se elige el de mayor médulo:

v = —sign (x1)|[x|l2e1 — x

@ Notar la diferencia entre

w*

y F=1-2

v*v

Py F son matrices (m — k + 1) x (m — k + 1) que representan
e P: proyeccién sobre (v)*, con rank (P) = m — k
o F: reflector respecto del espacio (v)*, con rank (F) = m — k +1
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Algoritmo de Householder

Algoritmo: Householder, A € C™*" con rank (A) = n

A(k:m,k:n) = A(k:m,k:n) - 2 wv, A(k:m,k:n)

1 for k =1 : n

2 x = A(k:m,k)

3 vk = sign(xi)|x|]2e1 + x
4 v = vk / |lwl2

5

6
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Algoritmo de Householder

o A W N R

for k

Algoritmo: Householder, A € C™*" con rank (A) = n

=1 : n

x = A(k:m,k)

Vk sign(x1)|[|x|2e1 + x

Vi vie / |lvill2

A(k:m,k:n) = A(k:m,k:n) - 2 wv, A(k:m,k:n)

@ Al finalizar el algoritmo en A tenemos la matriz triangular R = Q*A
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Algoritmo de Householder

o A W N R

for k

Algoritmo: Householder, A € C™*" con rank (A) = n

=1 : n

x = A(k:m,k)

Vk sign(x1)|[|x|2e1 + x

Vi vie / |lvill2

A(k:m,k:n) = A(k:m,k:n) - 2 wv, A(k:m,k:n)

@ Al finalizar el algoritmo en A tenemos la matriz triangular R = Q*A

@ Si queremos resolver Ax = b, necesitamos Q*b, que se puede obtener
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Algoritmo de Householder

Algoritmo: Householder, A € C™*" con rank (A) = n

A(k:m,k:n) = A(k:m,k:n) - 2 wv, A(k:m,k:n)

1 for k =1 : n

2 x = A(k:m,k)

3 vk = sign(xi)|x|]2e1 + x
4 v = vk / |lwl2

5

6

@ Al finalizar el algoritmo en A tenemos la matriz triangular R = Q*A
@ Si queremos resolver Ax = b, necesitamos Q*b, que se puede obtener
asi:

1 for k =1 : n
2 b(k:m) = b(k:m) - 2 w(vy b(k:m))
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	Descomposición QR reducida

