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Método SOR

Método SOR para Ax = b

Con la escritura habitual A= L+ D + U, dado un parametro w, el método
SOR construye la sucesién {x*} con

Xk+1 —_ wak

siendo
B,=(D+wl)™ 1 ((1-w)D-wl)
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Método SOR

Método SOR para Ax = b

Con la escritura habitual A= L+ D + U, dado un parametro w, el método
SOR construye la sucesién {x*} con

siendo
B,=(D+wl)™ 1 ((1-w)D-wl)

KAHAN (Teorema 3.23 Apunte)

p(Bu) > |1 —wj

Como consecuencia, para w € R, el método SOR es convergente solo si
O<w<?2
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Lema 3.18 Apunte

Si A= L+ D+ U es tridiagonal entonces para o % 0 tenemos

det(D + L + U) = det(D + al + o~ tU)

Teorema
Sean A # 0y u dado por

Adw-—-1
p= 1 (1)
w2
para algin w # 0. Entonces
1 autovalor de By —= A autovalor de B,
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Demostracién. Usando que det(D 4 wl) ™' = det(D)™" tenemos si wA # 0
det(B, — M) = det((D + wL) ™ ((1 — w)D — wU) — AI)
=det(D 4 wlL) " det (1 — w)D —wU — A\(D + wl))
=det D ' det ((1 —w)D — wU — A(D + wlL))
= det ((1 — W) —wD U= A(I + wD‘lL))
= det ((1 —w- N —wD U - )\wD_lL)

— W"A? det (1 W= A/—A—%D—lu—A%D*L)
w

Lerné3.18 n 5 ( I— D~ U D~ 1[.)
PLEL mNE det(l — A/+BJ>

— w'A3 det <BJ - L’\1’1/)
wA2

de donde sigue la demostracion.
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Supongamos A tridiagonal s.d.p. En este caso Jacobi y Gauss-Seidel
convergen (;por qué?).
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Supongamos A tridiagonal s.d.p. En este caso Jacobi y Gauss-Seidel
1
convergen (jpor qué?). Si p es autovalor de By, despejando A2 de (1)

obtenemos )
1
A\ = 2 (wu:l: \/wzuz — 4w — 1)>
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Supongamos A tridiagonal s.d.p. En este caso Jacobi y Gauss-Seidel
1
convergen (jpor qué?). Si p es autovalor de By, despejando A2 de (1)

obtenemos )
1
A\ = 2 (wu:l: \/wzuz — 4w — 1)>

Sea 8 = p(By). Calculemos p(B,,).
Caso 1 w?3? — 4(w — 1) < 0: En este caso

w2u2 —4w-1)<0 Vu autovalor de Bj.
En este caso A es complejo y tenemos

AN=w-1 (notar que 1 < & < w)
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Supongamos A tridiagonal s.d.p. En este caso Jacobi y Gauss-Seidel
1
convergen (jpor qué?). Si p es autovalor de By, despejando A2 de (1)

obtenemos )
1
A\ = 2 (wu:l: \/wzuz — 4w — 1)>

Sea 8 = p(By). Calculemos p(B,,).
Caso 1 w?3? — 4(w — 1) < 0: En este caso

Wt —4w—-1)<0 Vu autovalor de B,.
En este caso A es complejo y tenemos
AN=w-1 (notar que 1 < & < w)
Como |A| depende solo de w, tenemos

p(B,)=w-—-1

Kahan 2(1 —\/1- 52)
< 2 T

Esto ocurre si

&
IN
€

, con 0 =
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Caso 2 w?B* —4(w—1)>0
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Caso 2 w?3? — 4(w — 1) > 0 Existe p autovalor de B, tal que w?py® — 4(w — 1) > 0 (*)
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Caso 2 w?f3? — 4(w — 1) > 0 Existe u autovalor de By tal que w?p? — 4(w — 1) > 0 (*)
Como w?u?/4 > w — 1, se tiene

pBo) = max  F(u),  con F(u) = [wlul + vt — 4w —T)|

w autov By con (*)
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Caso 2 w?f3? — 4(w — 1) > 0 Existe u autovalor de By tal que w?p? — 4(w — 1) > 0 (*)
Como w?u?/4 > w — 1, se tiene

w autov By con (*)

pBo) = max  F(u),  con F(u) = [wlul + vt — 4w —T)|

Notemos que f es creciente como funcién de u, por lo tanto si 8 = p(B,) tenemos

p(Bo) = g(w) con g(w) = % [wﬂ + mr
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Caso 2 w?f3? — 4(w — 1) > 0 Existe u autovalor de By tal que w?p? — 4(w — 1) > 0 (*)
Como w?u?/4 > w — 1, se tiene

p(Bo)=  max  f(u),  con f(u) =y [wlul + VR 4w —1)|

w1 autov By con (¥*) 4

Notemos que f es creciente como funcién de u, por lo tanto si 8 = p(B,) tenemos

1

p(B.) = g(w) cong(w) =,

2
[wﬂ +Vw?B? — 4w — 1)]
No es dificil ver que g(w) es decreciente en (0,&] con

g@) =" /4=0-1
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Caso 2 w?f3? — 4(w — 1) > 0 Existe u autovalor de By tal que w?p? — 4(w — 1) > 0 (*)
Como w?u?/4 > w — 1, se tiene

p(Bo)=  max  f(u),  con f(u) =y [wlul + VR 4w —1)|

w1 autov By con (¥*) 4

Notemos que f es creciente como funcién de u, por lo tanto si 8 = p(B,) tenemos

1

p(B.) = g(w) cong(w) =,

2
[wﬂ +Vw?B? — 4w — 1)]
No es dificil ver que g(w) es decreciente en (0,&] con

g@) =" /a=0—1

Esto ocurre cuando
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

Pardmetro éptimo para SOR para matrices tridiagonales s.d.p
Sea A tridiagonal s.d.p. Entonces Jacobi, Gauss-Seidel y SOR(w)

convergen para todo w € (0,2), con 8= p(By) < 1, p(Bgs) = B2y

2
i [wﬁ+ V(wB)?2 — 4w — 1)} Si 0 <w < wept
Sl Wopt Sw < 2

p(By) = { 4

w—1

- L2015 2
2 1+ /i

Ademams
p(Bwopt) < p(Bw), w e (07 2) \ {Wopt} |
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Método SOR para matrices tridiagonales s.d.p.

p(B.)

Figure: p(B.) si p(By) = 0.8 para w € (0,2). wepr = 1.25
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