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Demostración del Teorema de la Función Impĺıcita

——————–
Por simplicidad consideramos el caso particular del teorema de la Función Impĺıcita en el

que la ecuación
F (x, y) = 0, x, y ∈ R

define impĺıcitamente una función y = g(x). La demostración del caso en que la ecuación

F (x1, x2, . . . , xn, z) = 0

define impĺıcitamente a z = g(x1, x2, . . . , xn) es análoga.

Theorem 1 Sea F : R2 → R una función de clase C1 tal que para un punto (x0, y0) ∈ R2 se
tiene

F (x0, y0) = 0 y
∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0

Entonces existen δ, ε > 0 y una única función g : U → V , siendo U = (x0 − δ, x0 + δ) y
V = (y0 − ε, y0 + ε) tal que

i. g(x0) = y0.

ii. F (x, g(x)) = 0 para todo x ∈ U .

iii. Si F (x, y) = 0 para x ∈ U , y ∈ V entonces y = g(x).

Además g ∈ C1(U) y

g′(x) = −
∂F
∂x

(x, g(x))
∂F
∂y

(x, g(x))
. (1)

Demostración. Como Fy es continua existe α > 0 tal que Fy 6= 0 en B = Bα(x0, y0) = {(x, y) :
‖(x, y)− (x0, y0)‖ < α}, y en particular Fy no cambia de signo en B. Asumimos que Fy > 0
en B (si es < 0 la demostración es análoga).

Tenemos que F (x0, y), como función de y, es estrictamente creciente para y0 − α < y <
y0 + α, y además se anula en y0. Entonces F (x0, y0 + α

2
) > 0 y F (x0, y0 − α

2
) < 0. Sea ε = α

2
.
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Como F es continua, podemos elegir δ < α
2

= ε tal que

F (x, y0 + ε) > 0 y F (x, y0 − ε) < 0 ∀ x tal que x0 − δ < x < x0 + δ. (2)

Notemos que R = (x0− δ, x0 + δ)× (y0− ε, y0 + ε) verifica R ⊂ B. Por lo tanto Fy > 0 en R y
aśı, para cada x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) la función hx(y) = F (x, y) es estrictamente creciente en el
intervalo (y0−ε, y0+ε). Por (2), el Teorema de Bolzano resulta que para cada x ∈ (x0−δ, x0+δ)
existe un único yx ∈ (y0 − ε, y0 + ε) tal que hx(yx) = F (x, yx) = 0. La unicidad de yx sigue
pues hy es estrictamente creciente. Definimos entonces U = (x0−δ, x0+δ), V = (y0−ε, y0+ε)
y

g : U → V, g(x) = yx.

Claramente tenemos que i, ii, y iii se cumplen. Falta demostrar que g es derivable con
continuidad. Sean x1, x ∈ U con x 6= x1. Entonces

0 = F (x, g(x))− F (x1, g(x1))

= [F (x, g(x))− F (x1, g(x))] + [F (x1, g(x))− F (x1, g(x1))].

Podemos aplicar el Teorema del Valor Medio de Lagrange a las funciones F (·, g(x)) y F (x1, ·)
(· indica la variable dependiente), para llegar a que

F (x, g(x))− F (x1, g(x)) = Fx(ξ(x), g(x))(x− x1)
F (x1, g(x))− F (x1, g(x1)) = Fy(x1, η(x))(g(x)− g(x1)).
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con ξ(x) algún punto intermedio entre x1 y x (y por lo tanto en U) y η(x) un punto intermedio
entre g(x1) y g(x) (y por lo tanto en V ). Aśı llegamos a

0 = Fx(ξ(x), g(x))(x− x1) + Fy(x1, η(x))(g(x)− g(x1)) (3)

y como (x1, η(x)) ∈ U × V ⊂ B se tiene que

Fy(x1, η(x)) 6= 0.

Entonces podemos despejar g(x)− g(x1) de (3) obteniendo

g(x)− g(x1) = −Fx(ξ(x), g(x))(x− x1)
Fy(x1, η(x))

. (4)

Sabemos que Fx es continua, en particular es continua en R (clausura de R), y por lo tanto
Fx es acotada en R, digamos |Fx| < M . También Fy es continua, y en particular es continua
en R, y alcanza alĺı su valor mı́nimo, que llamemos m. Como R ⊂ B y Fy > 0 en B, resulta
m > 0. Entonces se sigue de (4) que

|g(x)− g(x1)| =
|Fx(ξ(x), g(x))| |x− x1|

|Fy(x1, η(x))|

≤ M

m
|x− x1|

Luego
lim
x→x1

(g(x)− g(x1)) = 0

y por lo tanto g es continua en x = x1, y como x1 es arbitrario en U , g es continua en U .
La ecuación (4), siendo x 6= x1, puede escribirse también

g(x)− g(x1)

x− x1
= −Fx(ξ(x), g(x))

Fy(x1, η(x))
. (5)

Notemos que los puntos intermedios ξ(x) y η(x) verifican

ξ(x)→ x1 y η(x)→ g(x1) si x→ x1,

donde, para η(x), que está entre g(x) y g(x1) usamos la continuidad de g que acabamos de
probar (g(x) → g(x1) si x → x1). Usando nuevamente la continuidad de Fx y Fy (como
funciones de dos variables) tenemos que si x→ x1 entonces

Fx(ξ(x), g(x))→ Fx(x1, g(x1))

Fy(x1, η(x))→ Fy(x1, g(x1)).

Como Fy(x1, g(x1)) 6= 0, tomando ĺımite en (5) obtenemos

g′(x1) = lim
x→x1

g(x)− g(x1)

x− x1
= −Fx(x1, g(x1))

Fy(x1, g(x1))
.

Esto vale para cualquier x1 ∈ U , por lo tanto probamos la fórmula (1). Ahora sabiendo que
Fx, Fy son continuas en R, g es continua en U y Fy(x, g(x)) no se anula para x ∈ U , resulta
que g′ es continua en U , o sea g ∈ C1(U) como queŕıamos probar. �
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