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FUNCIONES MEDIBLES

1. Sean f, g : Rn → R medibles. Mostrar que los conjuntos {f > g} y {f = g} son medibles.

2. a) Sea f : R→ R tal que para todo α ∈ R el conjunto f = α es medible. ¿Es f medible?

b) Sea f : R→ R tal que |f | es medible. ¿Es f medible?

3. Sea B la σ-algebra de Borel en R y f : Rn → R. Probar que

a) si f es medible entonces f−1(B) es medible para todo B ∈ B.

b) si B = {E = B ∪A : B ∈ B, A ⊆ {−∞,+∞}}, entonces f es medible si y solo si f−1(E) es
medible para todo E ∈ B.

4. Sea f : R→ R una función.

a) Probar que si f es monótona, entonces f es medible Borel.

b) Probar que si f es derivable sobre R, entonces f ′ es medible Borel.

5. Probar que si f : Rn → R es una función medible, entonces existe g : Rn → R medible Borel tal
que f = g en casi todo punto.

6. Probar que si f : Rn → R es continua en casi todo punto entonces es medible.

7. Sea I un intervalo de Rn y f : I → R una función medible. Probar que dados ε > 0 y δ > 0 existe
g : I → R continua tal que

|{x ∈ I : |g(x)− f(x)| ≥ δ}| < ε.

Sugerencia. Mostrar primero que dada una función simple ϕ : I → R, para cada ε > 0 existe
gε : I → R continua tal que

|{x ∈ I : gε(x) 6= ϕ(x)}| < ε.

8. Sea f la función de Cantor–Lebesgue y g : [0, 1]→ [0, 2] definida por

g(x) = f(x) + x.

Probar que g es continua y biyectiva con inversa g−1 continua.

Probar que |g(C)| = 1 donce C es el conjunto de Cantor.

Mostrar que existe un conjunto medible E ⊆ [0, 1] tal que g(E) no es medible. ¿Contradice
esto la medidabilidad de g−1?

Mostrar que existe una conjunto medible que no es boreliano.

Hallar h1 medible Borel y h2 medible tal que h2 ◦ h1 no es medible.
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9. Sea E un conjunto medible y (fk)k∈N una sucesión de funciones medibles sobre E tal que para cada
x ∈ E existe Mx > 0 tal que supk∈N |fk(x)| ≤Mx. Probar que si para cada α > 0 existe kα ∈ N tal
que |{fk < α}| ≤ α

k para todo k ≥ kα, entonces E tiene medida nula.

10. Sea E medible de medida finita y (fk)k∈N una sucesión de funciones medibles sobre E tal que para
cada x ∈ E existe Mx > 0 tal que supk∈N |fk(x)| ≤ Mx. Probar que dado ε > 0 existen Fε ⊆ E
cerrado y Mε > 0 tales que

|E − Fε| < ε y sup
x∈Fε

[
sup
k∈N
|fk(x)|

]
≤Mε.

11. Para cada n ∈ N sea fn : R≥0 → R definida por fn(x) = nχ[ 1n ,
2
n ](x). Demostrar las siguientes

afirmaciones:

a) La sucesión (fn)n∈N converge puntualmente.

b) Para cada δ > 0 la sucesión (fn)n∈N converge uniformemente sobre [δ,+∞).

c) No existe E ⊆ R≥0 de medida nula tal que (fn)n∈N converja uniformemente sobre Ec.

12. Sean E un conjunto medible y (fk)k∈N una sucesión de funciones medibles definidas sobre E y
finitas c.t.p. tales que convergen c.t.p. a una función f : E → R medible. Probar que existe una
sucesión (Ei)i∈N de subconjuntos medibles de E que verifica

|E − ∪i∈NEi| = 0

La sucesión (fk)k∈N converge uniformemente a f sobre cada Ei.

13. Sean E un conjunto medible y (fk)k∈N una sucesión de funciones medibles definidas sobre E y
finitas en casi todo punto. Consideremos además una sucesión (Ek)k∈N de subconjuntos medibles
de E tal que

ĺım
k→+∞

|E − Ek| = 0.

Probar que si f : E → R es tal que χEk
fk

m−→ f entonces fk
m−→ f .

14. Sean E un conjunto medible y (fk)k∈N, (gk)k∈N sucesiones de funciones medibles definidas sobre E

y finitas en casi todo punto. Supongamso que fk
m−→ f y gk

m−→ g sobre E.

a) Probar que fk + gk
m−→ f + g sobre E.

b) Probar que si E tiene medida finita entonces fkgk
m−→ fg sobre E.

c) Mostrar que la hipótesis de medida finita del item anterior no puede retirarse.

d) Probar que si E tiene medida finita y g es no nula c.t.p. entonces fk
gK

m−→ f
g .

Definición. Sea f : E → R, y x0 un punto ĺımite de E que pertence a E. Decimos que f es semicontinua
superiormente (resp. inferiormente) si

ĺım sup
x→x0, x∈E

f(x) ≤ f(x0)

(
resp. ĺım inf

x→x0, x∈E
f(x) ≥ f(x0)

)
.

Si f es semicontinua superiormente (resp. inferiormente) en todo punto ĺımite de E que está en E, decimos
que f es semicontinua superiormente (resp. inferiormente) relativo a E. Recordemos que

ĺım sup
x→x0, x∈E

f(x) = ĺım
δ→0

sup{f(x) : x ∈ B′δ(x0) ∩ E}, ĺım inf
x→x0, x∈E

f(x) = ĺım
δ→0

ı́nf{f(x) : x ∈ B′δ(x0) ∩ E}

donde B′δ(x0) = Bδ(x0)− {x0}.

15. Probar que toda función f : Rn → R semicontinua (inferior o superiormente) relativa a Rn es
medible Borel.
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