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It is not enough to be in the right place at the right time. You
should also have an open mind at the right time.

Paul Erdds

A. Convergencia puntual y uniforme de funciones

Definicién. Supongamos que {f,} es una sucesién de funciones reales o complejas definidas en un
conjunto F tal que para cada x € F la sucesién de nimeros { f,,(2)} converge. Definimos la funcién limite

f de {fn} como
f(z) = lm fo(x), 2ckE.

n—oo

En este caso diremos que {f,} converge a f puntualmente en E.
Definicién. Diremos que una sucesién de funciones reales o complejas {f,} definidas en E converge
uniformemente en E a una funcién f si para cada € > 0 existe IV tal que

n>N = |fn(x) — f(z)| <e VzeE.

1. Definir convergencia puntual y uniforme para una sucesién de funciones f,, : E — X, n > 1, siendo
(X, dx) un espacio métrico arbitrario.

2. Sean (X,d) un espacio métrico y A un conjunto, sea (fy)n>1 una sucesién de funciones A — X y
sea f: A — X una funcién. Probar que la sucesién (f,,)n>1 no converge uniformemente a f sobre A
si y solamente si existen o > 0, una sucesién estrictamente creciente (ny)g>1 de elementos de N y
una sucesion (ag)r>1 en A tales que d(fn, (ar), f(ar)) > « para todo k € N.

3. Encontrar el limite puntual de las siguientes sucesiones de funciones:

a) (fa)n>1con f, 12 € (—1,1] = 2™ € R para cada n € N;
b) (gn)n>1 con g, : x € (1,+00) — x~"e” € R para cada n € N;
¢) (hp)n>1 con hy :x € [0,1] = n?z(1 — 2?)" € R para cada n € N.

Mostrar ademés que la primera converge uniformemente sobre (0, %) vy que la segunda converge
uniformemente sobre [2,5]. ;Es uniforme la convergencia de la tercera sobre [0,1]?

4. Analizar la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones de funciones:

a) fn(x) =n"tsinnz, en R;

b) fn(z) = (x/n) en R;

¢) fu(z,y) = 5 (2, y), en R? y con valores en R?;
d) fo(z) =1+ L)z, en [0,1];
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six € Qo x=0;
siz=¢cona, beZ,b#0y (a,b) =1;

f) fa(z)=2", en {z €C:|z| < 1}.

en [0,1];

5. Sea X un conjunto, sea B(X) el conjunto de todas las funciones X — C que son acotadas y sea
(fn)n>1 una sucesién en B(X).
a) Si (fn)n>1 converge puntualmente a una funcién f: X — C, jes cierto que f € B(X)?

b) Si (fn)n>1 converge uniformemente a una funcién f : X — C, entonces f es un elemento
de B(X).

¢) La sucesién (fy,)n>1 converge uniformemente a una funcién acotada f : X — C si y solamente
si (fn)n>1 converge a f en el espacio métrico (B(X), doo ).

d) Si (fn)n>1 converge uniformemente en X, entonces (fy)n>1 es uniformemente acotada.
6. Si para cada n € N definimos f,, : R — R por

x x(x? +1)

T 1422 14 (n+1)%222

fn(2)

para cada € R, entonces (f,),>1 converge puntualmente pero no uniformemente a una funcién
continua.

7. Para cadan € Nsea f,, : x € [0,1] — 11% € R. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de
las sucesiones (fn)n>1y (f1)n>1-

8. Supongamos que f, — f uniformemente en un conjunto E de un espacio métrico. Sea x un punto
de acumulacién de F tal que para todo n existe el limite lim;_,,, f,,(t) = A,. Demostrar que

lim f(t) = lim lm f,(¢t) = lm lim f,(¢).

t—zx t—x n—o0 n—oo t—x

9. Sea X un espacio métrico y sea (f,)n>1 una sucesién de funciones X — R uniformemente continuas
que converge uniformemente a una funcién f : X — R. ;Es uniformemente continua la funcién f?

10. Sea X un espacio métrico y sean (fn)n>1 ¥ (gn)n>1 dos sucesiones de funciones X — R que
convergen uniformemente sobre X a funciones f y g, respectivamente.
a) La sucesion (f, + gn)n>1 converge uniformemente a f + g sobre X.
b) Silas dos sucesiones estan uniformemente acotadas, entonces la sucesién (f,gn)n>1 converge

uniformemente a fg sobre X.

11. Sea X un espacio métrico compacto y sea A un conjunto. Si (fy,)n>1 es una sucesién de funciones
continuas X — R que converge uniformemente a f : X — Ry (gn)n>1 €s una sucesién de funciones
que converge uniformemente a una funcién g : A — X, entonces la sucesién (fy o gn)n>1 converge
uniformemente sobre A a la composicién f o g.

12. Teorema de Dini. Sea X un espacio métrico compacto. Si (fn)n>1 en una sucesién de funciones
continuas X — R tal que

s fu(z) > fry1(z) para todo 2 € X y todon € N| y

» (fn)n>1 converge puntualmente a una funcién f: X — R que es continua,

entonces la sucesion (f,)n>1 converge uniformemente a f en X.
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13. Sea X un espacio métrico compacto, sea (fy)n,>1 una sucesién de funciones continuas X — R y sea
f: X — R una funcién continua. La sucesién (f,),>1 converge uniformemente a f si y solamente
si para toda sucesién (z,)n,>1 en X que converge a un punto x la sucesién (f,(xy))n>1 converge

a f(z).
14. Ejercicio 9 de [R, cap 7).

Definicién. Si X es un espacio métrico, C(X) es el conjunto de todas las funciones con valores en C
continuas y acotadas. En C(X) consideramos la distancia d(f,g) = ||f — g|| siendo

1| = sup [f(z)|.
zeX

15. Demostrar que (C(X),dw) es un espacio métrico. Observacion. Notar que f, — f en C(X) siy solo
si f, converge a f uniformemente en X.

16. Demostrar que C(X) es un espacio métrico completo.

B. Equicontinuidad

Definicién. Una sucesion { i} de funciones definidas en un conjunto E se dice puntualmente acotada en
E si la sucesién de ntmeros {fi(x)} es acotada para cada x € E. Decimos que {f} es uniformemente
acotada en E si existe alguna constante M tal que

|[fr(x)] < M Yz € E.

Definicién. Una familia F de funciones reales o complejas en un conjunto F de un espacio métrico (X, d)
es equicontinua en F, si para cada e > 0 existe § > 0 tal que

x,y € E, d(z,y) <6 = lf(x)— fly)l<e VfeF.

Observacién. Una sucesién {f,} de funciones continuas en un espacio métrico X es uniformemente
acotada si y solo si {f,} es acotada en C(X). Ademds {f,} converge unifomemente a f € C(X) si y solo

si fn = fen C(X).

17. Mostrar una sucesién de funciones continuas en [0,1] no uniformemente acotada que converge
puntualmente a una funcién continua acotada. Ayuda. Ver Ejemplo 7.6 de R.

18. Mostrar un ejemplo de una sucesién de funciones acotada en C([0, 1]) que no tiene una subsucesién
convergente en C([0,1]). Ayuda. Ver Ejemplo 7.21 de R.

19. Sean X e Y dos espacios métricos.

a) Una familia finita de funciones X — Y continuas en un punto = de X es equicontinua en z.

b) Sea B(X,Y) el espacio métrico de las funciones acotadas X — Y. La clausura de un subcon-
junto equicontinuo de B(X,Y") es equicontinua.

¢) Si X es compacto, entonces toda familia equicontinua en cada punto’xr € X de funciones
X — Y es equicontinua en X.

d) Si X es compacto, una sucesién de funciones continuas X — Y que converge uniformemente
es equicontinua en X.

IW. Rudin. Principios de Analisis Matemético
2Una familia F de funciones de X en Y es equicontinua en xo € X, si para cada € > 0 existe § > 0 tal que
dy (f(zo), f(x)) < € para todo z € X con dx (z,z0) < § y para toda f € F.
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20.

e) Si X es compacto, entonces una sucesién de funciones X — Y que es equicontinua en X y
converge puntualmente converge uniformemente.

Sea (fn)n>1 una sucesién de funciones [a,b] — R integrables y uniformemente acotadas. Si para
cada n € N la funcién F,, : [a,b] — R es tal que

R = [ " fa(€)de

para cada z € [a,b], entonces la sucesién (F,),>1 posee una subsucesién que converge uniforme-
mente en [a, b].

C. Miscelaneos

21.

22.
23.
24.

Probar que una funcién monétona en R tiene a lo sumo una cantidad numerable de discontinuidades
(de salto finito).

Ejercicio 13 de [R, cap 7).
Ejercicio 14 de [R, cap 7).
Ejercicio 17 de [R, cap 7).
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