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“Calculus required continuity, and continuity was supposed to require the infinitely little;
but nobody could discover what the infinitely little might be”

Bertrand Russel

A. Sucesiones en espacios métricos

Definicién. Dado un espacio métrico (X, d), decimos que una sucesién {p,} C X converge a p € X si

lim d(p,,p) =0.

n—oo

Notar que {d(pn,P)}nen es una sucesién de niimeros reales. En este caso decimos que la sucesién {p,} es

convergente y escribimos
lim p, =p

n— oo

(si es necesario, se aclara que la convergencia es en X). Una sucesién que no es convergente se dice que
es divergente.

1. Sea {p,} C X una sucesién en un espacio métrico X. Probar

a) {pn} C X converge a p si y solo si para todo £ > 0 todos los términos salvo a lo sumo una
cantidad finita pertenecen a N.(p).

b) Si{pn} C X converge a py a qen X, entonces p = gq.
2. Probar que toda sucesiéon convergente en un espacio métrico es acotada.

3. Sea E un subconjunto de un espacio métrico X. Demostrar que p € E si y solo si existe una sucesién
{pn} C E que converge a p.

4. Sea {z,} una sucesién de puntos en R* y z € R*. Escribamos

1,2 k 12 k
x’n (:L. 71"{7,’ ’x’n)7 xi(x 7x Y ’:'E )
Demostrar que
lim z, ==z si y solo si lim z;, =2' parai=1,...,k.
n—oo n—oo

Definicién. Sea {p,}, una sucesién y {ny}y una sucesién de nimeros enteros mondtona creciente, o
sea, n; < ng < ng < .... Decimos que {py, }r es una subsucesion de {p,}. O sea, la subsucesién es
pn17pn27pn37 AR
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5. a) Sea {p,} C X una sucesién en un espacio métrico compacto X. Probar que {p,} tiene una
subsucesién convergente en X. Sugerencia. Ya sabemos que todo subconjunto infinito de un
espacio métrico compacto tiene un punto limite.

b) Probar que toda sucesién acotada en R* tiene una subsucesién convergente.

Definicién. El didmetro de un conjunto £ C X de un espacio métrico (X, d) es el nimero (posiblemente
infinito)
diam F = inf{d(p,q) : p,q € E}.

6. Probar que si E es un subconjunto de un espacio métrico, entonces diam E = diam FE.

Definicién. Una sucesién {p,} en un espacio métrico (X,d) es de Cauchy si para cada € > 0 existe
N € N tal que d(pn,pm) < e sin,m > N.

7. Ejercicio 20 de [R, cap 3].!
8. Mostrar que en todo espacio métrico una sucesién de Cauchy es acotada.

9. Sea {p,} una sucecién de Cauchy en un espacio métrico compacto X. Probar {p,} es convergente a
algiin punto de X. Sugerencia. Si el conjunto {p,} es infinito, entonces sabemos que tiene un punto
limite p en X. Probar que p es el limite de toda la sucesién.

10. Probar que en R¥ toda sucesién de Cauchy es convergente.
Definicién. Un espacio métrico X es completo si toda sucesién de Cauchy en X es convergente en X.
11. Ejercicios 21 de [R, cap 3].
12. Ejercicios 22 de [R, cap 3].
13. Ejercicios 23 de [R, cap 3].
14. Ejercicios 24 de [R, cap 3]. En vez de completez solemos decir completacion.

15. Ejercicios 25 de [R, cap 3].

B. Funciones en espacios métricos

Definicién. Sean (X,dx) e (Y, dy) espacios métricos, E C X, f : E — Y una funcién, y p un punto
limite de E. Decimos que f(z) tiende a q € Y cuando x tiende a p y escribimos

Iim f(z) =¢q

T—p

si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
xeFE y 0<dx(z,p)<d = dy (f(z),q) <e

Si ademés p € E'y ¢ = f(p) decimos que f es continua en el punto p. Si f es continua en todos los puntos
de E decimos que f es continua en F.
Notar que en la definicién de limite, no se necesita p € E (f puede no estar definida en p).

16. Probar que si f tiene limite en p, el limite es tnico.

1W. Rudin. Principios de Anélisis Matematico
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17.

18.

19.

20.

Con X,Y,E, f y p como en la definicién, probar que

lim f(z) =q
si y solo si
lim f(pn) =q

n—o0

para toda sucesién {p,} C E que converge en X a p.
Probar los siguientes resultados.

a) Una funcién f : X — Y de un espacio métrico X en un espacio métrico Y es continua en
X siy solo si f71(V) es abierto en X para todo abierto V de Y. Notacién: Para V C Y,
f7YV)={z € X : f(z) € V} es la imagen inversa de V por f.

b) Una funcién f : X — Y de un espacio métrico X en un espacio métrico Y es continua en X
si y solo si f~1(C) es cerrado en X para todo cerrado C de Y.

Para 1 < i < k sea f; : X — R una funcién real definida en el espacio métrico X. Definimos la
funcion f : X — R¥ por f(z) = (f1(x), f2(x), ..., fr(x)) para x € X. Probar que f es continua en
X si y solo si cada f; es continua en X.

Sea f una funcién continua definida en un espacio métrico compacto X con valores en un espacio
métrico Y. Probar que f(X) es compacto en Y. Notacién: f(X) ={y € Y : y = f(z) para algin = €
X} es la imagen de X por f.

Definicién. Sea f : X — Y una funcién de con (X,dx) e (Y, dy) espacios métricos. Decimos que
f es uniformemente continua en X si para cada € > 0 existe § > 0 tal que si p,q € X y dx(p,q) < 0

entonces dy (f(p), f(q)) < e.

21.

22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

Probar que si f es una funcién continua en un espacio métrico compacto X en un espacio métrico
Y, entonces f es uniformemente continua en X.

Ejercicio 2 de [R, cap 4]
Ejercicio 3 de [R, cap 4]
Ejercicio 4 de [R, cap 4]
Ejercicio 5 de [R, cap 4]
Ejercicio 6 de [R, cap 4]
Ejercicio 13 de [R, cap 4]
Ejercicio 15 de [R, cap 4]
Ejercicio 18 de [R, cap 4]
Ejercicio 22 de [R, cap 4]

Sean X e Y espacios métricos, y f: X — Y una funcién continua y sobreyectiva. Probar que si X
es separable, entonces Y es separable.

Sea (X, d) un espacio métricoy f : X — R una funcién. Se dice que f es semicontinua inferiormente
(resp. superiormente) en xg € X si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

d(z,20) <6 = fzo) —e < f(2) (vesp. f(zo) + € > f(x)).

Probar que
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a) f es continua en z( siy solo si f es semicontinua infereiormente y superiormente en .
b) f es semicontinua inferioremnte si y solo si f~!(a, +00) es abierto para todo o € R.
¢) f es semicontinua superiormente si y solo si f~1(—o00,a) es abierto para todo a € R.

d) Si AC X y x4 es su funcién caracteristica, entonces x4 es semicontinua inferiormente (resp.
superiormente) si y solo si A es abierto (resp. cerrado).

33. Consideramos las funciones e, i : C([0,1]) — R definidas por

e(f) = f0), i(f)= /O f(z) da.

a) Demostrar que si usamos en C([0,1]) la distancia d, entonces ambas funciones resultan con-
tinuas. (deo(f, g) = sup(|f(z) — g(z)| : z € 0,1]).)
b) Demostrar que si en cambio usamos la distancia d;, entonces i es continua pero e no lo es.

(di(f,9) = fy 1f(z) — g(x)|dz.)

¢) Analizar si es posible que una funcién £ : C([0, 1]) — R sea continua para d; pero no para dee.
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