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1 SUCESIONES NUMERICAS

1 Sucesiones Numeéricas

El material de esta Seccién y las dos siguientes esta principalmente extraido de [3, Secciones
1.5 a 1.8].

Supongamos que tenemos una regla o funcién que a cada nimero natural n le asigna un
numero a, € C. Escribimos explicitamente esta regla como

{al,ag,...,an,...}

o més abreviadamente como {a,}. En lugar de decir: la regla {a,}, diremos: la sucesidn
{an}. Sia, € R para todo n € N decimos que {a,} es una sucesién real o de niimeros reales.

Decimos que la sucesién {a,} converge a p, o tiene limite p si para cualquier € > 0 todos
los nimeros a,, salvo posiblemente una cantidad finita estan en la bola B.(p). Es decir, para
cualquier € > 0 existe ng € N tal que

la, —p| <e sim > ng.
Escribimos a,, — p cuando n — oo o

lim a, = p.
n—o0

Si {a,} no converge a ningiin nimero complejo, decimos que diverge, o es divergente.
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Figura 1: Izq: Sucesion a, = 2 + sin(n/2)/n, convergente a 2. Der: Una sucesién divergente

Una sucesién {a,} es acotada si existe C' € R tal que |a,| < C para todo n. Si {a,} CR
entonces decimos que {a,} es acotada superiormente (inferiormente) si a,, < C' (a,, > C) para
todo n € N para alguna constante C'.

Teorema 1. Una sucesion convergente es acotada.
Demostracion. Supongamos que a,, — p. De la definicion para ¢ = 1, existe ng tal que
la, —p| <1 Yn > ny.
Entonces |a,| < |a, — p| + |p| < 1+ |p| para n > ngy. Si definimos
C = max {|a1],[azl, ..., |any—1],1 + [p[}

entonces tenemos que |a,| < C para todo n, como queriamos probar. O]
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2  SUCESIONES MONOTONAS

Ejercicio 1. Silima, = L ylima, = M entonces L = M.

Teorema 2 (Operaciones con limites). Suponer que a, — A y b, — B, con A,B € R.
Entonces

1. lim(a, +b,) =A+B
2. lima,b, = AB

3. 81 B # 0, entonces lim §* = %.

Teorema 3. Sean {a,} y {b,} sucesiones convergentes de nimeros reales. Si a, < b, para
todo n suficientemente grande, entonces lima,, < limb,,.

Teorema 4 (Conservacién del signo). Sea {a,} una sucesion real con a, — L # 0 entonces
existe ng € N tal que a,, # 0 para todo n > ny. Mds ain, si L >0 (resp. L < 0) entonces ng
puede elegirse tal que a, > % (resp. a, < é) sim > ng.

2 Sucesiones monotonas

La sucesién real {a,} es mondtona creciente si verifica a, < a,,1 para todo n, y es estric-
tamente mondtona creciente si a, < any1 para todo n. Andlogamente, {a,} es mondtona
decreciente si verifica a, > a,y1 para todo n, y es estrictamente mondtona decreciente si
@, > an4q1 para todo n. Una sucesion (estrictamente) mondtona es una que es (estrictamente)
mondétona creciente o decreciente.

Lema 1. Una sucesion mondtona creciente (resp. decreciente) acotada superiormente (resp.
inferiormente) es convergente.

Ejercicio 2. Usando el lema anterior se puede demostrar que la sucesion

1 n
e (i)
n
converge a un numero L con 2 < L < 3.

Definicién 1. Una sucesion real {a,} diverge a +00 si para todo nimero N > 0 existe ng tal
que
n > ng = a, > N.

En este caso escribimos

lim a, = 400, 0 a, = +00 st n — +00.
n—-+00

Andlogamente, si para cada N > 0 existe ng € N tal que
n > ng = a, < —N
decimos que a, diverge a —oo y escribimos

lim a, = —o0, 0 a, — —00 §in — 400.
n—-+o0o

Teorema 5. Una sucesion mondtona creciente (resp. decreciente) es, o bien convergente (a
un nimero real) o bien divergente a +00 (resp. —o0).
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3 TEOREMA DE BOLZANO-WEIERSTRASS

3 Teorema de Bolzano—Weierstrass
Una sucesién {b,} es una subsucesion de {a,} si
by = an,, by=an,, ..., b,=ay,
donde n; < ny < --- < my < ---. Suele escribirse la subsucesién como {ay, }.

Teorema 6. Si lima,, = p entonces

lim a,, =
k—+o0 Tk p

para cualquier subsucesion {a,, } de {a,}.

Demostracion. Dado € > 0, sea ng tal que |a, — p| < & si n > ng. Como ny > k (por la
definicién de subsucesion) resulta entonces que |a,, — p| < € si k > ng. Asi, lima,, =p. O

Definicién 2. Sea {a,} una sucesion. Un nimero N € C es un punto limite (o punto de
acumulacion) de {a,} si existe una subsucesion {ay,,} tal que limy a,, = N.

Teorema 7 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada de nimeros reales
tiene al menos un punto limite.

Demostracion. Sea {a,} una sucesién acotada, supongamos [ < a,, < u para todo n. Para
cada k € N el conjunto {a, : n > k} es no vacio y acotado superiormente y por lo tanto tiene

supremo, sea
by = sup{a, : n > k}.

Entonces {by} es una sucesién mondtona decreciente pues
{an:n>k+1} C{a,:n>k} = by <y
y ademas acotada inferiormente, pues
a, >1 Vn = by > 1 Vk.

Luego {b;} es convergente a un nimero L € [l,u]. Veremos que L es un punto limite de {a,}.
Dado k € N sea n; > k tal que
Ay, > b, — 27]?.

Entonces, como b, — 27% < an, < by y by — L resulta por el teorema de intercalacién de
limites que a,, — L. Puede ocurrir que {a,, } no sea una subsucesién de {a,} pues {n;}
puede no ser estrictamente monétona. Para esto, sea m; = ny. Ahora elegimos my = ny, tal
que ng, > n1 y ke > 1. Esto es posible pues ny > k — 0o. Por esta misma razén podemos
elegir ms = ny, tal que ng, > ng, = mg y k3 > ko. Siguiendo con este proceso hallamos

una sucesion de indices m; < my < --- y por lo tanto {a,,,} es una subsucesién de {a,} y
también, como ky < ky < -+, resulta que {a,,, = a,, } es una subsucesién de {a,, }, y por lo
tanto a,,, tiene el mismo limite L que a,, . [

Teorema 8. Toda sucesion acotada {z,} C C tiene al menos un punto limite.



4 LIMITE SUPERIOR E INFERIOR DE UNA SUCESION REAL

Demostracion. Escribimos z, = a, + ib,, siendo a, y b, las partes real e imaginaria de z,.
Como {z,} es acotada, resulta que las sucesiones reales {a,} y {b,} son también acotadas.
Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass existe alguna subsucesién {a,, } convergente, digamos
lim a, = a.
k—4o00 Mt
Siendo que la (sub-)sucesion b, es acotada, también por el Teorema de Bolzano-Weierstrass,
sabemos que tiene una (sub-)subsucesién {b,, } convergente
lhm bnkl = 0.
—+00
Siendo que {ay, }; es una subsucesién de a,, , resulta que a,, — a sil — +o00. Ahora es facil
1 1
verificar que la subsucesion {z,, }; es convergente y

= lim (a% +ibnkl> —a+if

=400

lim z
l—+o00

concluyendo la prueba. O

4 Limite superior e inferior de una sucesion real

Sea dada una sucesién {a,} de nimeros reales. Notemos que tenemos dos posibilidades: {a,,}
es acotada o {a,} no es acotada, y en este tltimo caso, puede ser no acotada superiormente,
no acotada inferiormente o ambas.

1. Si {a,} no es acotada superiormente, entonces a,, tiene una subsucesién a,, que diverge
a +oo: en efecto, elegimos ny tal que a,, > 1. Luego elegimos ny tal que ny > ny y
an, > 2. Tal ny existe, de lo contrario a,, < 2 para todo n > n; y en ese caso {a,} seria
acotada superiormente por la constante C' = max{ay, ..., a,,,2}. Andlogamente, pode-
mos encontrar ng > ng ta que a,, > 3. Siguiendo con este procedimiento, encontramos
una subsucesion a,, tal que a,, > k para todo k. Esta subsucesion diverge a +oo.

2. Anélogamente, si {a,} no es acotada inferiormente, tiene una subsucesién a,, que di-
verge a —oo.

3. Si, {a,} es acotada, entonces por el teorema de Bolzano—Weierstrass tiene alguna sub-
sucesion convergente.

Entonces, podemos considerar el conjunto
E CRU{—o00,+00}

formado por todos los puntos limites de {a,}, incluyendo posiblemente a +00 0 —oco en el
caso en que {a,} no sea acotada. Entonces vemos que E nunca es vacio, pero si puede suceder
que E C {—00,+00}.

Definicién 3. Definimos el limite superior de {a,} como

—00 si B ={—o00}
limsupa, = +00 st +o0 €l
noee sup(ENR) en otro caso.
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4 LIMITE SUPERIOR E INFERIOR DE UNA SUCESION REAL

Figura 2: Sucesién a,, = (—1)"(1+ 1/n), limsupa,, = 1,liminfa, = —1

Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 9. Sea {a,} una sucesion acotada de nimeros reales. Entonces limsupa, es un
punto limite de {a,}. Mds ain, limsupa, es el mayor de los puntos limites de {a,}.

Demostracion. Basta demostrar que s = limsup a,, es un punto limite, ya que por definicién
de punto limite no puede haber uno mayor que s. Dado ¢ =277, sea {; € E tal que

s — g </l <s.
Como ¢; es punto limite de {a,}, existe una subsucesiéon que converge a ¢;, y por lo tanto
existe n; tal que
hd |anj _£j| < %7
e n; > j.
Luego

€

£
\anj—s\glanj—€j|—|—\€j—s|§§+ =ec.

[\

De esta manera, obtenemos una sucesién {ay,} tal que
ap, = 8 si j — o0.

Puede ocurrir que {a,,} no sea una subsucesion de {a,}, pues n; puede no ser estrictamente
creciente. Sin embargo n; — oo si j — oco. Entonces sea j; = 1 y nf = n;,. Luego elegimos
J2 > j1 tal que nj, > nj, y definimos nj = nj,. Después, elegimos j3 > jo tal que n;, > n,,,
y ponemos ng = nj,. Continuando con este proceso, encontramos una sucesion a,, que es
subsucesion de {a,}. Ademas, a,; es también una subsucesién de {a,,} y por lo tanto tiene
limite s. O

Similarmente, podemos definir el limite inferior de {a,} como

+o0 si B = {400}
liminf a, = —00 si —oc0o€eFl
e inf(ENR) en otro caso.

y tenemos el teorema:



5 CRITERIO DE CAUCHY DE CONVERGENCIA DE SUCESIONES

Teorema 10. Sea {a,} una sucesion de nimeros reales acotada. Entonces liminf a, es un
punto limite de {a,}. Mds ain, liminf a, es el menor de los puntos limites de {a,}.

Remark 1. Trabajando con el campo de nimeros reales extendido R U {—o0, 00} podemos
extender los resultados anteriores al caso en que {a,} no es acotada.

Ejercicio 3. Supongamos que M > limsup a,,. Entonces existe ng tal que a, < M para todo
n > ng. Sitmilarmente, si m < liminf a,, entonces existe ny tal que a,, > m para todo n > ny.

Ejercicio 4. Probar que limsup a,, = liminf a,, = L si y solo silima, = L.

Ejercicio 5. a) Dada una sucesion real {a,} acotada superiormente, sea u, = sup{ay :
k > mn}. Mostrar que u,, es decreciente y consecuentemente U = limu,, existe finito o es
—o00. Demostrar que

U =limsupa, = liril (sup{ag : k >n}). (1)
n—-+0oo

n—-+400o

b) Andlogamente, si {a,} es acotada inferiormente probar que

liminfa, = lim (inf{as : k > n}). (2)

n—+o0o n—-+o0o

Si convenimos que las sucesiones {+oo} y {—o0} convergen a +00 y —oo respectivamente,
entonces para cualquier sucesion real, acotada o no, valen las igualdades (1) y (2).
5 Criterio de Cauchy de convergencia de sucesiones

El material de esta Seccién y hasta la Seccién 13 estd extraido del libro [3, Capitulo 5].
También se puede consultar [1, Capitulos 8 y 9]
Decimos que {a,} C C es una sucesion de Cauchy si para todo £ > 0 existe ng tal que

lan, — ay| < e sin > ng,m > ng.
Teorema 11. Una sucesion {a,} es convergente si y solo si es de Cauchy.
Demostracion. Sea {a,} convergente a p € C, y ¢ > 0. Existe ng tal que
€ .
|an—p|<§ sin > ng.

Luego si n,m > ng entonces
€
2

£
lan — am| = |(an —p) + (p — am)| < |an — p| + |an, —p| < st =¢

Asi, {a,} es de Cauchy.
Ahora supongamos que {a, } es de Cauchy, y queremos probar que entonces es convergente.
Notemos primeramente que a,, es acotada: sea ng tal que

lan, — an] <1 sim,m > ng.



6 SERIES NUMERICAS

En particular
lan| < 1+ |ay,] para todo n > ny.

Entonces |a,| < C para todo n con
C' = max{|a1],|az|, ..., |an|} + 1.

Por el Teorema 8 sabemos que {a,} tiene un punto limite, digamos p € C. Sea {a,,} una
subsucesion tal que a,, — p si k — 4o00. Veremos que toda la sucesién {a,} converge a p.
Para esto, sea € > 0, y sea kg tal que

€
|an, —p| < 5 si k> ko. (3)
Como {a,} es de Cauchy, existe ng tal que
|y, — am| < g si m,n > no. (4)

Fijemos k' tal que k¥’ > ko y ng > ng. Entonces, si n,m > ng tenemos por ecuaciones (3) y
(4) que
lan —p| < lan — an,, | + |an, —p| <e.

Como € > 0 es arbitrario, se sigue que {a,} converge a p. ]

6 Series numéricas

Dada una sucesion {a,} C C consideramos otra sucesién {S,} definida por

Sp=ar+ay+-ta, =Y a.
j=1

La sucesién {S,} se llama serie infinita, o simplemente serie, y cada S,, es una suma parcial
de la serie. Si existe el limite S = lim .S,, decimos que la serie es convergente y que converge
a S, ademas S es la suma de la serie, y escribimos

+0o0o
S:a1+a2+...+an+...:zan_
n=1

Si lim S,, no existe, la serie diverge. Escribiremos la serie {S,,} en forma més explicita como
o0
2 n=1n O 3 .

Teorema 12. Si una serie Y a, es convergente, entonces lima, = 0.

Demostracion. Si ) a, es convergente, entonces

lim S, = lim S, =S5

n—o0 n—oo

por lo tanto
lima,, = lim(S, —S,_1) =0

como queriamos. O



6 SERIES NUMERICAS

Si Y a, es convergente, podemos aplicar el criterio de Cauchy a la sucesién {S,} para
obtener el siguiente resultado.

Teorema 13. Una serie Y a, es convergente si y solo si para todo € > 0 existe ng € N tal
que
|Sn — S| = |amer + -+ an| <€ n>m > ny.

Ejemplo 1. Considerar la serie geométrica »_ aq"™ (a #0). Si ¢ > 1 la serie diverge siendo
que el término general aq™ no converge a 0. Si0 < g < 1 la serie es convergente por el teorema
anterior (verificar). Ademds, en este caso la suma de la serie es aq/(1 — q).

Teorema 14. Si la sucesion de numeros reales {a,} es no negativa, a, > 0, para todo n
suficientemente grande, entonces la serie Y a, es convergente si y solo si la sucesion de
sumas parciales {S,} es acotada superiormente. Si > a, no converge, entonces diverge a
+00.

Teorema 15 (Criterio de comparacién). Sean > a, y Y b, series con términos reales que
satisfacen 0 < a,, < b, para n suficientemente grande. Entonces:

1. 8i > b, es convergente, entonces »  a, es convergente.

2. 81 )" a, es divergente, entonces Y, b, es divergente.

Teorema 16 (Criterio de la raiz, o de Cauchy). Supongamos que a, > 0 para todo n. Si

limsup {/a, <1

n—oo

entonces la serie Y a, converge. Si

limsup {/a, > 1

n—oo

entonces la serie Y a, diverge.
Demostracion. Supongamos limsup {/a, < 1. Sea ¢ tal que
limsup a, < ¢ < 1.
Entonces por Ejercicio 3 existe ng tal que
0< a, <q sin > ng.

Luego, para n > ng tenemos 0 < a,, < ¢". Como la serie ) ¢" es convergente, por el criterio
de comparacién resulta que »_ a, converge.
Si limsup /a,, > 1, elegimos p tal que

limsup /a,, >p > 1.
Entonces, existe una subsucesién {a,,} tal que
"\i/ani > D Vn;.

Luego
Ap, > p" — +00 si i — +00.

Por el Teorema 12 resulta que > a,, diverge. [
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6 SERIES NUMERICAS

Teorema 17 (Criterio del cociente). Supongamos que a, > 0 para todo n. Si

Ap+1

lim sup <1
n—oo an
entonces la serie Y a, converge. Si
o .o Ongl
lim inf — > 1

n—oo an
entonces la serie Y a, diverge.

Ejemplo 2. Usando el criterio de la raiz o del cociente podemos ver que, sia >0 y0 <t <1
entonces la serie Y n®t" es convergente.

Remark 2. Dada una sucesion {a,} de términos positivos puede demostrarse que

.. . . a
< liminf /a, < limsup /a, < limsup ntl

G, Qn,

. . Qpn4
lim inf -

Por lo tanto, teniendo en cuenta el Ejercicio 4, si existe el limite

. An+1
lim
an

entonces también existe el limite
lim a,,
y ambos son iguales.
Remark 3. FEl criterio de la raiz es mas “fuerte” que el criterio del cociente, en el sentido

de que podria suceder que el criterio del cociente no sea concluyente y que si lo sea el criterio
de la raiz. Por ejemplo, dados 0 <r < s <1 considerar la sucesion {a,} definida por

™ sin es par
ap = "

s" st n es impar.
Entonces a a
o +1 : +1
lim inf /"= = 0, lim sup —— = 400
n a n G,

n
liminf /a, = r, lim sup a,, = s.
n n

Siendo s < 1 el criterio de la raiz permite deducir que la serie Y a, es convergente. Sin
embargo el criterio del cociente no es aplicable.

Teorema 18. (Criterio integral) Sea {a,} una sucesion mondtona decreciente de términos
positivos. Sea f(x) una funcién mondtona decreciente definida en N < z < +oo con N > 0,
tal que f(n) = a, para n > N. Entonces la serie Y a, es convergente si y solo si la integral
impropia f;oo f(x)dx existe.

11



6 SERIES NUMERICAS

Demostracién. Supongamos que la integral impropia [ ;;oo f(z) dx existe, esto es, el limite

Jim [0

y
/ flz)dx < C Yy > N,
N

existe. Pero entonces existe C' tal que

y en particular
/N flx)de <C VN <meN (5)

Por otro lado, si n > N entonces
an=f(0) > f(&) > fn+1) = anys,  paran<az<n+l.

Integrando en [n,n + 1] obtenemos

n+1
ay > / f(z)dx > anqq.

Luego para m > N tenemos

m mt1 mt1

Zan 2/ f(z)dx > Z Ay, (6)
n=N+1

De la segunda desigualdad y (5) tenemos

m+1

m—+1
Z ang/ f(z)dx < C.
N

n=N+1

Asi las sumas parciales de ) a, estan acotadas y por lo tanto la serie ) a,, converge.
Reciprocamente, supongamos que la serie » _ a,, converge. Entonces de (6) vemos que para

todon >N +1 .
/ flz)dx < K
N

para alguna constante K. Pero entonces la sucesién de niimeros

/N " ) da

es monétona creciente (pues f(x) > 0) y acotada superiormente, y por lo tanto converge a un

nimero L. Veremos que
+oo
f(z)dx = lim / f(z

N Yy—r—+00

12



7 SERIES NUMERICAS. CONVERGENCIA CONDICIONAL Y ABSOLUTA

Dado £ > 0 existe ng tal que
L—£</ flz)dx <L sim > ng,m € N.
N

Luego, si y > nyg, elijamos m € N, m > ng, tal que m < y < m + 1. Entonces, usando
nuevamente que f(z) > 0 resulta

pe< [Mwars [rwars [ iwar <,
N N

N
y esto concluye la prueba. O

Ejemplo 3. Utilizando el criterio integral, si « > 0 se puede probar que la serie Y 1/n®
converge st o > 1 y diverge st o < 1.

7 Series numéricas. Convergencia Condicional y Abso-
luta

La serie Y a, se dice que converge absolutamente si la serie > |a,| es convergente. Si ) a,
es convergente pero no absolutamente convergente, entonces se dice que es condicionalmente
convergente.

Teorema 19. St una serie de nimeros complejos es absolutamente convergente, entonces es
convergente.

Demostracion. Sean S, las sumas parciales de una serie > a,. Entonces, si n < m tenemos
|Sm — Sul = |ani1 + Gnyo + ...+ ap| < Z |ani1] + |anse| + -+ |am]-
Si definimos T, las sumas parciales de ) |a,|, vemos entonces que
|Sy — Sn| < Thy — T

(notar que T,,, — T,, > 0). Si ) a, converge absolutamente, entonces {7},} es una sucesién
de Cauchy, luego dado € > 0 existe ng tal que T,, — T,, < € si ng < n < m. Pero entonces
|Sp — Sn| < € si ng < n < m. Deducimos entonces que {S,} es de Cauchy, y por lo tanto
> a, es convergente. O

Remark 4. Los criterios de comparacion, de la raiz, del cociente y el criterio integral enun-
ctados en la seccion anterior, asumen que los términos de las series son reales no negativos
para n suficientemente grande. Por lo tanto esos criterios pueden utilizarse para establecer
convergencia absoluta.

Sea ¢, una sucesiéon de términos complejos y escribamos ¢, = a, + b, con a, y b, las
partes real y compleja de ¢,. Las series > a, y Y. b, se llaman partes real e imaginarias de
la serie Y ¢,. Las siguientes afirmaciones se pueden deducir facilmente:

e > ¢, es convergente si y solo si Y a, y > b, son ambas convergentes.

e > ¢, es absolutamente convergente si y solo si Y a, y Y_ b, son ambas absolutamente
convergentes.

Sin embargo, si Y ¢, es condicionalmente convergente, puede suceder que una (pero no ambas)
de las series Y a, v Y. b, sea absolutamente convergente (ver ejercicio 7).

13



8 CRITERIOS PARA CONVERGENCIA CONDICIONAL

8 Criterios para convergencia condicional

Los siguientes criterios dan condiciones que aseguran la convergencia de series que pueden no
ser convergentes absolutamente.

Teorema 20 (Series telescopicas). Sea {b,} una sucesion. La serie

Z(anrl - bn)

es convergente si y solo si {b,} es convergente y en este caso tenemos

+o00

;@M —by) = lim b, —by

Teorema 21 (Criterio para series alternadas). Sea {b,} una sucesion mondtona decreciente
de términos positivos tal que b, — 0 si n — +o0o. Entonces la serie alternada Y (—1)""'b,
es convergente.

Demostracion. Consideremos las sumas parciales de la serie alternada
Son =by —by+ by —by+ -+ boy_1 — bay.
La sucesién {Sa, }n es creciente, pues como {b,} es decreciente se sigue que
So(nt1) — Son = bany1 — bapg2 > 0.
Ademads {Ss,}, es acotada superiormente pues
Son = by — (by = b3) — (ba — b5) — -+ — (ban—2 — ban—1) — bap < b1.

Entonces existe
lim Szn .

Por otro lado, la sucesion {Ss, 11}, es decreciente, ya que
Son+1)+1 — S2n+1 = —bopya + bopy3 < 0.
Ademads {Ss,, 11} estéd acotada inferiormente pues
Sont1 = (by —ba) + (b3 — bg) + ...+ (ban_1 — bap) + bopi1 > 0.

Entonces existe
lim So,41

Por lo tanto tenemos
lim SQn—i—l — lim S2n = lim(52n+1 - Sgn) = lim b2n+1 =0.
Sea S = lim Sy, 41 = lim Sy,,. Ahora es facil ver que {S,} es convergente y converge a S. [

Ejercicio 6. La serie Y (—1)""'/n es convergente. Como no es absolutamente convergente,
es condicionalmente convergente.
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9 PARTES POSITIVA Y NEGATIVA DE SERIES REALES

Ejercicio 7. Sean a, = % Yy b, = #, Cpn = ay +1b,. Probar que ¢, es condicionalmente

convergente.

Sean a, y b, son dos sucesiones complejas, y definamos A,, las sumas parciales de > ay:
A, =a1+ -+ ap.

Entonces se tiene la siguiente formula de sumacion parcial de Abel:

n

Z apby = Apbpi1 — Z Ay (b1 — by) - (7)

k=1 k=1
Se puede demostrar teniendo en cuenta que
Z arpby = Z (A — Ap—1) b = Z Agby — Z Ap_1by = Z Apby, — Z Apbry1 + Anbpa.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

De la férmula (7) deducimos que si la sucesién {A,b,1} v la serie > Ay (bgy1 — bx) son
convergentes entonces lo es también la serie > aybg.

Teorema 22 (Criterio de Dirichlet). Sea > a,, una serie con sumas parciales acotadas. Sea by,
una sucesion decreciente de nimeros reales que tiende a 0. Entonces > aiby, es convergente.

Demostracion. Teniendo en cuenta la férmula (7), notemos que la sucesién {A,b,+1} converge
a 0 pues para alguna constante M tenemos |A,| < M para todo n (sumas parciales de ) a,
acotadas) y b, \, 0. Ademds, siendo by — by1 > 0 tenemos

| A (bg1 — b)| < M (b — bs1)

y como la serie Y M (by — bry1) = Mby es telescopica convergente, resulta, por comparacion,
que > Ag(bry1 — by) es absolutamente convergente. Esto implica que > aiby, converge. O

Ejercicio 8. Probar que si la serie Y a,, diverge, entonces la serie Y na, también es diver-
gente.

Ejercicio 9. Demostrar el criterio de Abel: Si la serie Y a,, converge y {b,} es una sucesion
mondtona convergente, entonces la serie »  a,b, es convergente. Sugerencia. Tener en cuenta
la formula (7).

9 Partes positiva y negativa de series reales

Sea ) a, una serie de niimeros reales. Denotaremos {p,,} la subsucesién de {a,} que consiste

de todos los términos positivos de la sucesiéon. También denotaremos por {—¢,,} la subsucesién
de {a,} formada por todos los términos negativos. Sean

Pnzzpma Qn:ZQm
m=1 m=1
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10  REORDENAMIENTOS DE SERIES

Entonces para cualquier n existen n’ y n” con n’ +n” < n, tales que
n n
S =Y an="Pu=Qu, > l|an|=Pu+Qu. (8)
k=1 k=1
Notemos que si a,, # 0 para todo n entonces n' +n” = n.
Si hay una cantidad infinita de términos a,, positivos (resp. negativos), entonces n’ — oo
(resp. n” — 00) si n — oo.

Teorema 23. Sea {a,} una sucesion de nimeros reales. Si Y a, es absolutamente conver-
gente entonces Y Dm Y Y. Gm Son convergentes. Si Yy a, es condicionalmente convergente
entonces > pm Y Y Gm Son ambas divergentes.

Demostracion. Supongamos que » | a, es absolutamente convergente. Sea, como antes, { P, }
la sucesion de sumas parciales de Y p,,. Si p, es el n-término de ) a, entonces, como las
sumas parciales de Y |a,| son acotadas (por la convergencia absoluta) claramente

Po=> m<Y lul <K
k=1 k=1

para alguna constante K. Asi las sumas parciales P, de Y p, son acotadas superiormente.
Ademas {P,} es creciente, y luego es convergente. Similarmente se prueba que > ¢, es
convergente.

Ahora supongamos que »  a, es condicionalmente convergente. Entonces Y |a,| es diver-
gente. Supongamos que »  p, es convergente. Sea {Q,} la sucesién de sumas parciales de
>~ qn. Dado n existen ny y ngy tales que S,, = P,, — Qn, 0 sea

Qn:Snl _Png-

Como las sumas parciales S,, v P,, son, en este caso, convergentes, son acotadas, digamos
|Sm| < K1y Qn < Ky para todo m. Por lo tanto también la sucesién {@,,} serfa acotada:

Qn:Snl_PngSlSn1|+Pn2§K1+K2~

Como la sucesién {@,,} es creciente, entonces resulta que es convergente. Pero entonces
deducimos que la segunda igualdad de (8) que > a, converge absolutamente, que es una
contradiccién. Luego Y p, diverge. Anédlogamente se demuestra que Y ¢, diverge. O

10 Reordenamientos de Series

Definicién 4. Sea > a, una serie y sea n : N — N una aplicacion biyectiva. Asi para cada
k € N, n(k) es un natural, y para cada natural n’ existe un unico k' € N tal que n(k') = n'.
Entonces la serie Y by, donde by = An(k), € llama un reordenamiento de la serie > an.

Teorema 24. Sea Y a, una serie absolutamente convergente, y > b, un reordenamiento de
> an. Entonces Y by, es convergente a Y >~ .

Teorema 25. Si cualquier reordenamiento de Y a, es convergente, entonces Y a, es abso-
lutamente convergente.

Ejercicio 10. Sea > a,, una serie condicionalmente convergente. Entonces para cada A € R
existe un reordenamiento » b, de > a, tal que > b, es convergente a A.
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11 CONVERGENCIA DE FUNCIONES

08

06

04

Figura 3: Izq: convergencia puntual. Der: convergencia uniforme

11 Convergencia de funciones

Sea {f.(x)} una sucesién de funciones definidas en un intervalo /. Supongamos que existe
una funcién f(x), definida en I, tal que para cada x € I se tiene lim f,(z) = f(x). Entonces
decimos que {f,(x)} converge (o converge puntualmente) a f(z) y escribimos

fn — [ puntualmnte en I.
Si para cada € > 0 existe ng € N tal que
nzng == |fulz) — f(2)| <&, Vzel

entonces decimos que {f,(x)} converge uniformemente a f(x) e I. En este caso, f(x) es el
limite uniforme de {f,(x)}, y escribimos

fn=f enl.

Ejercicio 11. La sucesion {x/n} converge uniformemente a 0 en el intervalo [0, 1].

Ejercicio 12. La sucesion {x™} converge puntualmente en el intervalo [0,1] a la funcion

f@):{o si0<zx<1

1 stx=1.
En este caso la convergencia no es uniforme en el intervalo [0, 1] (ni tampoco en [0,1)).

Teorema 26. El limite uniforme de una sucesion de funciones continuas en un intervalo I,
es continuo en I.

Demostracion. Supongamos que f, = f en I, siendo las f,, continuas en /. Sea zy € I.
Queremos probar que f es continua en zy. Supondremos que zy es un punto interior de I,
la demostracién se puede modificar facilmente en el caso que xg sea un extremo de I. Por la
convergencia uniforme sabemos que para € > 0 existe ng tal que

fu@) = f@] <5 Veel, Vazno
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11 CONVERGENCIA DE FUNCIONES

en particular tenemos
€
)= f@) <5 Vrel
Ahora usamos que f,, es continua en zy. Entonces existe 6 > 0 tal que

9
’fno(x)—fno(iﬁoﬂﬁg V-TGI, ’33—5170’<(5.

Entonces, para todo = € I con |x — 2| < § tenemos
[f (@) = fzo)l = |If (@) = fuo(@)] + [fro (&) = frg (0)] + [y (20) — f (0)]]
< |f($) - fno(x)’ + |fn0(x> - fno(mo)’ + ’fn0($0> - f<1'0)|
E € €
S g + § + g = E.
Como ¢ es arbitrario, resulta que f es continua en x. ]

Ejercicio 13. Decidir si la sucesion {1/(1 + z*)} converge uniformemente en [0, 1].

Ejercicio 14. Suponer que una sucesion {f,(x)} de funciones converge uniformemente en
la,b) y ademds la sucesion {f,(b)} es convergente. Entonces {f,(x)} converge uniformemente
en el intervalo cerrado [a,b].

Ejercicio 15. La sucesidn del ejercicio 13, ;converge uniformemente en [0,1)?

Teorema 27 (Criterio de convergencia uniforme de Cauchy). Una sucesion de funciones
{fn(x)} definidas en un intervalo I, es uniformemente convergente a alguna funcién f(x)
en I, siy solo si, para todo € > 0 existe ng € N tal que para todo x € I se tiene

|fa(@) = fn(2)| <€ sin>mng,m = mne. (9)
Demostracion. Supongamos que f, = f en I. Entonces dado € > 0 existe ng tal que
| folz) — fl2)] < % Veel Vn>n.
Sean n, m > ng. Entonces tenemos
fal@) = f@)] < 5,
fnl@) = f@)] <35, Vel

Ve el

Se sigue que si n, m > ngy entonces para todo x € I tenemos

[fu(@) = fon(@)| < |ful2) = f(@)] +[f(2) = fin(2)] <

como queriamos.

Reciprocamente, supongamos que (9) vale. Entonces, para cada = € I, la sucesién {f,,(x)}
es una sucesiéon de Cauchy, y por lo tanto converge. Llamemos f(z) al limite de { f,,(z)}. Esto
define una funcién f en I. Probaremos que f, = f en I.

Nuevamente por (9), sabemos que dado £ > 0 existe ng tal que para todo x € I

[fu(@) = fm(@)| <& sin2ng,m=mno.
Dejemos n fijo (n > ng), y hacemos m — oo, entonces f,(x) — fu(x) = fu(z) — f(x), por lo
que se obtiene que para todo = € I vale

[fu(z) = fz)| <e.

Esto vale para todo n > ng, lo que demuestra la convergencia uniforme de f, a f. [
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13 INTEGRACION Y DIFERENCIACION DE SERIES

12 Convergencia puntual y uniforme de series

Considerar una serie » .~ u,(z) de funciones u,(x) definidas en un intervalo I. Notemos que
para cada x € [ se trata de una sucesién numérica. Sea

Sul@) = ug(x).

Si {Sn(x)} converge uniformemente en I a una funcién S(z), decimos que la serie Y u,(x)
es uniformemente convergente a S(x) en I. Si {S,(z)} es puntualmente convergente, decimos
que la serie > u,(x) es puntualmente convergente.

Teorema 28. Si una serie Y u,(x) de funciones continuas u,(x) sobre un intervalo I es
uniformemente convergente en I, entonces su suma S(x) es continua en I.

Demostracion. Tener en cuenta que Y, _, u, () es continua y usar el teorema 26. O

Teorema 29. Una serie Y u,(z) de funciones u,(x) sobre un intervalo I es uniformemente
convergente en I, st y solo si, para todo € > 0 existe ng € N tal que para todo x € I se tiene

[un () + Upg1(2) + - up(z)| < € sim >mn >mng.

Demostracion. Aplicar el criterio de convergencia uniforme de Cauchy, Teorema 27, a la
sucesién de sumas parciales S, (z) = > 7_; un (). O

Si ) |un(x)| es uniformemente convergente, decimos que ) u,(x) es absolutamente uni-
formemente convergente, o normalmente convergente. Es claro que convergencia normal im-
plica convergencia uniforme.

Teorema 30 (Criterio M de Weierstrass). Sea {u,(z)} una sucesion de funciones definidas
sobre un intervalo I. Sea M, una sucesion de constantes positivas tal que |u,(x)| < M,
para todo x € I. Si Y, M, es convergente, entonces Y u,(x) es normalmente (y por lo tanto
uniformemente) convergente en 1.

Demostracion. Como » |, M, es convergente, por el Teorema 13 sabemos que dado € > 0 existe
ng tal que
M, + M1 +---+ M, <c¢ sim >n > ng.

Entonces, por la hipétesis |u,(z)| < M, para todo x € I, se sigue que
U ()| + |1 (2)| + - + Jum(z)] <e  sim>n>ng, Vel

Entonces por Teorema 29 se tiene que Y |u,(x)| es uniformemente convergente en 1. O

13 Integracion y diferenciacion de series

Teorema 31. Sea {f,(x)} una sucesion de funciones continuas sobre un intervalo cerrado,
acotado [a,b]. Supongamos que {f,(x)} converge uniformemente a una funcion f(x) en [a,bl.
Entonces f(x) es integrable en [a,b] y

lim [ f.(2) d:C:/ f(z)dz. (10)

n—oo a
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13 INTEGRACION Y DIFERENCIACION DE SERIES

Demostracion. Por Teorema 26 sabemos que f(z) es continua en [a, b], y por lo tanto integrable
en [a,b]. Dado € > 0, sea ny tal que

fal@) = f@] < 7= sinzmn, @ ¢€ab)

Entonces, si n > ny tenemos
b
[fo(z) — f(2)] dx

[ nwae- [swal=| [
Q/m (@)] da
§/a b_adxzs

que prueba (10). O

Notar que podemos escribir (10) como

b b
lim [ fu(z) dmz/ lim f,(z)dx

indicando que si f,, =% f en [a, b] entonces podemos “intercambiar la integral y el limite”.

Remark 5. En el Teorema anterior, si la convergencia de {f,(z)} a f(x) no es uniforme,
entonces en general (10) es falso. Considerar el siguiente ejemplo. Sea

An’x si()gacg%
fl@)y=q —4n’z+4n si- <z <+
0 si%<x§1.

Entonces f — 0 puntualmente en [0, 1]. Sin embargo

/fn )=1 VneN.

Teorema 32 (Integracién término a término). Sea Y u,(x) una serie de funciones continuas
un(x) sobre un intervalo cerrado, acotado [a,b]. Si Y u,(x) converge uniformemente a S(x)
en [a,b], entonces S(x) es integrable en [a,b] y

/ab S(x)de = g/abun(x) dx. (11)

Demostracion. Aplicar Teorema 31 a la sucesion de sumas parciales S, (z) = > ;_, ug(x). O

Ejemplo 4. La serie
1

=14 p4+a®L...
1—=z

es uniformemente convergente para x € [—t,t] con 0 <t < 1. Entonces, integrando término

a término tenemos
LY PO
O JE— J— « e .
81 ¢ 35
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13 INTEGRACION Y DIFERENCIACION DE SERIES

Notar que (11) puede escribirse como

/ab Lio; un(x)] dx = i/ﬂbun(x) dzx.

n=1
Existen Teoremas analogos para diferenciacion.

Teorema 33. Sean f,(x) funciones con derivadas continuas en un intervalo cerrado, acotado
la,b]. Supongamos que {f!} converge uniformemente en [a,b] y que f, — f puntualmente en
la,b]. Entonces f(x) es diferenciable y para cada x € [a,b] tenemos

f(x) = lim_fi ()

Demostracion. Sea g(x) el limite uniforme de {f’(z)} en [a,b]. Entonces g es continua y por
Teorema 31 aplicado al intervalo [a, z| para = € [a, b], tenemos

[ oty = i [ g = tim (5,60 - 1)

n—o0 a

Por la convergencia puntual f,, — f resulta

fo) = 1@+ [ gt
Como g es continua, resulta por el Primer Teorema Fundamental de Calculo que f es derivable
y ['(z) = g(z) = lim f, (z). -
La conclusion del Teorema anterior se puede expresar como

(lim f,,) (z) =lim f/(z)  para z € [a,b]

que puede interpretarse como “intercambiar los operadores limite y derivada”, o “derivada del
limite es el limite de las derivadas”. Para que esto sea valido no es suficiente la convergencia
uniforme f,, = f, como en el caso de integraciéon (Teorema 31) como se ve en el siguiente

ejemplo.
1
fn(:v):\/:r?%—ﬁ xre|[-1,1].

Entonces f, = f en [—1,1] siendo f(x) = |z|. Notemos que f no es derivable en x = 0. Sin
embargo las f, son derivables en x =0 y f/(0) = 0 para todo n.

Ejemplo 5. Sean

Teorema 34 (Diferenciacién término a término). Sean u,(x) funciones con derivadas con-
tinuas en un intervalo cerrado, acotado [a,b]. Supongamos que > ul(x) es uniformemente
convergente en |a,b] y que > u,(x) — S(x) puntualmente en |a,b]. Entonces S(x) es difer-
enciable y para cada x € [a,b] tenemos

S'(x) = up(x). (12)
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14 SERIES DE POTENCIAS

Demostracion. Aplicar Teorema 33 a la sucesion de sumas parciales S, (x) = >, ug(z). O

Notar que (12) puede expresarse como

o0 / o0
(Sou) - Yo
k=1 k=1
que en el caso de sumas finitas ya sabiamos que vale.

14 Series de Potencias

Esta seccién y la siguiente estén extraidas del libro [3, Secciones 5.6 y 5.7].
Una serie de funciones de la forma

[e.e]

2
E an(r — )" = ap + a1(x — xo) + ag(x — 20)" + - - -
n=0
se llama serie de potencias centrada en xy. Los numeros ag,aq,... son reales y se llaman

coeficientes de la serie y © € R es la variable. Muchos de los resultados que veremos son
validos también para series de potencias con coeficientes complejos y variable compleja.

Teorema 35. Si una serie de potencias y -, an(x — x0)" es convergente para v =&, & # o,

entonces es absolutamente convergente para x en el intervalo |x —xo| < | —xg|. Ademds, para
cada € > 0 (ademds de € < |§ —xo|), la serie converge normalmente en |x — x| < |§ —xo| — €.

Demostracion. Como ) a,(§ — x¢)™ converge, se sigue que

nginoo an(g - IL‘()) =0

y por lo tanto |a,(§ — zo)"| < C para todo n para alguna constante C. Sea x tal que

|z — xo| < |£ — xo|. Entonces, si definimos v = E:iﬁ",tenemosOS’Y<1y
|z — xo|™
an(x — 20)"| = |an (€ — 20)" | —— < CH".
on(e = a0)"| = lon(€ — 20"l [T = 22 < €

Por comparacién resulta que la serie Y |a,(z — zo)"| converge, ya que la serie geométrica
> Cy™ es convergente.
Para ver la convergencia normal, sea ¢ > 0 y definamos n = g + |£ — x¢| — . Entonces

0<n—xg=|z;— 20| — €

y por lo tanto |n — xo| <= |§ — x¢| — & < |§ — | Luego > |an(n — x¢)"| es convergente. Si x
es tal que |z — zp| < |€ — o] — € tenemos

|an(z = 20)"| < lan(n —20)"| = M,

con » M, < +oo. Entonces por el criterio M de Weierstrass se sigue que »_ |a,(z — x¢)"|
converge uniformemente en el intervalo |x — x| < |€ — zo| — €. O
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n

Corolario 1. Si una serie de potencias Y -, an(x — x)" es divergente en § # o, entonces

también es divergente en todo x con |xr — xo| > € — x|

Sea A el conjunto

A= {x : Zan(a: — xo)" es convergente} :

n=0

Notar que A # () pues g € A. Supongamos que A es acotado y definimos R = sup A—x¢. Sea
n tal que |n — xo| < R. Entonces Y~ a,(n — x¢)" converge. En efecto, si Y~ a,(n — zo)"
fuera divergente, entonces, por el Corolario 1, la serie > 7 a,(x — x¢)" también divergeria
para todo x con |x — xo| > |n — x¢|, y en particular divergeria para todo x > z¢ + |n — x|,
por lo que sup A — zg < |n — 29| < R, que es una contradiccién. Por otro lado, si [ —xo| > R
entonces o a,(n — xo)" diverge. En efecto, si ) " an(n — x¢)" convergiera, entonces
Yoo g an(z — x)™ convergerfa también para todo = con |x — zo| < | — x| (Teorema 35), en
particular convergerfa para zq < x < xg + | — zo|, y asi sup A — xg > |n — xo| > R, que es
una contradiccion.

Si A no es acotado definimos R = 400 y es ficil ver que Y a,(z — )" es convergente
para todo = € R.

Asi, tenemos el siguiente Teorema.

Teorema 36. Para toda serie de potencias Y -, an(x — x0)" existen dos posibilidades:
1. Converge para todo x € R.

2. Existe un nidmero no negativo R tal que Y o a,(x — xo)™ converge para |x —x¢] < R y
diverge para |x — xo| > R.

El nimero R se llama radio de convergencia de la serie, y en el caso 1 ponemos que
R = +oo. El intervalo (zg — R, o + R) es el intervalo de convergencia de la serie. En los
extremos del intervalo de convergencia, x = o + R 0 * = 2o — R la serie puede converger o
diverger.

Teorema 37 (Férmula de Cauchy-Hadamard). Para una serie de potenciasy -, an(x—20)",

el radio de convergencia R es
1
= lim sup {/|ay,|. (13)

n—-+o0o

Remark 6. En la formula (13) convenimos que 1/0 =400 0 1/ 4+ oo = 0.

Demostracion. Supongamos primero que M = limsup,, . {/|a,| # +oo. Notemos que para

cualquier = tenemos
limsup v/|a,(z — o) = M|x — x|

n—-+0o

Luego por el criterio de la raiz (Teorema 16) sabemos que Y, a,x™ converge si |z —zo|M < 1
y diverge si |z — zo|M > 1. Asi, si M > 0 tenemos que el radio de convergencia es R = 1. Si
M = 0, entonces la serie converge para todo z, y por lo tanto R = 400 (= 1/0).

Si M = +o0, entonces

limsup v/|a,(z — x0)"| = | — zo|limsup A,

n—+o0o n—-+o0o

ay| = 400
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14 SERIES DE POTENCIAS

para todo x # xy. Luego, si x # x( existe una subsucesién de { Vlan(x — :ro)”|} que converge

a +oo (Teorema 9 y Remark 1) y asi el término general de la serie no tiende a 0, por lo que
no converge. O sea, la serie no converge para ningin = # xg, 0 R=0 (= 1/ + 00). ]

Remark 7. Las demostraciones anteriorres pueden adaptarse para una serie compleja

+00
Z an(z — 20)"
n=0

con coeficientes y variable compleja. En este caso el radio de convergencia R se calcula simi-
larmente con la formula de Cauchy—Hadamard (13). La serie converge en el disco del plano
complejo Br(zp) = {z € C: |z — 2| < R} y diverge en el conjunto {z € C: |z — zo| > R}. En
cada punto de circunferencia |z — 29| = R puede converger o diverger.

Usando la Férmula de Cauchy—-Hadamard es facil ver que las series que se obtienen
derivando o integrando término a término un serie de potencias de radio de convergencia
R también tienen radio de convergencia R.

Teorema 38. Sea ::6 an(x — )" una serie de potencias de radio R. Entonces las series

de potencias

+o00 a +o0
Z - _: (z — o)™ Y Z nay,(z — 20)" (14)
n=0 n=1

también tienen radio de convergencia R.

Por Teorema 35 se sigue que la serie de potencias Y a,(x — zo)" de radio R y las de (14)
son normalmente (y por lo tanto uniformemente) convergentes en (rg — R + €,29 + R — ¢€)
para todo € > 0. Luego podemos aplicar los Teoremas 32 y 34 para obtener los siguientes
resultados.

Teorema 39. Sea ::5 an(z — x9)" una serie de potencias de radio de convergencia R # 0.
Sea f(z) = >"2 a, (v — 20)" para |x — z9| < R. Entonces f(z) es continua en (ro — R, zoR)
Y
x —+00 a 400 a )
t)dt = " (2 — x)"t! — " (0 — )"
[ T0a =3ty =3 )
para |v — x| < R, | — x| < R.
Teorema 40. Sea ::6 an(z — x9)" una serie de potencias de radio de convergencia R # 0.
Sea f(z) = S a, (v — 20)" para |x — x9| < R. Entonces f es derivable con continuidad en
(o — R,z0+ R) y
400
f(x) = Z na,(x — x0)" .
n=1
Corolario 2. La funcion f(x) = :{:6 a,x™ es infinitamente derivable en (xg — R, xo + R),
y para k € N vale
+00
Fx) = nn—1)-(n—k+ an(z — z0)" ",
n=k
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15 SERIES DE TAYLOR

15 Series de Taylor

Supongamos que f(z) es una funcién infinitamente diferenciable en un intervalo (a — R, a+ R),
R # 0. Entonces podemos considerar los desarrollos de Taylor de f con resto de orden n
arbitrario:

" (n)
f@) = 1)+ e — o)+ D0 @ —ap o gy m
para |z — a|] < R, donde el resto R, 1 puede expresarse como
(n+1)
Ryi(x) = —f(n n 1(§|> (z —a)"

siendo & un punto que depende de x y verifica | —a| < |z —a|. Entonces el siguiente resultado
se obtiene facilmente.

Teorema 41. Si f(x) es infinitamente diferenciable en (a — R,a + R), y si Ryi1(x) — 0
puntualmente en dicho intervalo cuando n — oo, entonces

© n)(g
fwy =3 LW o (15)

n.

La serie (15) se llama serie de Taylor de f alrededor de x = a, y en el caso a = 0 suele
llamarse serie de Maclaurin.

Ejemplo 6. Consideremos el desarrollo en serie de Taylor de f(x) = € alrededor de x = 0.
Notemos que todas las derivadas de f coinciden con f, esto es f(”)(:l:) = €%, por lo que
fM(0) = 1. El resto de Taylor es

R o 65 n+1
n+1 (l’) - ﬁm
que verifica para todo x € R
||
IR, 1(z)] < —'x”“ —0  sin— o0
n!
Por lo tanto f(x) = e* tiene un desarrollo en serie de Taylor dado por
2 n
- x x
e'=1+or+ -+ +—+-- para © € R.
2! n!

Sea ahora f(x) una funcién dada por
f(z) = Z an(z —a)" si |z —al <R. (16)
n=0

Aqui suponemos que la serie de potencias converge para todo x € (a — R,a + R), y al valor
de la suma de la serie en z lo llamamos f(z). De esta manera f tiene una expansién en serie
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15 SERIES DE TAYLOR

alrededor que z = a. Nos preguntamos si f tiene una serie de Taylor, y en ese caso, si la serie
que define a f coincide con la serie de Taylor de f alrededor de a.

Como la serie > 7 ja,(x — a)™ que define a f tiene radio de convergencia al menos R, se
sigue del Corolario 2 que f es infinitamente derivable en el intervalo (e — R,a+ R) y

oo

f(k)<x) = Zn(n 1) (n—k+ Dan(z — a)nfk,

n=~k

Luego f*(a) = klay. Despejando ay y reemplazando en (16) obtenemos que

© n)(g
j@) =3 Ty

n

Asi, si f tiene una expansiéon en serie de potencias con radio de convergencia positivo, dicha
expansion debe ser la serie de Taylor, que es el contenido del siguiente Teorema.

Teorema 42. Si una funcion f(x) tiene una expansion en serie de potencias alrededor de un
punto x = a, entonces esta serie es la serie de Taylor de f alrededor de x = a.

Corolario 3 (Unicidad del desarrollo en serie de potencias). Sean Y a,(x—a)" y > by(xr—a)"
dos series de potencias alrededor de © = a que convergen para |r — a| < R, tales que

Zan(w—a)” :an(x—a)” si |z —al < R.
n=0 n=0

Entonces a,, = b, para todo n.

Demostracion. Si f(z) denota la suma de ambas series para |r — a| < R, entonces sabemos

que dichas series deben ser la serie de Taylor de f alrededor de x = a, y por lo tanto a, =
(n)
b, = " (a)

n!

para todo n. [

0.4

02 \

0.1

Figura 4: f(z) = e /%" siz # 0, f(0) = 0. Aunque no se distinga, f se anula solo en z = 0
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Series de Fourier de cosenos

Ejemplo 7. Una funcion infinitamente diferenciable que no tiene desarrollo en serie de po-
tencias:
Sea (ver Figura 4)

. e six #0
f<x>_{ 0 siz=0

Resulta que f(z) es infinitamente diferenciable en todo R, y en particular f7™(0) = 0 para
todo n (esto se puede probar por induccion). Entonces, si [ tuviera un desarrollo en serie de
Taylor alrededor de x = 0, con radio de convergencia R, este desarrollo deberia ser

X fn)
f(x)zzfn—‘(o)x”:() si |x| < R,
n=0 )

por lo que f se anularia en un entorno alrededor de x = 0, que seria una contradiccion, ya
que f(x) > 0 para todo x # 0.

16 Series de Fourier

En esta Seccién seguiremos el Capitulo 1 del libro [2], ver también [4].
Diremos que una funcién f es continua a trozos (o seccionalmente continua) en un intervalo
la, b] si para alguna particién

Tro=a<zr;1<---<zx,=2b

resulta que f es continua en cada subintervalo (z;_1,2;), 7 =1,...,n, y ademds existen (y son
finitos) los limites laterales

fat) = lm f@@) v fle-)= lm f@), i=l...n

ToTi—1+ T—>x;—

Notar que una funcién continua a trozos en un intervalo [a, b] es acotada en todo el intervalo.
Ademas es integrable pues lo es en cada intervalo [z;_1,z;] y vale

b 1 z2 b
/ f($)da::/ f(a:)dx+/ f(x)d:v+---+/ f(z)dz.
a a x1 Tn—1
Observemos también que una combinacién lineal o un producto de funciones continuas a

trozos es una funcién continua a trozos. Denotemos por C,(a,b) al conjunto (que es un
espacio vectorial) de funciones continuas a trozos.

16.1 Series de Fourier de cosenos

Supongamos que f(x) € C,(0,7) tiene una representacién en serie de Fourier de cosenos:

+oo
flz) = % + Zan cos(nz) para x € (0,7) (17)
n=1

donde los coeficientes a,, n = 0,1,..., son nimeros reales. Dada la funciéon f queremos
encontrar una férmula para los coeficientes a,. Para esto supondremos que la serie (17)
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Series de Fourier de cosenos

y cualquier otra serie relacionada que aparezca admiten integracién término a término (por
ejemplo, para (17) esto ocurre si suponemos que la serie converge uniformemente, ver Teorema
32). Entonces integrando (17) tenemos

g ag [T > i Tag
flx dac:—/ dr + an/ cos(nx)dr = —
| t@a=3 | > [ costna)do =

ya que todas salvo la primera de las integrales del lado derecho se anulan. Por lo tanto

™

ap = 2/07T f(x)dx. (18)

Para m > 1 fijo, multipliquemos (17) por cos(ma) obteniendo

f(z) cos(mzx) = % cos(max) + i a, cos(nx) cos(mzx) para z € (0,7).

Nuevamente, suponiendo que es vélido, integramos término a término:
™ ™ 0 g
)
/ f(z) cos(mz) dx = ?/ cos(mz) dx + Z an/ cos(nx) cos(mx) dz. (19)
0 0 1 0
Ahora tenemos en cuenta que, siendo m > 1
™
/ cos(mz)dr =0
Oﬂ'
/ cos(nzx) cos(mx) dx = {
0

e}

sim#n
sim =n.

(B

Por lo tanto, se sigue de (19) que

T
Y

/O " Fa) cos(ma) da — .

2 ™
am:—/ f(x) cos(mx) dx m=12....
T Jo

Notar que si en esta expresion ponemos n = 0 se obtiene la formula (18) para ag, por lo que
podemos escribir

2 ¥
Uy = —/ f(z) cos(mz) dx m=0,1,2,.... (20)
T Jo
Para una funcién f cualquiera en C,(0,7) definimos su serie de Fourier de cosenos como
la serie dada por el lado derecho de (17) con los coeficientes a,, dados por (20) y escribimos

o0

f(z) ~ % + Z a, cos(nz) para z € (0, 7). (21)

n=1

Decimos que la serie representa a la funcién f. Notemos que ponemos el signo ~ en lugar de
= pues dada f cualquiera no podemos asegurar que la serie converja a f(z) ya que en esta
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Series de Fourier de cosenos

definicién no asumimos ningun tipo de convergencia de la serie. Para una f particular podréd
ocurrir que la serie converja o no, converja puntualmente o uniformemente, etc.

El hecho de que f sea continua a trozos asegura que las integrales (18) que definen a los
coeficientes a,, existen.

Una serie de Fourier que representa una funcién f(z) en un intervalo (0,), también
representa una funcion fuera de ese intervalo:

e Silaserie (21) converge a f(x) para 0 < x < 7, entonces también converge a la extension
par y periddica de periodo 27 de f(x) en todo el eje x. O sea, converge a F(z) donde
F' esta definida por las condiciones

vV F(z)=f(x)si0 <z <m,
v F(—z)= F(z) para todo x € R,
v F(z+ 27) = F(z) para todo = € R.
Esto ocurre porque cada término de la serie (21) es par y periddico de periodo 2.

Notar que F(z) se obtiene a partir de f(x), 0 < z < 7, reflejdndola en el eje y y luego
extendiendo por periodicidad.

e Claramente una serie de Fourier de cosenos no puede representar una funcién f(z) para
todo x si f no es par y periddica de periodo 2.

Ejemplo 8. Considerar la funcion f(x) = x en el intervalo 0 < xz < w. Es fdcil verificar que
los coeficientes de Fourier de la serie de cosenos de f son

ag = T
2(=1)" -1
an:_( )2 3 n:1727
T n
Asi podemos escribir
W+2i(_1)n_l (nz) O0<z< (22)
T~ =+ — ~——cos(nz T < .
2 7w n?

En la Figura 5 vemos las sumas parciales Sz y S5 de la serie. Podemos ver que en el
intervalo (—m, ) la serie representa la funcion |x|. En la Figura 6 S3 y Ss se grafican en
(—3m, 3m).

Como los términos pares de la serie (22) se anulan, podemos reescribirla como

cos((2n + 1)x)
-+ — . 2
Z 2n 1) O<z<m (23)

Ejemplo 9. Los coeficientes de la serie de Fourier de cosenos de la funcion f(x) = sinz,
0<z<m, son

21 1"
n:_L n>0,n+#1
T 1—n2
CL1:O
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Series de Fourier de cosenos

Figura 5: Sumas parciales Sy (x) de la serie (22) de f(z) =«
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3.0

2.5 1

2.0

1.5+

1.0+

0.5 4

0.0

! ! ! I !
-10.0 -—-7.5 —=5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 1.5 10.0

Figura 6: Sumas parciales Sy(z) en el intervalo (—2m,27) de la serie (22) de
flz) = 2,0 < xz < m)
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— N=3
1.0 ~ —_— N=5
— N=7
=== fix)=sin(x)
0.8
0.6
0.4 +
0.2 1
! A1
) A
001 / '
T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
Figura 7: Sumas parciales Sy(z) en el intervalo (0,7) de la serie (22) de f(z) = sinz,

0 <z < m

Por lo tanto tenemos la representacion

1+ (=1)"
sinw ~ — + — Lcos(nw) 0<zxz<m. (24)
Toom 1 —n?

En la Figura 7 se muestran algunas sumas parciales en el intervalo (0,7) y en la Figura 8 en el
intervalo (—3m,3m). Como los términos impares de la serie se anulan, podemos reescribirla
como

siny ~ — — — — 0<x<m.
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1.0
0.8
0.6
0.4 1
021 —— N=3
—— N=5
— N=7 |
|
0.04 ——- flx)=sin(x) I !

! ! ! I !
-10.0 -—-7.5 —=5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 1.5 10.0

Figura 8: Sumas parciales Sy(z) en el intervalo (0,7) de la serie (22) de f(z) = sinz,
0 <z < m
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Serie de Fourier de senos

Los graficos en las Figuras 5, 6, 7, 8 fueron realizados con el Cddigo 1.

import numpy as np

from scipy import integrate

from math import pi

from matplotlib import pyplot as plt

N = [3,5,7] #Sumas parciales que queremos obtener (aca S_3, S_5 y S_7)
f = lambda x: np.sin(x) #Definir aca la funcion (en este caso sin(x))
Xx = np.linspace(-3*pi,3*pi,1000) #Intervalo para graficar (aca (-3pi,3pi))
ax = plt.subplot(111)
for k in N:
a = [] #Inicializamos el vector de coeficientes de Fourier

for n in np.arange(0,k):
g = lambda x: 2/pi*f(x)*np.cos(n*x)
an,err = integrate.quad(g,0,pi) #Integra entre 0 y pi
a.append(an) #Agregamos an a a

def Scos(x): # Scos sera la serie de cosenos de f (S_k)
y = alo0l/2
for n in np.arange(1l,k):
y = y + alnl*np.cos(n*x)
return y

ax.plot(x,Scos(x), label=°N = ’> + str(k)) #Grafica S_k
print (a) # muestra los coeficientes en linea de comandos
Xx = np.linspace(0,pi,1000)
ax.plot(x,f(x),1ls=’--",label="f(x)=x") # grafica f
ax.legend ()
plt.show ()

Cédigo 1: Cédigo en Python para calcular Series de Fourier de Cosenos

16.2 Serie de Fourier de senos

Para una funcién f € C,(0,7) se define la serie de Fourier de Senos de f como

flz) ~ an sin(nx) O<z<m
n=1
donde los coeficientes b,, estan dados por

2 s
b, = — n dz.
W/o f(z)sin(nz) dx

Bajo ciertas condiciones se puede probar que esta serie converge a f en (0, 7). Podemos hacer
algunas observaciones.

e Sea f definida en 0 < x < 7. Supongamos que la serie de senos de f converge en (0, 7).
Como la serie converge a 0 en x = 0 y © = m, entonces converge a f en 0 <z < 7 si
definimos f(0) = f(mw) = 0. En este caso, la serie de senos converge en todo x € R a la
extension F'(z) impar y de periodo 27 de f(x). Esta extensién F' puede definirse por
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0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figura 9: Sumas parciales Sy(z) en el intervalo (0,7) de la serie (25) de f(z) = =,
0 <z < m

vV F(z)= f(z),0 <z <m,
v F(—z) = —F(z), para todo = € R,
v F(x +2r) = F(z) para todo x € R.

e Una serie de Fourier de senos en el intervalo (0, 7) puede usarse para representar también
a una funcion f definida en todo x si esta es par y periédica de periodo 27.

Ejemplo 10. Sea f(x) =x con 0 < xz < 7. Entonces
1 n+1

xNQZ sin(nx) 0<z<m. (25)

En las Figuras 9 y 10 se muestran algunas sumas parciales de la serie de Fourier en los
intervalos (0,7) y (—3m,3m). Se puede ver que la serie representa una extension impar y
periodica de la funcion x modificada de manera que se anule en x = w. FEstos grdficos se
realizaron con el Codigo 2.

35



Series de Fourier

import numpy as np

3 from scipy import integrate

%}

o o

1

NN N NN NN

from math import pi
from matplotlib import pyplot as plt

N
f

[5,7,30] #Sumas parciales que se quieren calcular
lambda x: x #Introducir aqui la funcion

ax = plt.subplot(111)
x=np.linspace(0,pi,1000)

for k in N:
b = [0] #Ponemos el coeficiente b_0=0
for n in np.arange(1l,k):
g = lambda x: 2/pi*f(x)*np.sin(n*x)
bn,err = integrate.quad(g,0,pi)
b.append (bn)

def Ssin(x):
y =0
for n in np.arange(1l,k):
y = y + blnl*np.sin(n*x)
return y

ax.plot(x,Ssin(x), label=’N = ’ + str(k))
print (b) #Muestra los coeficientes de Fourier

x=np.linspace(0,pi,1000)
ax.plot(x,f(x),1ls=’--",label="f(x)=x")

ax.legend ()
plt.show ()

Cédigo 2: Cédigo en Python para calcular Series de Fourier de Senos

16.3 Series de Fourier

Dada f € C,(—m, ), la podemos descomponer como

f(x) = g(x) + h(z)

donde g y h son funciones en C,(—m, ) definidas por

(26)

(27)

flx)+ f(—= flx)— f(—x
R (R (O IR (O (o
2 2

Notar que g es una funcion par y h es impar. Consideremos la serie de Fourier de Cosenos de
g o0

Qo

g(x) ~ 5 1 ;ancos(nm) O<z<m
con o 7
an:—/ g(x) cos(nx) dx n=0,1,...
T Jo
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Series de Fourier

! ! ! I !
-10.0 -—-7.5 —=5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 1.5 10.0

Figura 10: Sumas parciales Sy(z) en el intervalo (—3m,3w) de la serie (25) de f(z) = =,
0 <z < m
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Series de Fourier

y la serie de Fourier de Senos de h

h(z) ~ an sinfnx) 0<z<m (29)
n=1
con o o
b, = — / h(z)sin(nzx)de  n=1,2,.... (30)
T Jo

Si dichas series representan a g y h en el intervalo (0, 7), sabemos que también las representan
en el intervalo (—m, ), dada la paridad de las funciones g y h y de los términos de las series.
Como f eslasumade gy h, entonces la suma de las dos series de g y de h es una representacién
en serie de f, llamada la serie de Fourier de f en el intervalo (—m,):

f(z) ~ % + Z la, cos(nz) + by sin(nz)] —w <z <m. (31)

Teniendo en cuenta la definicién (28) de a,, y la definicién (26) de g tenemos

ay = % UO f(z) cos(nz) da + /wa(—x) cos(nz) dz| .

Haciendo una sustituciéon z = —s en la segunda integral (y usando que la funcién cos es par)

obtenemos e
a, = — f(z) cos(nz) dx n=0,1,2.... (32)
™ —T

Anélogamente, usando la definicién (26) de h y (30) de b,, tenemos

by = % { /0 " flw)sen(nz) dz — /0 " F(—x)sen(nz) dz |

Con la misma sustitucién de antes y usando que sin(x) es impar llegamos a
1 ™
b, = —/ f(z)sen(nz) dx n=1,23,.... (33)
™ —T

Resumiendo, la serie de Fourier de f esta dada por (31) con los coeficientes definidos por (32)
y (33). Algunas observaciones:

e Si la serie de Fourier de f(z) representa a f en el intervalo (—m,7), entonces también
representa en todo R a la extensién F(x) de f(x) de periodo 2w. Esto surge de la
periodicidad del sin y cos. Claramente, si f ya era una funcion definida en todo R y
periddica de periodo 27, entonces F' coincide con f.

e Si f es par en (—m,7), entonces la serie (31) coincide con la serie de Fourier de Cosenos
en (0, 7). Del mismo modo, si f es impar en (—7, ), entonces la serie (31) coincide con
la serie de Fourier de Senos en (0, )
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Series de Fourier

Ejemplo 11. La serie de Fourier de la funcion

0 st —m<x<0
f(x)—{ r s10<zx<m
es
= [(=)"—1 —1)ntt
f(z) ~ % + ; {% cos(nm) + % sin(nm)| . (34)
Notemos que siendo que
T+ |z
2

la serie (34) es el promedio de la serie de cosenos (22) de la funcidn x en el intervalo (0, )
(que es también la serie de Fourier de la funcion par |z| en (—mw, 7)) y de la serie de senos
(25) de la funcion x en el intervalo (0,7) (y que como es impar, es la serie de Fourier de la
funcion x en (—m, ) ).

Las Figuras 11 y 12 muestran grdficas de algunas sumas parciales de la serie (34), que
fueron obteidas con el codigo de Listing 3.

import numpy as np

from scipy import integrate

from math import pi

from matplotlib import pyplot as plt

N [4,10,16] #Sumas parciales a calcular
f lambda x: x*np.heaviside(x,0)
#np.heavisede es una funcion ya definida que vale 1 si x>0 y 0 si x<O0

x=np.linspace (-pi,pi,1000)
ax = plt.subplot(111)
for k in N:
a = [1/pi*integrate.quad(f,-pi,pi) [0]] #el coef a_0 lo calculamos aparte
b [0] # b_0 no se usa
for n in np.arange (1,k):
g = lambda x: 1/pi*f(x)*np.cos(n*x)
an,err = integrate.quad(g,-pi,pi) #definimos a_n
a.append(an) #agregamos a_n al vector a
g = lambda x: 1/pi*f(x)*np.sin(n*x) #definimos b_n
bn,err = integrate.quad(g,-pi,pi) #agregamos a_n al vector b
b.append (bn)

def SFourier(x): #calculamos la suma parcial S_k
y = al0l/2;
for n in np.arange(1l,k):
y = y + alnl*np.cos(n*x) + b[n]*np.sin(n*x)
return y

ax.plot(x,SFourier(x), label=’N = ’ + str(k)) # grafica la suma S_k
print ("Coefs a_n = " + str(a)) #muestra los coef a_n

print ("Coefs b_n " + str(b)) #muestra los coef b_n

x=np.linspace (-pi,pi,1000)
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Series de Fourier

Figura 11: Sumas parciales Sy (x) en el intervalo (—m, 7) de la serie (34) de f(z) = max{0, z},
(—m<zx<m)
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3.5
— N =100

—=- f(x)
3.0 ~

2.5 4

2.0

1.5+
1.0+

0.5 4

Figura 12: Suma parcial Sjgo(x) en el intervalo (—m, 7) de la serie (34) de f(z) = max{0,z},
(—m <z <m)
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Desigualdad de Parseval

ax.plot(x,f(x),1ls="--",label="f(x)") #grafica f
Codigo 3: Codigo en Python para calcular Series de Fourier

16.4 Desigualdad de Parseval

Sea f € Cp(—m, 7). Denotemos por Sy las sumas parciales de la serie de Fourier de f:

Sn(z) = % + Z (ay, cos(nx) + by, sin(nz)), —m <z <.

n=1

En el espacio C,(—m, ) consideremos el producto interno L?, es decir,

- [ @) ghec-mm

con la norma asociada

ot = ( [ :f<x)2d:v)é  gec(-mm)

La norma ||f — Sy|| se lama error cuadrdtico medio entre f y su suma parcial de Fourier.
Obtendremos una expresién para este error. Primero teniendo en cuenta que

(cos(nz), cos(mx)) = Tomn, (sin(nz),sin(mx)) = Tmn, (sin(nz), cos(mzx)) =0

podemos ver que

a2
(SN,SN —0"—2 a, +b2
n=1
Ademés
2 N
(f.Sw) =7 |2 +> (a2 +1b7)
n=1

Entonces obtenemos

If = SwlI> = (f = Sn. f — Sw)
:(f7f)_2(f’SN)+(SNaSN)

2 N
=P =7 |2+ (@ +2)
n=1

En particular, siedo que ||f — Sy]||> > 0 obtenemos

9 N
Qg 2 2
§+1§:1 a —|—b < |IflI* (35)
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Un Teorema de Fourier

Proposicién 1 (Desigualdad de Parseval). Sea f € C,(—m,m) y consideremos su serie de

Fourier N
% + ; (a, cos(nz) + b, sin(nz)) , - < <.
Entonces
a2
D3 (a2 +e) <IfI (36)
n=1

Demostracion. Se sigue de (35) que las sumas parciales de la serie de términos no negativos

:g (a2 + 1?) estan acotadas, por lo tanto la serie es convergente y su suma verifica (36). [

De (36) obtenemos que las series Y a? y >_ b2 son convergentes, y por lo tanto el término
general de cada serie converge a 0.

Corolario 4. Si a,, b, son los coeficientes de Fourier de una funcion f € C,(—m,m) entonces

lim a, =0, lim b, =0
n—-+4o0o n—+o00

16.5 Un Teorema de Fourier

Un teorema que da condiciones bajo las cuales la serie de Fourier de una funcién converge a
la funcion se suele llamar un teorema de Fourier. En esta subseccion queremos demostrar uno
de estos teoremas.

Recordemos que si f € C,(—m, m) entonces en cada punto o € [—m, 7] existen los limites
laterales

flaot) == lim f@),  flzo—):= lim f(a),

T—T0+ T—To—

con uno solo de los limites en los casos xy = £7. Definimos las derivadas “laterales” f(z) y
f1(z) en un punto zy € [—m, 7] como

T—To— T — 2o T—xo+ r — 2o

observando que nuevamente solo una de las derivadas se define en o = +7. Observemos no
es necesario que f puede tener una discontinuidad de salto en xy y tener derivadas f; o fx
debido a que en tales definiciones se usan los limites laterales f(xg—) o f(zo+) en lugar del
valor f(xg).

Teorema 43. Sea f: R — R una funcion que es continua a trozos en (—m, ) y periddica de
periodo 2. Entonces, para cada © € R en el que las derivadas f1(x) y fr(x) ezisten, la serie
de Fourier de f converge al valor medio

flat) + fz—)
2

de los limites laterales de f en x.
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Un Teorema de Fourier

Notemos que si f es continua en x, entonces w = f(x). Asi, si f es como en el

enunciado del Teorema, tenemos que la igualdad

flz) = % + Z (ay, cos(nx) + by, sin(nz))

n=1
en cada x en el que f es continua y existen las derivadas f7(z) y fr(z).

Demostracion del Teorema 43. Usando la definicién de los coeficientes de Fourier de f ten-
emos

Sn(x) = % /_: f(x)de + % é V:T f(s) cos(ns) ds cos(nx) + /_:: f(s) cos(ns) ds cos(nx)
= % /_7; f(z)dx + % i /_: f(s) [cos(ns) cos(nx) + cos(ns) cos(nx)] ds

N
1 [T 1 4
=5 B f(z)dx + - ;/ﬂ f(s)cos(n(s —x))ds
Definiendo el nicleo de Dirichlet
1 N
Dy(t) = 5t ; cos(nt) (37)

podemos escribir
1 ™
Sn(z) = ;/ f(s)Dn(s —x)ds.

Como el integrando f(s)Dy(s — z) es periddico de periodo 27, es un simple ejercicio probar
que si el intervalo de integracién se cambia por otro intervalo de longitud 27 la integral no
cambia. Asi tenemos

1 T+
Sy(z) = ;/ f(s)Dy(s —x)ds,
donde, para cada x, estamos integrando en un intervalo de longitud 27 centrado en . Entonces
1 [ 1 [* I J

Sn(z) = %/ F(8)D(s = 2)ds + = / F(5)Di(s — ) ds = 20 - V) (g)

con
1 T+ x
In(x) = ;/ f(s)Dy(s — x)ds, In(x) = / f(s)Dy(s —x)ds.

Haciendo la sustitucién v = s — z y llamando f(u + z) = g(u) podemos escribir Iy (z) como

In(x) = / fu+z)Dy(u)du = / g(u) Dy (u) du.
0 0
Notemos que g es continua a trozos en (—m,7) y periédica de periodo 2w puesto que f lo es

(sugerencia: verificar que f es continua a trozos en cualquier intervalo acotado). En particular
g es continua a trozos en (0, 7).
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Un Teorema de Fourier

Sea x tal que ff(z) exista. Entonces también existe ¢gi(0) y vale

9r(0) = fr(x)

(verificar: utilizar que g(0+) = f(z+)). Se sigue del Lemma 2 que

- _ T ="T
NLIIJIrlOO In(z) = 29R(0) = Qf(x—i—). (39)
Similarmente, haciendo primero la sustitucién z = s — x, luego u = —z tenemos

Iy(x) = /_i f(z4+2)Dn(z)dz
= /07r f(—=u+x)Dy(—u)dz
_ /Oﬂ J(& — u) Dy (u) ds

donde hemos usado que Dy es una funcién par. Nuevamente, la funcién g(u) = f(z — u) es
continua a trozos en (0, 7). Suponemos ahora que x es tal que existe f}(z). Es facil ver que

9(0+) = f(z=),  gg(0) = —f1(2).
Por lo tanto, aplicando nuevamente el Lemma 2 tenemos

i J(@) = Zg(0+4) = 2 fla—). (40)

Luego, si z es tal que existen fr(x) y f1(x), se sigue de (38) junto con (39) y (40) que
i ey = L) )

N—+o00 2

como queriamos probar. O

Corolario 5. Sea [ una funcion continua a trozos en (—m, ) tal que ff existe en [—m,m) y
f1 existe en (—m,m|. Si F es su extension periddica de periodo 21 a (—o0,+00), entonces la
serie de Fourier de f converge en todo punto x a

F(z+)+ F(z—)
5 .

En el siguiente Lema usaremos que el el niicleo de Dirichlet Dy (u) definido en (37) se
puede expresar como
sin[(2NV + 1)u/2]
2sin(u/2)

Dy(u) = para u # 2km, k € Z. (41)

Esta expresién puede probarse por induccion.

Lema 2. Sea g una funcion continua a trozos en (0, 7) tal que gx(0) existe. Entonces tenemos

lim g(u)Dn(u) du = gg(0+),

N—+400 r
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Demostracion. Escribimos

T

g(u)Dy(u)du = Ay + By

con

Ay = / "lgw) — g0 Dy(w)du vy By= / " 4(04) D (u) du.

Usando la expresion (41) obtenemos

"g(u) —g(0+) . (2N +1) N . (2N +1)
An :/0 > sin(u/2) sin — du:/o G(u) sdeu

con
g(u) —g(0+)
2sin(u/2)
La funcién G verifica es continua a trozos en (0,7) y existe G(0+) dado por G(0+) = gx(0).
Por el Lema 3 concluimos entonces que

G(u) =

N—+o00
Como i i
T
By = [ g0+)Dx(u)du=g(0+) [ Dlu)du = Fg(04)
0 0
concluimos la demostracion. O]

Lema 3. Sea G € C,(0, 7). Entonces

im [ G(u) sin (M) du = 0.

N—+o00 0 2

Demostracion. Escribimos

/ G(u) sin (M) du:/ G(u) sin (E—i—Nu) du
0 2 0 2
:/ G(u)singcos]\fudu—i—/ G(u)cosgsinNudu. (42)
0 0

La primera integral puede pensarse como el coeficiente ay de la serie de Fourier de la extension
par de G/(u)sin § multiplicado por 7. Como esta extension pertenece a C,(—m, ) se sigue del
Corolario 4 que

s

lim G(u) sin Y cos Nudu = 0.
N—+o0 Jg 2

Andélogamente, la segunda integral en (42) puede pensarse como el coeficiente by de la serie de
Fourier de la extensién impar de G/(u) cos § multiplicado por 7. Como esta extensién también
pertenece a C,(—m, ) se sigue del Corolario 4 que

lim G(u) cos 2 sin Nudu = 0.
N—+oo Jo 2

Esto concluye la prueba. O
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