UNIDAD 9: Calculo diferencial en campos
escalares

1 Campos escalares.

Definicién: Llamamos campo escalar a una funcion cuyo dominio estd contenido en R™, para algin
n € N y cuyo codominio es R. Es decir

f+ DCR"=R
(1,22, ... xn) — f(x1,29,...,2y)
Si no se especifica el dominio, se sobreentiende que es el mayor donde la ley de f esta definida.

Definicién: Conjunto imagen o recorrido de f
Imf={yeR:3(z1,29,...,2,) € R" tal que f (x1,29,...,2,) =y}.

Ejemplos:
1) f:R3 = R tal que f(z,y,2) = /22 + y% + 22 funcién médulo. Dom f = R? Im f = R].

v/ 1
2)f:R2—>Rtalquef(a:,y):Ly1+. Dom f ={(z,y) eR*:x+y+1>0, x #1}
m_

3) Las funciones reales son casos particulares de campos escalares cuando n = 1.
Observacion:
1) Notacién
f + DCR"—=R
T — f(@)=yeR
con T = (z1,x9,...,%,), x; variables independientes e y variable dependiente.
2) En esta materia nos limitaremos al estudio de campos escalares definidos en R? o R3.

Definicién: Sea f: D C R" — R, llamaremos grdfica de f al conjunto

={(x1,...,xn, f(21,...,2,)) : (21,...,2,) € Dom f}
={(z,f(z)): 2 € Dom f C R"}.

Observaciones:

1) G rC R+

2) Sélo podremos esbozar la grifica de campos definidos en R (funciones reales ) o R? (campos
escalares en R?).



3) Sea f: D C R? —» R un campo escalar, suele llamarse superficie en R? a la grafica de f, en este
caso

S:Gf:{(x,y,z) : (.T,y) GDOHlf y z:f(x,y)}

(x4 ﬂh‘ﬂ\

Ejemplos:
1) f(z,y) = 6 — 2z — 3y, Dom f = R? su gréfica es la superficie de ecuacién z = f(z,y) o sea
z =06 — 2z — 3y o bien 2z 4+ 3y + 2 = 6 que es la ecuacién de un plano.

2) f(z,y) = V9 —22—y% Dom f = {(z,y) : 2* + y* < 9}, la grifica es la superficie de ecuacién

z = f(z,y) o sea
z=49—22—y2 & 2®+y*+2°=9, conz >0

que es una semiesfera de radio 3 centrada en el origen.

3) Sea z = f(x,y) = 4 —2® — y?, dom(f) = R% Cada plano z = cte < 4 corta a G; en una
circunferencia.
4) Sea z = f (z,y) = 2241, dom(f) = R?. Cada plano y = cte corta a G en una pardbola z = x?+1.



2 Conjuntos de nivel.

Definicién: Sea f: D C R" — R y k € R, llamamos conjunto de nivel k de f a y notamos C}, al
conjunto

Cr ={(x1,...,2,) €R": f(x1,...,2,) =k} .

Observacion:

1)Cy # 0 <k elmf.

2) Cuando n = 2, Cy son curvas de nivel de ecuacién f(z,y) = k. Son las proyecciones al plano zy
de las curvas interseccién de la superficie z = f(x,y) con el plano z = k.

3) Cuando n = 3, C}, son superficies de nivel de ecuacion f(x,y, z) = k.

Ejemplos:

1) f(z,y) =6—220—3y,Cy) 6 —2x—3y =k € Im f =R o 2z + 3y = 6 — k son rectas para Vk € R.
2) f(z,y) = /9 — 22— 42, Cp) VI — 22 —y? =k € Im f C R} & 2*+y? = 9—k? son circunferencias
de radio v9 — k2si0 <k <3,unpuntosik=3y0sik>30k<0.

)[R SR, z= f(r,y) =4— (2®>+y?). Cp = {(z,y) : 2> +y*> = 4 —k} # 0 siy sélo si
k € (—o0,4] siendo, C}, circunferencias centradas en el origen de radio v4 — k si k < 4 o un punto
(el origen) si k = 4.

EX A)
keo

2
J,:Q: e

4 fR-SR, f(r,y)=2>+1. Cpo={(z,y) : 2>+ 1=k} #Dsiysélosi k > 1, donde, Cy son dos
rectas paralelas © = £k — 1 siy solosi k > 1y C] es el eje y.
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5 f:R3 - R, f(x,y,2) = 2% + y* + 22, las superficies de nivel k de f serdn Cy = {(z,y,2) :
2?2 +y? + 22 =k} # 0 siy sélo si k > 0, siendo, C esferas centradas en el origen de radio VE si
k >0 o un punto (;cudl?) si k = 0.

3 Limites y continuidad.

Para poder definir el concepto de limite de campos escalares tenemos que definir formalmente qué
significa que f(Z) — L cuando = — a.

3.1 Definiciones preliminares

{ Suma en R" : Hay una funcién de R" x R" en R" llamada suma (+) definida por
u+v=(u +vy,..., U, +v,)

¢ Producto por escalares en R" : Hay una funciéon de R x R™ en R" llamada producto por
escalares definida por

au = (auy, ..., qu,)
¢ Norma en R" : Hay una funcién de R" en R llamada norma en R" que indicaremos ||-||, definida
por

lz|| = /23 + ...+ a2

¢ Topologia de R"
En los espacios normados es entonces posible definir una distancia o métrica euclideana entre puntos
del espacio d (z,y) = ||z — y]| .
¢ Distancia en R" : Hay una funcién de R" x R” en R llamada distancia (o métrica) en R" que
indicaremos d, definida por

d(z,y) = [z -yl

Propiedad: Dados x,y, z € R" esta funcién distancia verifica:
i) d(z,y) = d(y,z)
i) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) desigualdad triangular
iii) d(z,y) > 0y d(xz,y) =0siysolosiz =y
¢ Esfera o bola de centro a € R" y radio r > 0 y notamos B (a,r), B(a,r), B,.(a) o B(a) al
conjunto
B(a,r)={z e R":d(z,a) <71}

O Abierto de R" : A no vacio de R" es abierto sii para cada a € A existe B (a,r) C A.
O Punto interior: Un punto a es interior de A sii existe B(a,r) C A.

Proposicién: Un conjunto A de R™ es abierto si todos sus puntos son interiores, es decir, si
A = A = {puntos interiores de A}.
Observacion: El vacio es abierto por definicién, R™ es abierto, si {A;}ie; es una familia cualquiera
n
de abiertos entonces |J A; es abierta y si {A;}; es una familia finita de abiertos entonces [ A; es
iel i=1

abierta.

¢ Entorno de un punto: Llamaremos entorno de un punto a a todo conjunto que contenga
B(a,r). Es decir E es entorno de a y si existe r > 0 tal que a € B(a,r) C E.
¢ Conjunto cerrado: Un conjunto B C R" es cerrado si CB = B es abierto.
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Teorema: a) R" y @ son cerrados. b) Interseccién arbitraria de cerrados es cerrada. ¢) Unién finita
de cerrados es cerrada.

¢ Punto clausura: Si A C R”, el punto x € R" es un punto clausura de A si y sélo si
todo entorno de x tiene interseccién no vacia con A. Llamaremos clausura de A y notaremos
A = {puntos clausura de A}, se verifica A C A.

Proposicién: Un conjunto A es cerrado si y sélo si A = A.

Ejemplos: a) La bola B (a,r) es abierta. En efecto, sea x € B (a,r) = ||zt —a| <7 = ||z —al =
r — 0 con 6 > 0. Usando la desigualdad triangular es facil ver que B (x, g) C Bl(a,r).

b) En particular, sin =1, B(a,r) = {z € R: |z —a| <r} = (a—r,a+71) o sea que el intervalo
abierto es un conjunto abierto.

c) En R? el conjunto P = {(z,y,2) :a <z <b, c<y<d, e<z< [} esun abierto, llamado caja
o prisma rectangular.

d) En R? el conjunto CP es cerrado.
CP={(z,y,2): (x<aVz>b)Ay<cVy>d)A(z<eVz>f)}
e) El conjunto E = {z : ||z — a|| > r} es cerrado pues £ = CB (a,r).

f) El conjunto D = {z : ||x —a|| > r} es abierto y B(a,r) = {z : ||z —al| < r} es cerrado. Por
ejemplo en R : si a < b, los conjuntos (—oo,a), (b,00), (a,b),(—oc0,a)U (b,00) son abiertos. Por lo
tanto el intervalo cerrado [a, b] es cerrado.

g) En R, el intervalo [a,b) no es abierto ni cerrado. En efecto, no es abierto pues a no es interior a
[a,b) y no es cerrado pues b no es interior a Cla, b).

h) El conjunto {a} es cerrado Va € R". Por ejemplo, en R, C{a} = (—00,a) U (a,c0) es abierto. En
R™
C{a} ={z: |z —al| >0}

Observacion: La interseccién (cualquiera) de abiertos no necesariamente es abierta, por ejemplo:
11 11

en R, ¥n € N los intervalos (—=, --) son abiertos. () (=3, ) = {0} es cerrado.

neN
¢ Punto frontera y frontera de un conjunto: Un punto z es punto frontera de A si
cualquier N (z) contiene puntos de A y de CA. Definimos la frontera de A y notamos 0A =

{puntos frontera de A}.
2z € QA siy sblosiparatodo N(z), N(:)NA#D y N(z)NCA#0.

Teorema: Un conjunto es cerrado si y sélo si contiene a su frontera. (A cerrado siy sélo si 0A C A)

¢ Punto exterior y exterior de un conjunto: Si A C R", el punto a € R" es llamado un punto
exterior de A si existe B (a) C CA. Llamaremos exterior de A y notaremos con extA = {puntos
exteriores de A}, se verifica extA C CA.

Observacién: Para todo A C R”, se verifica: i) extA = CA i) R" = AUBAUextA y todos estos
conjuntos son disjuntos 2 a 2.



Ejemplos: a) La frontera de B (a,r) es OB (a,r) = {x : ||z — a|| = r} y es también la frontera de
su complemento.
b) En R, la d(a,b) = 0[a.b) = d(a, b] = J]a, b] = {a, b}.
©) En B2, sea B = B (0,r) = {(z.y) € B : | (.9) — (0.0)] <} = {(z,5) € R : (2 )]| <}
= {(z,y) € R?: 2? + y*> < r?}. Indicar B, CB, 0B, B, extB = CB.

3.2 Limite de un campo escalar en un punto

Definicién: Sea f: D CR® - R, D =Dom f,sea a € D = DUJD, (o sea que todo entorno de a
tiene interseccién no vacia con A) entonces diremos que L € R es el limite de f cuando x tiende a
a siy solo si dado € > 0, existe 6 > 0 tal quesiz € Dy 0 < ||z — al| < d entonces |f () — L| <e. Es
decir, dada una bola de centro L y radio € existe una bola de centro a y radio d tal que si z € B(a, )
entonces f(z) € B(L,¢).
Notacion:

limf(z)=L o f(x)—L

Tr—a r—a

Observaciones: Para los casos n = 2 (que seran para los que veremos ejemplos) la definicién es:
Sea f: D C R? — R decimos que f — L cuando (z,y) — (a,b) y notamos

lim f(z,y)=1L

(z,y)—(a,b)

siidad05>Oexiste(5>0talquesi(ac,y)EDy0<\/(x—a)2+(y—b)2<5:>|f(x,y)—L]<8

»
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Observacién: Recordemos que para funciones reales, que x — a era equivalente a acercarse a a por
el segmento ax o xa segun z esté a la derecha o izquierda de a. Ademas si el lim f(z) existe entonces
r—a

existen los limites laterales y son iguales, y si los limites laterales son distintos no existe el limite.
En cambio, en R", en particular en R?, que x — a significa que podemos acercarnos a a por cualquier
camino. Esto nos dard una condicién necesaria de existencia del limite:

Proposicién: Sean C y Cy dos curvas que contienen al punto (a, b) € R?, sean L = ( l)nrz ) f(z,y)
x,y)—(a,
cuando (z,y) se acerca a (a,b) por la curva Cy y Ly = ( l)nrz b)f (x,y) cuando (x,y) se acerca a
x,y)—(a,

(a,b) por la curva Cy. Entonces:



a) Si Ly # Ly = no existe lim f(z,y)

(z,y)—(a,b)
b)SiLi =Ly 3 lim f(z,y)
(z,y)—(a,b)

. oxy . Sxy
Ejemplos: 1 r,Y) = —— existe  lim  ———
jemp ) [z, y) PR ¢ o o mo)xQ%_y

5 5
Nos acercamos al origen por la recta r = v, (x,yl)iiﬁo,())f(% x) = » 1) m 0)2—; =3
=y =y
Nos acercamos al origen por larecta x =0, lim f(0,y)= lim — =0
(z,y)—(0,0) (,9)—(0,0) Y2
=0 =0

Por lo tanto

. Sy
lim ———
(@,y)—(0,0) 22 + y?
52y 5%y
2 g(x,y) = existe  lim ?
) g(x,y) 2102 e (z.)—(0,0) T2 + 72

Introducimos el concepto de Limites radiales. Nos acercamos al origen por todas las rectas que
pasan por el origen

Yy =mx
=0
5> 5)
Evaluamos lim f(z,mz) = lim B T L
(z,1)—(0,0) =0 22 + m2x2  2-0 1 + m?2
y=mx y=mzx y=mx
Y ahora lim f(O y) = hmO =0
(z,9)—=(0,0) 0
=0

2
.Serd entonces  lim Y = 07 No lo podemos asegurar, lo probamos por definiciéon, pues de

(9)—(0,0) % + y?
existir tiene que valer 0 (unicidad del limite que probaremos luego),

_ 2 2 2
2t < =5Vy* <dVri+y < 55
<1 si \/:p2+y2<5=5

5513'2]/ 2

x? + y?

532y
2 + y?

por lo tanto
5 2
lim Ty =0
(z.y)—(0,0) 22 + y?

2

xy :
3) h(x,y) = —— jexiste  lim A

) h(z,y) ! L w (z,y)?
Usando limites radiales nos acercamos por y = mux,

xm2x2 ZL’?’)’L2

. l)méoo)h(x Y) = llm h(z, mz) = 9161_r>r(1) o 91611)% T = 0 Vm.
y mT y=mx y=mx

S5y

Pero jsera entonces  lim = 07. Buscamos otra curva para acercarnos al origen, por

@wammm2+y
ejemplo por la pardbola x = y2, entonces
4
Y 1
hmh = lim —— = —
(v, ) = M2

r=y? r=y>
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por lo tanto

lim Az
(2,4)—(0,0) (=.9)
23 + 3 2?4y
1) g(z.y) = jexiste  lim ?
)9y = F s ¢ (e)=(0.0) 22 +

Introducimos la transformacién a coordenadas polares y calculamos ( l)lrr% : g (x,y) haciendo
z,y)—(0,0

lim g (pcos b, psinf)
p—0

_ 3( a3 .3
{ x = pcosd i (cos® @ + sin” 0)

— | 3 .3 .
y = psinf p—0 2 = }g%,OECOS 0 +sin°0) =0

v
acotado

Por lo tanto, como el limite es independiente de 6 (no depende por qué curva me acerco al origen),
existe el limite y vale
3+ y3
lim ——
(2.9)—=(0,0) 22 + Y

rty : . T4y
—_— jexiste  lim @ —=="
V2 +y? (2.9)—=(0,0) /22 + 2

Usando coordenadas polares

5) f(x,y) =

x = pcosf . pcost+ psing . 1 sif=0
{y:psing })13% p =cosf +sinf = V2 sif= %

El limite lin% f (pcosb, psinf) depende de 6, es decir depende por qué curva me acerco al origen, por
p—

lo tanto no existe el limite.

3.3 Teoremas sobre limites.

Los teoremas vistos para funciones de una variable pueden en general aplicarse a campos escalares,
con demostraciones analogas, enunciamos algunos de ellos para los casos particulares n = 2:

Teorema: Si existe “ hrr% f (z,y) = L es tnico.
z,y)—(a,b

Teorema: Son equivalentes:

lim r,y)=L, lim z,y)—L)=0 lim z,y) —L| =0
(x,y)—>(a,b)f( v) (x,y)—>(a,b)<f( v) ) y||(x7y)_(a’b)”_>0\f( Y) |

Definicién: f es acotada en un entorno N(a,b) si existe M > 0 tal que |f(z,y)| < M para todo
(z,y) € N(a,b).
Teorema: Si existe ( 1)1rr% ) f (z,y) = L entonces f es acotada en algin entorno de (a,b).
z,y)—(a,
Teorema (Algebra de los limites): Sean f,g campos escalares de R?* en R con igual dominio
D CR? sean b= lim f (x,y) yc= lim g (z,y). Entonces:
(z,y)—(ab (z,y)—(a,b)
a) pm f (=, y)+g(w y)=b+c
zy)—
b) VA € R, “ l)m% ))\f(:z: ,Y) = Ab
7y

c) wm (z,y) g (z,y) = be



d) ~lim |f (z,y)| = [0

(@,9)—(a,b)
b
) SicA0, lm 1@y _0

@y)=ab) g(x,y) ¢

Demostracién: a, b, ¢ y e) idénticas a las hechas para funciones reales.

d) dado € > 0, existe 6 > 0 tal quesizx € D y 0 < ||z — al| < ¢ entonces
|1 (@ )] = [bl] < [f(z,y) =0 <e. [

Teorema (Caracter local del limite): Sean f,g : D C R? — R tales que existe r > 0 tal
que f(z,y) = g(z,y) Y(z,y) € B((a,b),r) — {(a,0)} € D. Entonces si lim f(z,y) = L

) (z,y)—(a,b)
= lim L.
(z,y)—(a,b) 9(wy) =

Teorema (Intercalacién para campos escalares): Sean f,g,h : D C R?* — R tales que ex-
iste 7 > 0 donde g (z,y) < f(x,y) < h(z,y) Y(z,y) € B((a,b),r) —{(a,b)} C D. Entonces si

lim r,y)= lim h(xr,y)=L= lim T L.
(r,y)%(a,b)g( v) (z,y)—(a,b) (z.9) (z,y)—(a,b) fley) =
Las demostraciones de estos teoremas se omlten pues son idénticas a las hechas en cursos anteriores

de andlisis matematico.

3.4 Continuidad de campos escalares.

Definicién: Decimos que el campo f : D C R? — R es continuo en (a,b) € D = Dom f si

( l)m% b f(z,y) = f(a,b). Si f es continuo en (a,b) para todo (a,b) € D decimos que f es continuo.
x,y)—

Teorema (Continuidad de la composicién): Sean f: D CR*> = Ry g: BCR — R (con
f(D) € B). Si f es continua en (a,b) y g es continua en f (a,b) entonces h = g o f definida por

h(z,y) = g (f (x,y))es continua en (a,b).

Demostracién: Sean € > 0, como ¢ es continua en f (a,b), existe r > 0 tal que si

|f(z,y) = f(a,b)| <r=1|g9(f(2,y)) —g(f(a,D))] <¢

Pero como f es continua en (a, b), para este r existe 6 = d (r) > 0 tal que si

1z, y) = (@, )| <o = |f (x,y) = [ (@, 0)| <7 =g (f(2,9)) —g(f(a,; b)) <e

Por lo tanto ( I)m% b)g (f(z,y)) = g(f (a,b)) entonces h = g o f es continua en (a,b). O
x,y)—(a,

Ejemplos de campos escalares continuos:

1) f (x,y) = k = cte es continua, en efecto |f(x, y)— f(a,b)]=]k—k|=0<eVe>0yV(z,y).

2) f(z,y) = x es continua, en efecto |f (z,y) — f (a,b)| = |z —a|] < esid =e. Idem, f(z,y) =y es
continua.

3) f(z,y) =az"y® con a € R, r,s € Ny, entonces f es continua.

4) p(x,y) = > a;x"y*, los polinomios son continuos.
i=1

~—

las funciones racionales son continuas donde ¢ (z,y) # 0.



6) f (z,y) = /22 + y2 es continua, pues es composicién de g : Ry — R, g(t) =ty h: R> = RJ,
h(z,y) = 2* + y* que son continuas.

7) La norma es un campo escalar continuo.

8) f(z,y) =In(1+ 2? + y*) es composicién de funciones continuas.

9) Las composiciones con exponenciales, trigonométricas, racionales, polinomios, logaritmos, etc son
continuos.

4 Derivadas direccionales y parciales de campos escalares.

Definicién: Sean f: D C R — Ry € D (entonces existe r > 0 tal que B, (z) C D). Sean @ un
versor y h # 0 tal que Z 4+ hu € B, (T). Si existe
o f @)~ f (@)
h—0 h

- Duf (@)
se lo llama derivada direccional de f en x en la direccion de u.
Por ejemplo podemos tomar h tal que |h| < r pues
d(Z+ hu,z) = ||z + hu — z|| = ||ha|| = |h|||a]] = |h| < r.
Observacién: En R?, si 4 = (uy,us) es un versor y Z = (a, b), entonces

Duf (a,b) = }g% fla+ hul,b—{—hhu2) — f(a,b)

1
Definicién: (Derivada parcial): En particular, si u = e; = (0, U B ,0) el i-ésimo vector de la

base canodnica de R"”, si existe

o f a4 he) — 1 (3)
h—0 h

= Déif (‘f)

se lo llama deriwada parcial i-ésima de f en .

Notaciones: Llamaremos indistintamente derivada direccional de f en Z en la direccién de é; o
derivada parcial i-ésima de f en T o derivada parcial de f respecto de z; en ¥ o derivada de f
respecto de z; en ¥ y notaremos

De () = Dif (7) = fo 7) = 50 (3)

Ejemplos: 1) Sea f (z,y) = x + y* calcular las derivadas parciales de f en T = (a, b)
f (j + hél) — f (j) f (((l, b) + (h,O)) B (CL, b)

Dif(a,b) = fu(a,b) = lim . = lim A
_ 2 32
_ 1imf((a+h,b)) f(a,b) :lima+h+b a—2>b _
h—0 h h—0 h
A i h
2_ 2 2 2 72
_ lima+(b+h) a—>b :limb + 2bh + h* —b _ o
h—0 h h—0 h
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Podemos observar que f, (a,b) es derivar respecto de z la funcién f dejando a y como constante y
luego calcularla en (a,b) y f, es derivar f respecto de y dejando = como constante y luego calcularla

en (a,b).

2) Calcular la derivada direccional de f (z,y) =

aplicar la definiciéon debemos calcular el versor uy =

z+yen (1,1) en la direccién de u = (—1, —1) . Para

o ) V27 V2
Dof (L1) = f((11). (4. 54)) = lim 7
-t +1-2 -2
= lim V2 V2 =2
h—0 h

Para ciertos campos escalares, pronto veremos una manera de calcular las derivadas direccionales sin

calcular este limite.

3) Sea f (x,y, z) = ze¥** calcular las derivadas parciales en & = (a, b, ¢)

f(a—i—h,b,c)—f(a,b,c)

(a + h)e?c — aeb™

Dy f (a,b,c) = li = li = et
1f (a,b,¢) = Jimy n e B ‘
. fla,b+hc)= f(abc) aebth?e _ geb*e B
Paflebhe) =y h R
C 2C C 20
= lim aeb%e%h el = lim aebgce%h e(2be + 2he) = ae”2bc
h—0 h L'H h—0 1
. fla,byc+h)— f(a,b,c) aet*(eth) _ gebe
Sf (0'7 76) hli)r(l) h hli% h
b%h b2hp2
—1 b
= lim ae” — lim ae?cS = ae”°p?
h—0 h L'H h—0

Como T = (a, b, ¢) es arbitrario, existen las derivadas parciales en todo (x,y, 2) € R® y definen nuevos

campos escalares de R? en R, ellos son

Ja (a"’ Y, Z)
fy (2,9, 2)
fa (2,9, 2)

v’z
y2z
xe?’ “2yz

2
.I‘Gy zyQ

Observaciones (derivadas parciales de orden superior): Sea f : B> — R tal que existen las
derivadas parciales f, = D\ f, f, = Daf éstas son nuevos campos escalares de R? en R, y como
tales podemos calcularle (si existen) sus derivadas parciales, tendremos derivadas parciales dobles o

segundas de f que notaremos

S

[y

S

S

>

[y

o~ o~~~

S
~— — — —

S

Dif = fee
Doif = (f2), = fay
Diof = (fy), = fya
D22f = fyy
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En general si f : R® — R notamos

o [0 0? o
D;if =D;(D,f) = (ij)xi = frja; = oz, (832) = 0xiéij parai,j=1,..,n

Ejemplo: Sea f (z,y) = ze¥” calcular las derivadas parciales dobles de f

le (l’,y) = fx (:U> )

D2f (l’,y) = fy («T,y)

Dllf($7y) = fxac (%y) =0 D22f (l’,y)
\D21f (l'?y) = f:cy (m,y) = €y22y D12f (xay)

~
son iguales por qué?

Z/Qy

) = (7 (29)" + 2
fya () = €2y

Teorema (Clairaut): Sean f: D CR* - Rya e D. Si D;;fy D;,f son continuas en a, entonces
Di;f(a)=D;.f (a)

4.1 Interpretacién geométrica de las derivadas parciales.

Sea f : R — R. La Gy es una superficie S C R* de ecuacién z = f (z,v).
Fijamos x = a, sea I' una curva determinada por 7, NS =1 siendo 7, el plano L al eje x en a.

fla.b+h)—fa.b) _Af
h

al', luego Dyf (a,b) = f, (a,b) es la pendiente de la recta tangente 1" a la curva I' en el punto P de
coordenadas (a,b, f(a,b)). Andlogamente para f,(a,b)

, es la pendiente de la recta secante

El cociente incremental (en m,) es

Observaciones y ejemplos.
1) Algunos campos escalares no tienen derivadas direccionales en un punto a en cualquier direccién
ni son continuos en a, sin embargo, si tienen derivadas parciales en ese punto, por ejemplo, sea

Ty _

f(x,y) = { x? 4 y? st (@,9) 7 (0,0) dom(f) = R? y sea a = (0,0).
0 si (z,y) = (0,0)

Nos preguntamos: i) Es f continua en a? ii) f tiene derivadas parciales en a? iii) f tiene derivadas

direccionales en a en cualquier direccion?

12



i) f serd continua en (0,0) siy sélo si existe — lim

L A y vale cero, veamos los limites radiales
z,y)—(0,0) 2 + y

lim zmx  m [0 sim=0
w—>0x2+m2x2_1—|—m2_ % sim=1
y=mx

Como depende de m es decir depende por qué recta me acerco al origen, 3 lim f(z,y),y

(2,y)—(0,0)
entonces f no es continua en a.

h (1 — h,0) —
i) Sea 70, ORI =) _ S D)0
Dy f (a) = 0. Por lo tanto f tiene derivadas parciales en el origen.

iii) La derivada direccional en la direccién de u = (1,1) en a = (0,0), siendo ug = (%,
existe, el limite

=0 = 0, luego Dy f (a) = 0. Andlogamente
—

), seréd, si

[\&)
Sl
[\&)

fla+ 25 (LD = f(a)  f(5(hh) |

Him h = Jim h = lim o

pero como no existe este limite cuando h tiende a cero entonces f no tiene derivadas direccionales
en a en la direccién de (1,1), por lo tanto no tiene derivadas direccionales en el origen en cualquier
direccién.

2) Si existen las derivadas direccionales en toda direccién uy en un punto a entonces existen las
derivadas parciales en a. La reciproca en general es falsa, como vimos en el ejemplo anterior.

3) En el caso unidimensional, la derivabilidad de una funcién f en un punto implica la continuidad
en ese punto, en efecto, si h # 0 ponemos f(a + h) — f(a) = w h, cuando h — 0 el segundo
miembro tiende a f’(a) -0 = 0 entonces f(a+ h) — f(a). Aplicamos este razonamiento a un campo
escalar, supongamos que existe f'(a,y) para a € R™ y para todo y vector unitario. Entonces si
h # 0 ponemos f(a + hy) — f(a) = w h y cuando h — 0 el segundo miembro tiende a
f'(a,y) - 0 = 0, luego la existencia de la derivada direccional en a en cualquier direccién y implica

]llir% fla+ hy) = f(a). Es decir, f(z) — f(a) cuando x — a a lo largo de toda recta de direccién y
—

que pasa por a. Pero esto no asegura la continuidad de f en a, como puede verse en el ejemplo que

sigue.
2

4) Sea f un campo escalar definido por f(z,y) = % fuera del origen y f(0,0) = 0.
2 4+ yt
Sea a = (0,0), si h # 0, sea y = (y1, y2) un vector unitario con y; # 0, el cociente
flat+h(y,g2) — fla) _ f((hyshye)) Pz vy
h h Wyt +hoyy  yi + Ry,
2 2

tiene limite 22 cuando h — 0, es decir, existe f'(a,y) = 2.
Y1 Y1
Siy=(0,y2) y h # 0, el cociente
fla+n(0,92)) — f(a)

h

luego existe f'(a, (0,y2)) = 0. Por lo tanto, existe f’(a,y) en cualquier direccién, sin embargo f no
es continua en a pues en cada punto de la parabola z = y* es f(y?,y) = % salvo en el origen que vale
0.

5) Sin embargo, cuando existan las derivadas direccionales en cualquier direccién en un punto a,
existiran las derivadas parciales en a y si ademas éstas son acotadas, resultara f continua en a, como
se demuestra en el siguiente:

=0
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Teorema: Sea f : D C R" — R, D abierto de R" tal que D, f, para j = 1,...,n son acotadas en D.
Entonces f es continua en D. Si D no es abierto y para todo j las D, f son acotadas en D. Entonces

o
f es continua en D.

5 Diferenciabilidad de campos escalares.
Comentario previo sobre derivabilidad para funciones de R en R.
¢ Si f: R — R es derivable en a entonces
fla+h)—f(a)=f(a)h+hE(a,h) (1)

donde }Llir(l)E (a,h) =0.
Luego Af = f(a+h)— f(a) =hf' (a) + hE(a,h) = hf' (a) + o(|h|)

— S~——
lineal en h |hE (a’ h)‘
——=0
|h

df = hf'(a) es "la diferencial de f en a”. Cuando h — 0, Af ~ df.

O Reciprocamente, si para f : R — R existe A € R constante y F (a, h) — 0 cuando h — 0, tal que
vale una férmula del tipo (4):

fla+h)— f(a)=Ah+ hE (a,h)
entonces f derivable en a 'y f'(a) = A.

Luego, esa expresién para el incremento de f en a es equivalente a ser derivable en a. Usaremos esa
expresion para definir diferenciabilidad de un campo escalar f : R” — R.

Definicién: Sea f: D CR* - R y sea a € D (existe r > 0 tal que B (a,r) C D), sea v tal que
a+v € B(a,r). Decimos que f es diferenciable en a si existe a = (ay,...,a,) € R™ tal que

flatv)=f(a)=a-v+|v] E(a,v)

donde lim FE (a,v) =0, Vv tal que a +v € B (a,r), es decir, |jv|| <.

[[v]|—0
Observacion: 1) El término « - v es lineal en v y representa una transformacién lineal
T, : R"—=R
T.(v) = a-v

llamada la diferencial de f en a.
2) Para v ”chico” la diferencia f (a+v) — f(a) ~a-v (Af ~df)
3) Férmula de Taylor de f alrededor de a
flatv)—fla) =~ Ti(v)
flatv)=fla) = Ta(v)+ |lv]| E(a,v)

£ error

debe ser lim —— = lim B (a,v) =0, 0 sea que € = o (||v]]).
lell=o vl frell—0
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5.1 Propiedades de las funciones diferenciables.

Teorema: Sea f: D CR" — R diferenciable en a € D. Entonces:
a) f es continua en a.
b) f tiene derivadas direccionales en cualquier direccién y € R"™ con ||y|| = 1 y vale:

Dyf(a) =a-y="Ta(y)
En particular en la direcciéon e;, es decir, existen las derivadas parciales.
D;f(a) = i=1,...,n
Dem: a) Veamos que 11}1_r}r(1) (f(a+v)— f(a)) =0. Como f es diferenciable en a serd
lim ( (a+0) = £ (@) = lim (a- v+ o] E (a,0)) = lim (@ - v) + lim Jv] B a,0) = a-Tm v =
a-0=0.
Luego existe 11}131(1) (f (a+v) — f(a)) =0 resultando f continua en a.

b) Sean y un versor y v = Ay tal que a +v € B(a,r), es decir ||v]| = |A\| < r, entonces cuando
A= 0, ||v|| = 0y vale E (a,v) — 0 luego
St dy) = fla) - Ay (Al E (e, Ay)
!/ — —
Plav=m=— >~ )
=a-y+x1 limFE(a,v)=a-y
A—0

Ademas, como T, es una transformacién lineal tenemos
f/ (CL, y) = Dyf ((I) = Ta (y) = Ta (Zl yiei) - Z yiTa (61) = Zlyzsz (CL)
i= i=1 i=

Y como «a -y = > a;y; entonces f'(a,e;) = D;f (a) = a. O
i=1

5.2 Vector gradiente. Direccién de maximo crecimiento. Criterio de
diferenciabilidad.

Definicién: Si existen D;f (a) para i = 1,...,n, se llama gradiente de f en a al vector

Vi(a)=(Dif(a),...,Dnf (a))

Observaciones:
1) f es diferenciable en a = existen D, f (a) Yy € R" con |y|| =1y vale

Dyf(a) =V f(a)-y

2) f diferenciable en a = f continua en a.
3) f diferenciable en a = existen las derivadas parciales D, f (a) Vi (;vale la vuelta?).

N3 Dyfla) Yu
Teorema: Si D;f continuas en A, Vi = 1,...,n entonces f es diferenciable en a € ;1
Ejemplo: f (z,y,z ) =22 — yz + 4zz* + 1, calcular D, f (a) siendo a = (0,2, -1) y u = (1,0,v/3) .
= (1,0,v3) o = (3.0.F)
Ju ||
Vf (xvyv Z) = (fl’afy;fz) (2.1’—’—42 y TR, _y+8$2) Vf (072a_1) - (47]-’_2)
Dof(a) = V(0,2 —1) - up = (4,1, -2) - (%,0,%5) — 23

Teorema: La derivada direccional en a es maxima en la direccion y sentido del V f (a).

Calculamos ug =
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Dem: (n=2,3) [D,f (a)] = |f" (a.9)| = [V (@) - yo| = [V (@)| o] |cos (V@) o) | =
= V£ (@)l |cos (V1 (@) "30) | < IV £ ()] a

Observacion: a) El teorema dice que el crecimiento de f en a es maximo en la direccién e igual
sentido del Vf (a).

b) Y es minimo en la direccién y en sentido opuesto del V f (a).

Ejemplos: 1) T'(z,y) = es la temperatura en el punto (z,y) de un plano y usted estd

1
r? + 3y?
parado en el punto (a,b) y tiene frio jen cudl direccién caminaria? Por ejemplo si (a,b) = (3,1),

calculamos VT (z,y) = <( 2;3”;2)2, (xQ:L?’yQ) ) , entonces VT (3,1) = <ﬁ, ﬁ) = (-2 —%)
Deberd caminar en la direccién (—1,—1) para calentarse, y si quiere congelarse caminard en la
direccién opuesta, o sea (1,1).

2) Los polinomios (de n variables) y las funciones racionales son diferenciables en todo su dominio.

3) f(x,y) = \/|ry| no es diferenciable en (0,0). Si lo fuera, deberia ser

f (ﬂf,y) - f(0,0) =Vf (070) ’ (x,y) + ”(l‘,y)” E((_)> ('Iay))
0
cdo (x,y) — (0,0)

ahora, f(0,0) =0, f,(0,0) =0, f, (0,0) = 0 luego

lzy| = Va2 +y* E(0, (z,v))

| lzy] f
$
y 2+ y si z= y;ﬁO 7&

Por lo tanto f no es diferenciable en (0,0).
4) Ya vimos que si v es "pequeno” f (a + v) f(a) ~Vf(a) v, esdecir Af ~ df. Veremos que para
p en el segmento de recta que va de a hasta a + v vale (TVM generalizado)

flatv)=f(a)=Vf(p) v
Teorema del Valor Medio para campos escalares: Sea D un abierto de R™. Si f: D — R es

C! (D) (derivadas parciales continuas) y el segmento a,a +Z C D entonces existe p € a,a +Z tal
que:

luego

flat+h)=f(a)=Vf(p)-h
Dem: Definimos F' : [0,1] — R por F'(t) = f (a + th) (para cada t € [0,1], a + th € A luego F es
una restriccién de f al segmento a, a + Z ). Resulta F' derivable en t y

F'(t)=Vf(a+th)-h (2)
Ahora

f(a+h)—f(a):F(l)—F(O)TiMF/(Q)(l—O):F’(H) con0<6<1

Por lo tanto existe p = a + 6h tal que
f(cH—h)—f(a)(;Vf(a—l—ﬁh)-h:Vf(p)-h. O
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5.3 Plano tangente a una superficie.

Definicién: Sea z = f(z,y) la ecuacién de una superficie S en R3 sea Py = (xg,%0,20) =
(20, Y0, f(x0,y0)) € S y supongamos que en (xg,%) la funcién f es diferenciable. Entonces la
ecuacion del plano tangente a S en el punto F; es

z = f(xo,90) + V[ (zo, %) (x — To,y — Yo)

O sea,

z—20 = fa (0, %) (55'—330)+fy (w0, 90) (¥ — yo) (3)

Ejemplo:
1) Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie de ecuacién 22 +y? = z en el punto (1,1, 3).
Sea f(z,y) = 222 + y?, fo(z,y) =4z, f,(x,y) =2y y en Vf(1,1) = (4,2). Por lo tanto la ec es

z—=3=4(x—-1)+2(y—1)

2) Hallar la ecuacién plano tangente a la superficie de ecuacion z = /12 — (22 4+ y2) en (2o, Yo, 20) -
Sea f(z,y) = /r? — (2? +y?) entonces V[ (z,y) = )y Vf(zo, ) =

€T

- —y
( V=@ 4y?) " /12— (22 +y?)

(;—ﬂgo, _Z—Z(’)’O) luego la ecuacién del plano tangente es

z=zO—§—§(x—:vo)—Z—§(y—yo)

Obienz—zoz—i—g(x—xo)—Z—g(y—yo)-
Para obtener la ecuacién cartesiana de este plano hacemos xq (z — o) +yo (¥ — ¥o) + 20 (2 — 20) = 0,

como z3 + y3 + 25 = xf + yi +r? — (2% + y3) = r? se tiene xoz + Yoy + 202 = 1.
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