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PRACTICA 4 - Integrales de Superficie

1. Dar una parametrizacion en coordenadas cartesianas para las superficies dadas en coordenadas esféricas por
r =k (k= cte). Graficar. Y ahora por ¢ =k donde k verifica 0 < k < /2. Hallar un vector normal en cada
punto.

2. a) Mostrar que ®; : R? — R3 y @, : Ry x [0,27) — R? dadas por

V2

Dy (u,v) = (u,v, 2 + b—z) @5 (u,v) = (aucos(v), busin(v),u?)

son dos parametrizaciones del paraboloide eliptico.

b) Mostrar que
D (u,v) = ((a+bcos(u))sin(v), (a+ bcos(u))cos(v),bsin(u))

0<b<a,yu,vel0,2n], es una parametrizacién del toro.
3. Encontrar una ecuacién para el plano tangente a la superficie en el punto especificado

a) x=2u, y=u’+v, z=1> en el punto (0,1,1).
b) x=u*—Vv?, y=u+v, z=u*+4v en el punto (—1/4,1/2,2).

4. Sea ¢(r,0):[0,1] x [0,27] — R3 dada por
x=rcos(0) y = rsin(6) z=0
Graficar. Hallar el vector normal en cada punto y por altimo hallar su area.
5. Calcular el area de la superficie x> +y? 4272 = R? con (x—R/2)*> +y> < (R/2)?. (Béveda de Viviani).

6. Hallar el centro de masa de una semiesfera de radio r con densidad superficial de masa constante.

7. Determinar la masa de la superficie cilindrica homogénea cuya directriz en el plano xy esr=0,con0< 0 < 7

siendo sus generatrices paralelas al eje z. La superficie estd limitada inferiormente por el plano z =10y
superiormente por el cono z=/x2 +y2. Sugerencia: parametrizar S mediante una representaci'l'[_%n r=r(0,z).

8. Para la superficie S, el hemisferio superior de la esfera x> +y? +z> = 1 y el campo vectorial F(x,y,z) = (x,y,0),
calcular el flujo de F a través de S utilizando

a) la representacion ®(u,v) = (cosusenv, sinusenv, cosv),y

b) la representaci'l'[_%n explicita de S.
9. Calcular [gxy dS donde S es el borde del tetraedro con lados z=0, y=0, x+z=1y x=y.

10. Hallar la masa de una superficie esférica de radio r y centro (0,0,0) tal que en cada punto (x,y,z) €S la
densidad de masa es igual a la distancia entre (x,y,z) y el punto (0,0,r).

11. Evaluar el flujo saliente del campo F(x,y,z) = (x,y,z) a través de la superficie del cubo [0,1] x [0, 1] x [0, 1].
12. Calcular el rotor y la divergencia de cada uno de los siguientes campos vectoriales,

a) Fi(x,y,2) = (& +yz, y* +xz, 22 +xy),

b) Fa(x,y,z) = (exp(x,y), cos(xy), cos(xz?)).
13. Evaluar [, F-ds, donde

a) F = (2xyz+senx,x’z,x%y), y C es la curva que esta parametrizada por (cos’z,sin’¢,1*), 0 <t < 7.

b) F = (cosxy® —xy?sinxy?, —2x*ysinxy?,0), y C es la curva (¢/,e/*1,0), —1 <t <0.
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. Sea la temperatura de un punto de R3 dada por la funcién T (x,y,z) = 3x% +3z? calcular el flujo de calor (es
decir el flujo del campo —VT) a través de la superficie x> +z%> =2, 0 <y < 2, orientada de forma que la
normal en el punto (0,0,v/2) sea (0,0,1).

. Sea S la parte del cono z2 = x*> +y? con z entre 1 y 2 orientada con la normal apuntando hacia el exterior del

cono. Calcular [(F-dS con F(x,y,z) = (x*,%,7).

. Sea F(x,y,z) = (x,x?,yx?) que representa el campo de velocidad de un fluido (velocidad medida en metros por
segundo). Calcular cuantos metros cibicos de fluido por segundo cruzan el plano xy a través del cuadrado
0<x<1,0<y< 1.

. Verificar el teorema de Stokes para la helicoide ®(r,0) = (rcos6,rsen8,0), (,0) €[0,1] x [0,7/2] y el campo
vectorial F(x,y,z) = (z,x,y)

. En los siguientes casos calcular el flujo del rotor del campo a través de S por medio de integrales curvilineas,
indicando el sentido de la normal.

a) F; = (xyz, x,exp(xy)cosz) a través de del hemisferio S| de la esfera x> 4y*+z2 =1 con z >0,

b) Fy = (x,y,2), a través de la superficie S, la parte del paraboloide x* +y?>+z=1 con z > 0.
(Dato: Tomar la normal unitaria hacia arriba.)
. En cada caso calcular el flujo de F a través de S :

a) F= (xy*,yz,2x%) y S es la superficie del sélido que esta entre los cilindros x> +y> =1, x*+y> =4y los
planos z=1, z=3.

1
b) F= (zzx, §y3—i—tanz7 x2z+y2) y S es la mitad superior de la esfera x> +y>+2z> = 1.

Sugerencia: Si bien S no es cerrada, agregarle “la tapa inferior” para cerrarla y despu'f[_%s se descuenta el flujo sobre esa
tapa.

Estudiar la aplicabilidad del teorema de Stokes al campo F = ( 0) y la superficie S, siendo

y x
TR A2
a) S = circulo de radio @ > 0 en el plano z=0.

b) S = regioén del plano z =0 que es interseccién de x> +y?> <1y x4y > 1.

Determinar cuél de los siguientes campos vectoriales F en el plano es el gradiente de una funcién escalar f.
Si existe dicha f, hallarla.

a) F(x,y) = (x,y)
b) F(x,y) = (x* +?,2xy)
c¢) F(x,y) = (cosxy — xysinxy, x*sinxy)

Rehacer el ejercicio 17, usando el teorema de Gauss.
Verificar el teorema de la divergencia para F = (x,y,z) y Q el sélido interseccién de x2 +y> < 1y x> +y*> 4+ 72 < 4.

Calcular [(F-dS, siendo F = (x*,y*,2%) y S la superficie interior de la esfera de radio R. (Sugerencia: usar el
teorema de Gauss)

Para cada R > 0 sea la superficie Sg = {(x,y,2) : x* +y> +z> = R?,7 > 0} orientada con la normal cuya tercer
coordenada es positiva y sea el campo

F(x,,2) = (zx— xcos(z), —zy + ycos(z),4 — x> —y?).

Determinar R de modo que el flujo del campo F a través de Sk sea maximo.
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Calcular 5
/(y+sen(x))dx+ (2z2+cos(y)> dy+2x° dz,
c

en donde C es la curva a(r) = (sen(t),cos(t),sen(2¢t)), 0 <t <2m. (Sugerencia: Observar que C se encuentra
en la superficie z = 2xy).

Sea F(x,y,2) = (x+y+z,2xyz,e“y2cos(x2+y)). Hallar el flujo del rotor de F a través de la superficie del cono
x*>+y? = (z+1)? comprendida entre z=0 y z=1, orientada con normal exterior.
Complementarios

Sea h una funcién diferenciable. Encontrar una férmula para el plano tangente a la superficie x = h(y,z) en el
punto (h(y0,20),Y0,20)

Sea ¢ : {(u,v)/u* +v* <1} - R?
O (u,v) = (u—v,u+v,uv)
Calcular su area.

a) Calcular el '|'j_%rea de la porci'l'j_%n del plano x+2y+z =4 cortada por la superficie ciIT;_%ndrica x4y =4.

2

b) Calcular el '|'j_%rea de la parte del paraboloide hiperb'l'j_%lico z=y> —x2, comprendida entre los cilindros

x2+y2:1 y x2—|—y2:4.

Sea la curva z = f(x) x € [a, ] con f y o positivos, girada alrededor del eje z. Mostrar que el area de la

superficie barrida es
B
Azzn/ J1+ ()2 d
I (1(0))7 dx

Aplicar a la superficie dada en el ejercicio 2 item (a) para calcular el area del paraboloide eliptico con 1 <z <2,
ya=b=1.

Sea n=(cos 0;,cos 6,cos 6,) la normal exterior a una superficie cerrada S que limita a V, un sélido de densidad
constante. Si se conocen el volumen y las coordenadas del baricentro (centro de masa) de V expresar, en
términos de esas cantidades:

a) [fg xz cos ) +2yz cos 6 +3z% cosB; dS,

b) [fs ¥* cosB; +2 yzcos 6, —2xz cos6 dS.

Calcular [5(x+y+2z)dS donde S es el borde de la bola unitaria, es decir S = {(x,y,z)/x* +y* + 2> = 1}.
Demostrar las siguientes afirmaciones,

a) el gradiente de una campo escalar arménico! tiene divergencia nula,
b) dado un campo escalar ¢, se tiene rot(V¢@) =0,

)
)

¢) dado un campo vectorial F, se tiene div(rot(F)) = 0.
)

a) Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas gravitacional

F=—GmM——, x€R’,
Il
cuando el punto de aplicacién de F se desplaza de (1,1,1) a (2,2,2) a lo largo de

1) el segmento que une los dos puntos,

2) una poligonal formada por aristas paralelas a los ejes el cubo del cual (1,1,1) y (2,2,2) son vértices
opuestos diagonalmente.

1Un campo escalar f:R" — R es arménico si Af =Y

2f _
L1 5 =0.
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b) Comprobar que la integral curvilinea sélo depende de los puntos inicial y final. Calcular V x F y hallar
una funcién potencial f:R3—{0} — R para F.

. Sea r(x,y,z) = (x,,z). Si S es una superficie cerrada, V es el volumen del S'Q%Iido limitado por S y n es la

normal exterior a S, demostrar que
1
V:§//(r><n) ds .
S

Sea S la superficie cilindrica con tapa, que es unién de dos superficies S; y Sp; donde S; es el conjunto
de (x,y,z) con x> 4+y> =1, 0<z<1y S, es el conjunto de (x,y,z) con x> +y?>+ (z—1)> =1, 2> 1. Sea
F(x,y,2) = (zx+ 22y +x,22yx +y,2*x?). Calcular [¢(V x F)- dS.

Verificar el Teorema de la Divergencia para los campos vectoriales y superficies pedidos en cada caso con la
orientacién adecuada,

a) Fi(x,y,z) = (x?, ¥?, 7%), sobre la superficie S; del cubo unitario [0,1]?,

b) Fa(x,y,z) = (2xy+2z, y*,—x—3y), sobre la superficie S, frontera de la regién limitada por los planos
coordenados y el plano 2x+2y+z=6.

Sea S la superficie de la esfera unitaria orientada segin la normal exterior. Sea F un campo vectorial y F; su

componente radial. Probar que
2n rm
/F-dS:/ /F,sin(¢)d¢de
s o Jo

a) Considerar dos superficies S| y S, con la misma frontera dS. Describir, mediante dibujos, como deben
orientarse S; y S para asegurar que

/(VxF)-dS: (VX F)-dS
S S

b) Deducir que si S es una superficie cerrada, entonces

/(VxF)~dS=O
S

(una superficie cerrada es aquella que constituye la frontera de una region en el espacio; asi, por ejemplo,
una esfera es una superficie cerrada).

c) Calcular /(V x F)-dS, donde S es el elipsoide x> +y* +2z%> = 10, y F = (senxy,e*, —yz).
s

. Sean §1={(x,y,1):0<x<1,0<y<1}, S ={(x1,2):0<x<1,0<z<1}, S35={(L,y,2): 0<y<1,0<
z<1} ysea §=S8,US,US;3 orientada con la normal unitaria que en (0,0, 1) coincide con (0,0, 1).

Si F(x,y,z) = (x(1+sen(z?)),y(1 —sen(z?)),z) calcular [F -dS.
Sea a € R. Probar que el flujo del campo
F(x,y,2) = (1= =", 1 =" =" 22(x+y) + %" +)7)

a través de la superficie S, que es la porcion del plano ay +2z = 2a delimitada por el cilindro x> +y* =1, no
depende de a (S, esta orientada hacia arriba). Calcular dicho flujo.

Usando el teorema de Gauss, probar las identidades de Green:
/a fVg-ndS = / (fAg+Vf-Vg)dxdydz,
Q Q

/ (ng—gi)-ndSZ/(ng—gAf)dxdydz.
0Q Q

Aqui n es la normal exterior al dominio Q C R3?, y f,g son de clase C2.



