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PRACTICA 3 - Integrales de Linea

. Determinar los vectores velocidad y aceleracién, y la ecuacién de la recta tangente para cada una de las
trayectorias siguientes en el valor especificado de ¢.

a) r(t) = (6t,3t%,13), t=0
b) o(t) = (cos’t,3t —t3,t), t=0
c) of

) ot) = (sin3t,cos3t,2t%), t=1

. Considerar el punto con funcién de posicién o : ¢t — (¢t —sint,1 — cost). Hallar la velocidad, rapidez, y la
longitud de arco entre los puntos 6(0) y 6(2x). Observar que ¢ describe la funcién de posicién de un punto
en un circulo de radio 1, que va rodando; su curva se conoce como cicloide.

. Calcular la longitud de arco de la curva o(¢) en el intervalo [a,b], siendo:
(@) o(t)=(t,t?) a=0, b=1 (b)o(t)=(Vi,t+1,t) a=10 b=20.

. La longitud de arco s(t) para una trayectoria dada o(t), definida por s(t) = [!||6’(7)||dz, representa la
distancia que una particula viajando por la trayectoria ¢ habra recorrido en el tiempo ¢ si comienza en el
instante a, es decir, da la longitud de ¢ entre 6(a) y o(t). Encontrar las funciones longitud de arco para las
curvas a(t) = (cosh(t),sinh(¢),t) y B(¢) = (cos(t),sin(t),t), con a = 0.

a) Sea a cualquier trayectoria diferenciable cuya velocidad nunca es cero. Sea s(t) la funcién longitud de
arco para @. Sea #(s) la funcién inversa de s(¢). Probar que la curva B = aor tiene velocidad unitaria,
es decir, ||B(s)|| = 1Vs.

b) Sea o la trayectoria o(t) = (acos(t),asin(z),bt), t > 0. Encontrar una trayectoria que trace la misma
curva que o pero con velocidad unitaria.

. Calcular la integral de trayectoria de los siguientes campos escalares sobre las curvas C indicadas.

a) f(x,y)=x>+y* C lacurva de ecuaciones paramitricas o(t) = (cost +tsent , sent —tcost), t € [0,27].
b) f(x,y) =2x+y, C el arco de la circunferencia x> +y? = 25 que une (3,4) con (4,3).

a) Mostrar que la integral de trayectoria de f(x,y) a lo largo de una trayectoria dada en coordenadas polares
por r=r(0), 6 <0 <6, es

6 dr\?
f(rcos@,rsinB)/r2 + () do.

0, do

b) Calcular la longitud de arco de r =1+cos6, 0 < 6 <2m.

. Sea f(x,y) =2x—y,x=1t*y=1* —1 <t <1. Calcular la integral de f a lo largo de esta trayectoria e
interpretar geométricamente la respuesta.

. Considerar un alambre semicircular uniforme (densidad de masa constante) de radio R, de masa M.

- . . , . . 2R
a) Mostrar que el centro de masa estd situado en el eje de simetria a distancia — del centro.
T

b) Mostrar que el momento de inercia respecto del didmetro que pasa por los extremos del alambre es
Lasp2
IMR?.

Hallar la coordenada z promedio (es decir, el valor promedio de la funcién f(x,y,z) = z) de los puntos en la

semicirunferencia parametrizada por o (t) = (0,asen(z),acos(t)), t € [0, x].

Un alambre uniforme tiene la forma de la porcién de curva de intersecciéon de la superficie de ecuacién
x?>+y? = 7> con la de ecuacién y> = x, que une los puntos (0,0,0) y (1,1,\@). Hallar la coordenada z del

centro de masa.
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12. En cada caso calcular la integral de linea del campo vectorial dado a lo largo del camino que se indica:
a) F(x,y) = (exp(x—1),xy), sobre la curva de ecuacién paramétrica o(t) = (*,£*), 1€ [0,1].
b) F(x,y) = (x+y,x—y) a lo largo de la elipse x4—z+ % =1 en el sentido antihorario.
¢) F(x,y,z) = (yz,xz,xy) a lo largo de la interseccién del paraboloide z = x*> 4y* con el plano z =4.

13. El trabajo del campo F(x,y) = (3y*+2,16x) al mover una particula desde (—1,0) hacia (1,0) a lo largo de

2 . L.
la mitad superior de la elipse x* + -‘? =1 depende de b. Hallar b tal que el trabajo sea minimo.
14. Sea o una trayectoria suave.

a) Suponer que F es perpendicular a 6’(r) en o(t). Mostrar que

/ F.-ds=0.
(o)
b) Si F es paralelo a 6'(r) en o(t), mostrar que

/F.dSZ/HFHds.
JO JO

(Por paralelo a o'(t) se entiende que F(o(¢)) = A(¢)o’(¢), donde A(z) > 0.)
15. Sea f:R?> — R un campo escalar tal que
Vfx,yz) = (2xyzex2 ) e , yexz) .
Calcular f(1,1,2), sabiendo que f(0,0,0) =5.

16. Evaluar
/2xyz dx + x’zdy + x*y dz,
c

donde C es una curva orientada simple que conecta (1,1,1) con (1,2,4).

17. Considerar el campo de fuerza gravitacional (con G =m =M = 1) definido por
-1

m(x ¥, 2)  para (x,y,2) # (0,0,0).

F(x,y,z) =

Mostrar que el trabajo realizado por la fuerza gravitacional conforme una particula se mueve desde (x1,y1,z1)

a (x2,y2,z2) a lo largo de cualquier trayectoria, depende solo de los radios : R} = 1/x%+y%+z% y Ry =

\/ X33+
18. Para los siguientes campos vectoriales F : R” — R,

a) Demuestre que es un campo conservativo.
b) Determine una funcién potencial de F.

c) Calcule la integral de linea de F a lo largo de alguna curva, la que quieran, que una el origen con el
punto indicado.

1) F(x,y) = (207 +y+ 1,3 +x+7), P= (1, 1).
2) Flx,y)= (e + Lye P (y+2)+1), P=(L,1).
3) F(x,y,2) = (7%, xe’ 127 2xe¥ %), P = (1,1,1).
19. Calcular
(3,2) (3,-2,5)
(a) / 2xydx+x° dy; (b) / 3xdx+y dy -7’ dz.
: (0,0,0)

iPor qué en ninguno de los dos casos se da una curva que una los extremos de integracién? Justificar.
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20. Calcular la integral de linea del campo F : R3 — R? dado por
F(x,y,2) = (¢%(xy2® +y2), 326", ¢ (Pyz + xy))

a lo largo de la curva o : [0, 1] — R? dada por

- =322, In(1+6%))
1) (sinhS’t +51° =3t B n(1+6t°)

21. Sea f:R — R una funcién de clase C'. Demuestre que

/Cf(x2+y2)(de+ydy) =0,

para toda curva cerrada C.
22. Verificar el teorema de Green para el disco D con centro en el origen y radio R y las funciones:
a) P(x,y) =xy*, Q(x,y) = —yx’.
b) P(x,y) =x+y, Q(x,y) =y
23. Usar el teorema de Green para evaluar el trabajo realizado por el campo de fuerzas
fly) =+, 2t
al mover una particula rodeando al cuadrado [0,1] x [0,1] en sentido antihorario.
24. Verificar el teorema de Green y calcular fcy2 dx+xdy, siendo C la curva recorrida en sentido positivo:
a) cuadrado con vértices (0,0), (2,0), (2,2), (0,2),
b) elipse dada por z—i +z—2 =1,
c) C=C1UGy, donde Cy: y=x,x€[0,1], y Co: y=x*x€[0,1].
25. Usando el teorema de Green, hallar el drea de:

a) el disco D con centro (0,0) y radio R,

. . 22
b) la regién dentro de la elipse %5 + 35 = 1.

26. Sea D la regién encerrada por el eje x y el arco de la cicloide:
x=60-—sinf, y=1—cosf, 0< 6 <2m.
Usando el teorema de Green, calcular el area de D.

27. (*) Probar la siguiente férmula de integracién por partes: Si D C R? es un dominio elemental, dD su frontera
orientada en sentido antihorario y n = (ny,n,) la normal exterior a D, entonces

/uvxdxdy:—/uxvdxdy—F/ uvnds,
D D aD

para todo par de funciones u, v € C(D)NC'(D).



