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1. Espacios.

Un problema se dice "well-posed" (bien planteado, bien puesto) si para cada conjunto de datos existe
exactamente una soluciéon y la dependencia de la solucién con los datos es continua. Para establecer esto,
se debe precisar el espacio de dénde se obtiene la solucion, el espacio de dénde provienen los datos y la
correspondiente nocién de continuidad.

Las ecuaciones en derivadas parciales se reescriben en forma abstracta como operadores que actian
entre espacios vectoriales apropiados. Simboélicamente,

F:X—=>Y

donde el operador F' guarda la estructura de la ecuaciéon diferencial (incluyendo posiblemente condiciones
de contorno) y X e Y son espacios de funciones. La ventaja de esto es que, una vez que el problema de
ecuaciones diferenciales haya sido convenientemente interpretado de esta forma, se puede utilizar para el
estudio de él, los principios generales del anéalisis funcional. La mayor parte del trabajo sin embargo no es
el uso apropiado de los elementos del analisis funcional, sino el de encontrar espacios "adecuados" X, Y y
"adecuados"operadores abstractos F'.

1.1. Espacios de funciones continuas

Sea © un dominio en R?. Para algtin entero no negativo m, sea C™ () el espacio vectorial que consiste
en todas las funciones ¢ :  — R tales que, junto a todas sus derivadas parciales D*¢ de orden |a| < m, son
continuas en . Esto es, para cualquier multi-indice o = (v, . .., ;) € N¢de orden |a| = g+ -+ a,, < m,
la derivada parcial

0t o
DY = —— ... ——
¢ ozt dxpn
es continua en €.
Si m = 0, se indica directamente C (€2).
Luego, C* (2) = [ C™ (), indica el espacio de las funciones infinitamente diferenciables.
m=0

Los subespacios C, (€2), CJ* (©2) y C3° (€2) consisten en aquellas funciones de C (), C™ () y C> (Q)
respectivamente, que posean soporte

supp (¢) = {z € Q / ¢(z) # 0},

compacto en §2.
(Analizar el soporte de las derivadas).

Como €2 es abierto, las funciones de C™ (£2) no necesitan ser acotadas en Q. Si ¢ € C (£2) es ademas,
acotada y uniformemente continua en (), entonces posee una unica extension continua y acotada a la
clausura ) (Teorema de Extension de Tietze [I1]). En base a esto, se define el espacio vectorial C™ (ﬁ) que
consiste en todas aquellas funciones ¢ € C™ () para las cuales D*¢ es acotada y uniformemente continua

en ) para todo multi-indice & de orden 0 < |a| < m. Observemos que C™ (@) #Cm (RY).

Teniendo en cuenta que C(Q2) es un espacio de Banach con la norma del méximo (Escribir), C™ (Q)
resulta un espacio de Banach con la norma

16llcm (q) = max sup |[D%¢ (x)].
(%) 7 jal<m eq
Observacion 1. Por equivalencia de la norma infinito y la norma-1 en R", tenemos que la norma anterior
definida en C™(Q) es equivalente a

gl = > sup D¢ (x)].

la]<m €



1.2. Espacios de Holder

Sea Q un abierto en R%.
Una funcién u : © — R se considera Lipschitz continua si satisface
lu(z) —u()|=Clz—yl, Va,yeQ, (1)

para alguna constante C' > 0.
La menor constante que satisface se denomina constante de Lipschitz para la funcion u.
Obviamente, implica que u es continua. Sin embargo, una funcién continua no necesariamente es
Lipschitz continua, en efecto, la funciéon u(x) = \/x es uniformemente continua en R}, pero no es Lipschitz
continua.

Para 0 < v <1, una funcién u : 2 — R se considera Holder continua con exponente 7 si satisface:

u(z) —u@)| <Cle—yl” Va,ye, (2)

para alguna constante C' > 0.
Nuevamente, observemos que implica que u es continua.

Siu: 2 — R es una funcién continua y acotada, se tiene la norma
ull-ray = sup |u(z)].
Jull(ey = sup fu o)

Por otro lado, la seminorma ~-Hdélder de u :  — R se define como

[U]co,w(Q) = sup {M}

z,y€Q |.’L‘ - y|’)’
T#Y
y la norma ~-Hdélder es
lullen. () = lelle(ay + [lenr(a)

El espacio de Hélder C*7 (Q) consiste en todas las funciones u € C* (Q) para las cuales la norma
Hu||c,c_ﬁ<Q) es finita, siendo

lullern () = D ID%ulle(y + D [Dulcon (q) - (3)

lal<k lal=k

Entonces el espacio C*7 (Q) consiste en todas las funciones u que son k veces diferenciables con conti-
nuidad y cuyas derivadas de orden k son Holder continuas con exponente 7. En efecto, se pide u € C* (Q),
con lo cual el primer término de resulta finito, y [Dau]coﬁ(ﬁ) < ooV |a] =k por el segundo término

de .

Este espacio de funciones resulta un espacio de Banach, ya que es completo respecto de la norma .
(Chequear que sea una norma).

Queremos mostrar que dada {u,},en sucesion de Cauchy en CK7 (ﬁ) existe u € Ck (ﬁ) tal que

lim w, = u en C*7 (ﬁ)
n—o0

Notemos que la norma de Hélder es la "suma'de la norma C* (norma del supremo en la k-ésima derivada)

y la condicion de Hélder con parametro v € (0,1) para la k-ésima derivada. Para la parte de Cj , de la

norma de Holder y la completitud de C* (Q), existe un u € C* (Q) tal que lim u, = u en C* (Q) Para
n—oo

trabajar con la condicion de Holder, fijemos un multindice o con | @ |= k y definamos
v:i= D% v, = D%u,.
Luego tenemos para x # y fijos,

[v(@) —v() | _ \v(w)fvm(x)l+|vm(z)*vm(y)|+|vm(y)*v(y)|
le—y[* =  Jo-yl |z —y |7 |z —y |7

)



para algin m € N. Aqui el primer y el tercer sumando pueden hacerse arbitrariamente pequenos eligiendo
m lo suficientemente grande, ya que v,, — v uniformemente. El segundo sumando es acotado independien-
temente de m ya que u, es de Cauchy, por lo tanto acotada en la norma de Hélder. De esto, obtenemos
una constante M, tal que
| Vi (7) — v (y) |
lz—y |

< M,,

independientemente de z e y. Es decir que u € C*” (ﬁ)
Veamos ahora que u, — u en C*7 (ﬁ) De lo trabajado anteriormente tenemos que

(v(2) = v (@) = () = vm(y) (Jim (&) om(@) = (i 0(v)) + v (0)
T —yY x —y
_ lim Vg (.’17) _ ’Um(l') — Uk (y) + Um, (y)
k—o0 €T — y’Y

e e n)(@) — e—v)(w)
k—oo xr — y’Y

Aqui, el lado derecho de la ecuacion puede ser arbitrariamente pequeno, independientemente de = # y
eligiendo m lo suficientemente grande, ya que la sucesion u,, es de Cauchy en la norma de Holder. Luego,
vp, — v en la seminorma de Holder. Como existe una cantidad finita de multindices « para considerar,
podemos concluir que

Up —> U en CF7 (ﬁ) .

Finalmente, C*Y (Q) es completo.

Se dice que un espacio normado X esta inmerso en el espacio normado Y, y se anota X — Y, si
® X es un subespacio vectorial de Y.

@ El operador identidad I definido de X en Y por Iz = x, Vx € X, es continuo.

Ya que I es lineal, la continuidad de I es equivalente a la existencia de una constante M tal que

[y < Mz x -

En efecto, primero observemos que como I es lineal, que I sea continuo en todo X es equivalente a que
I sea continuo en x = 0. Por lo tanto basta probar que la existencia de dicha constante es equivalente a
que I sea continuo en x = 0.

Primero, supongamos que I es continuo en & = 0. Entonces dado € = 1, existe un 6 > 0 tal que
lally < 6= Ilely < 1.

)
Si Hx = — < §, entonces
2zllxllx 2

H )

2 ||l x

2
<1=|lzlly <5llzlx-
Y

Tomamos M := %.

Ahora, supongamos que existe M > 0 tal que ||Iz|ly, < M ||z||y. Sea € > 0, entonces tomando ¢ = i,

|elly < Mllelx < M7 =<



Relacionando los espacios introducidos anteriormente, se tiene el siguiente resultado (cf. [1]):

SeaméeNysean 0 <v <A<,
Entonces existen las siguientes inmersiones:

(@) = e (9), (4)
CA (@) = €™ (Q), (5)
Cm (Q) = ¢ (Q), (6)

Si Q es acotado, entonces las inmersiones y @ son compactas.
Si Q es convexo, existen ademas

C(Q) = ™ (Q), (7)

CmHL (@) s () | (8)
Si € es convexo y acotado, y son compactos.

En efecto, si u € C"™ ! (Q), en particular u € C™ (€2), lo cual implica que C™** (Q) € C™ (). Ademas,
cmtl (Q) es un subespacio vectorial de C™ (Q) por la linealidad del operador diferencial y

HIUHCm(Q) = ”uHcm(Q) < Hu”Cerl(Q)'

Luego, I resulta continua en Q y, vale (4. ) ) )
Para probar , observemos que por la definicién de C™" (Q), resulta C™" (Q) ccm (Q) Ademaés, por

las propiedades de homogeneidad y desigualdad triangular de la norma, podemos concluir que C™" (Q) es
subespacio vectorial de C™ (Q) y

HIuHcm(Q) = ”u”cm((z) < HU”cm(Q) + Z [Dau}cow((z) = HU”cmu(Q)
|| =k

Para @ si |a|] < m, tenemos que

« _ @ @ _ @
wp D@ D) (D) D)
@,yeq |z — vy z,y€Q |z —y|
0<|z—y|<1 0<|z—y|<1
D%u(x) — D%
< ap DDy
syen |z —y|
TFY
y
D« —_ D«
sup 22U Z DN <y o) — Douy)
z,yeQ |CU - y‘ z,y€Q
|z—y|>1 T#Y
< 2 sup |D%u(x)| =2 HDQ“HC(Q) )
x e
Ademas,
[Dau]cm(@ = ”ullcmf*(ﬁ) )
entonces

21Dl (q) < 2lullmn ()

de donde concluimos que
||UHcm,v(Q) <2 ||UHcm,A(Q) )

y vale @

Ahora, si Q es acotado, queremos ver en primer lugar, que si A C C™*(Q) es acotado entonces es
relativamente compacto en C™(2).



Veamos primero que vale para el caso m = 0.

Como A es acotado, existe M tal que [|u]|cos(q) < M para todo u en A, en particular, [u]coxq) < M
por lo que [u(z) — u(y)| < M |z — y| para todo z, y en 2. Luego, por el Teorema de Ascoli- Arzelaﬂ tenemos
que A es relativamente compacto en C(€2) como queriamos ver.

Sim>1y A cCC™NQ) es acotado entonces también lo es en C®*(Q) y por lo probado recién, dada
una sucesion {u;} en A, existe una subsucesion (igual notada) {u;} convergente a u en C(£2). Pero {Dyu;}
también es acotada en C%*(Q), por lo que existe una subsucesién, nuevamente igual notada, que converge
aVienC (Q) Como esta convergencia es uniforme en 2 tenemos que Dyu; — Dyu. Podemos continuar el
proceso de manera que obtengamos una subsucesion para cada « tal que 0 < |o| < m con D%u; — D%u.
Con esto, probamos que la inmersiéon en es compacta.

Para probar que @ es compacta, consideremos u € C™*(£)) entonces:

« (&3 a [e% V/>\
|Du() — Du(y)| _ (|D u(z) — D u(y)l) Dou(z) — DPuy)[ ="

|z —yl|” |£L'7y‘>\

o, /A « « 1-v/X
< D)) () 1D ule) = Douly) '™
Por esta acotacion, tenemos que cualquier sucesion acotada en C™A(Q) y convergente en C™ () es de
Cauchy y por lo tanto converge en C"™" (). Luego, la compacidad sigue de ().
Si Q es convexo y x, y € Q, por el Teorema del Valor Medio, 3z € {tz+ (1 —t)y: ¢t € (0,1)} C Q tal
que D%u(x) — Du(y) = (x —y) - VD%u(z), donde Vv = (Dyv,- -, Dyv). Asi,

|D%u(x) — D*u(y)| < nle =yl [[ullem+r(q) »

y entonces

||U||cm,1((z) < ||U||cm((z) + Z n ||UHcm+1(Q) <|{1+ Z n HU||cm+1(Q)-

lal=m |a]=m

Asi, probamos , y resulta de @ y .

Finalmente, si 2 es a la vez convexo y acotado, la compacidad de y se deriva de componer la
inmersién continua @ con las inmersiones compactas y @

1.3. Espacios L?

Sea ) un dominio en R™ y p un namero positivo real. Se indica con LP (2) a la clase de todas las
funciones medibles u, definidas en €, para las cuales

/ lu (z)|P do < . (9)
Q

En LP (§2) se identifica a todas las funciones que son iguales en casi todo punto, por lo que los elementos
de L? () serian clases de equivalencia de funciones medibles que satisfacen la condicion @ Por simplicidad,
se ignora esta distincién y se indica u € LP (Q) si u satisface (9), y w =0 en L? (Q) si u(z) = 0 a.e. en Q.
Claramente, L? (£2) resulta un espacio vectorial.

Se define, para 1 < p < oo,

Jull, = / ju (@) dee (10)

Usando la desigualdad de Hélder:

Sil<p<oo,u€lLl(Q)ywve Ll(Q),entonces uv € L* (Q) y

/ fu () v ()| de < [l o], (1)

donde g es el exponente conjugado de p, es decir, % + % =1

!Teorema de Ascoli-Arzela [I3]:
Sea { fn} una sucesion equicontinua de funciones de un espacio métrico separable X en un espacio métrico Y, con la propiedad

que {fn(z)} es compacto en Y, Vo € X. Entonces existe una subsucesion {fn, } que converge puntualmente a una funcién
continua f. La convergencia es uniforme sobre compactos.



v luego la desigualdad de Minkowski:

Sil<p<oo,u€LP(Q)ywve Li(N),entonces uv € L* (Q) y

lu+vll, < llull, vl -

se ve que define una norma en L? (), resultando éstos espacios de Banach.

Demostracion. Primero, veamos la desigualdad de Holder:
Sea a un ntmero real que satisface 0 < o < 1, y consideremos la funcién ¢ definida en ¢ > 0 por

o(t) = at —t°.

Es facil ver que ¢’ <0 para 0 <t <1y ¢'(t) > parat > 1. Por el Teorema del Valor Medio tenemos que
o(t) 2 (1) y p(t) = ¢(1), si y solo si t = 1. Por lo tanto, tenemos

t* <at+(1—a), t>0.

Si a,b son nameros reales no negativos y ¢t = a/b. Entonces, multiplicando por b a la desigualdad anterior
obtenemos la nueva desigualdad

a®b' ™ < aa+ (1 — a)b,
donde se tiene la igualdad si y solo si a = b.

Sean ahora p y ¢ nimeros reales que satisfacen 1 <p < ooy 1/p+1/¢ =1y tomamos a = 1/p. Ahora,
si A, B son ntiimeros reales no negativos, entonces

AB < — + —. (12)
p
y se tiene la igualdad si y solo si AP = BY.
Supongamos que u € LP(2) y v € L(Q) tales que |ull, # 0y [[v[|, # 0. El producto uv es medible y

por (12) tomando A = |f(z)[/ || fll, vy B = l9(=)I/ |4l
u@llo@)] _ fu@)P  Jo@))

lully llly = pllull, — qllvll,

Como el termino derecho es integrable, resulta uv integrable. Ahora, integrando la desigualdad anterior

[[uv]| 1.1
Tl ol = 5+ g = 1= Tl < ully llol,

Sloll,

Ahora, veamos la desigualdad de Minkowski:
El caso p =1 es trivial. Supongamos que 1 < p < co. Entonces

lu+of” < (Ju + [o])? < (2sup{ul, [v]})” < 2°([ul” + [0]?).

Integrando, obtenemos que f + g € LP(2).
Por otro lado,
lu +v|P = |u+ovl|u+ P < |u|ju 4P+ |o||u+v|P7L (13)

Como u + v € LP(f), entonces |u + v[P € L*(Q); como p = (p — 1)q tenemos que |u + v[P~1 € LI(Q) .
Entonces por la desigualdad de Hélder

1/q
[t + oo < o, ([ fute) + o) 0P00) " = ol
Q Q
Integrando y haciendo un razonamiento parecido al anterior

w4+ ol lell, w4+ oI5+ [foll, [l + w27 = [+ oll, < [ull, + o]l



Una funciéon u, medible en €, se dice esencialmente acotada en Q si 3K/ |u(x)] < K a.e. en Q. El
infimo de estas constantes K se lo llama supremo esencial de u (z) en 2. Indicando con L () el espacio
vectorial de todas las funciones esencialmente acotadas en 2, éste resulta completo con la norma

|lull . = esssup |u(x)|.
€N

Por otra parte, la desigualdad de Holder se extiende para los casos p=1, g=oc0y p=o00, ¢=1.
En efecto, si u € L', v € L™,

/|uv|dx:/|u\|v|dx§ \|v||m/|u|dx= al 1] o]l oo < 0.
Q Q Q

Luego, uv € L' y resulta |[uv||y < ||ul|1]|v]]so-

Observacion 2. Fl unico espacio LP cuya norma se relaciona con un producto interno es cuando p = 2.
En efecto, L? () es un espacio de Hilbert con el producto interno

(u,v) = / u(z) v (@)dz,

Q

donde la desigualdad de Hdélder, conocida en este caso como la desigualdad de Schwarz, indica
[(u, 0)| < lully (v, -

Veamos que, efectivamente, la norma de LP con p # 2 no proviene de ningin producto interno y,
consecuentemente, L” no es un espacio de Hilbert. Como (L?,||.|,) es un espacio de Banach, esto es
equivalente a mostrar que ||.|| p 1o verifica la ley del paralelogramo.

Si consideramos las funciones
1 si z€][0,1]

0 si x¢]0,1]
1 si zell,?2]
0 si x¢][l,2]

2
tenemos que f, g € LP y [[f +gl2 + I — gll2 = 225) # 4 = 2 (| £I> + | gll%) pues p # 2.

Una funcién f : 2 — C se dice localmente integrable si f € LY(U) para todo conjunto acotado U tal
que U C Q y se nota f € L, ().

1.4. Derivadas débiles.

Los espacios de Holder introducidos anteriormente no son siempre los adecuados para una teoria bésica
de ecuaciones diferenciales parciales, ya que no siempre se puede hacer estimaciones analiticas para de-
mostrar que las soluciones realmente pertenecen a estos espacios. Se necesita espacios de funciones menos
suaves.

Sea C°(12) el espacio de funciones infinitamente diferenciables dadas en un abierto Q2 de R%, ¢ : Q — R,
con soporte supp (p) = {z € Q/¢(z) # 0} compacto en .

Ahora, si f € C! (Q), entonces para cualquier ¢ € C°(Q2), integrando por partes se ve que

/fgom,idx:—/fmgada: (i=1,2,...,n). (14)
Q Q

No hay término de evaluar en el borde ya que ¢ posee soporte compacto dentro de €2 y se anula en 0f).
Entonces,

(szi’90> =Ty, ¢a,) -



Generalizando, si k € Z*, f € C¥(Q), y a = (a1, a2, ..., a,) es cualquier multiindice de orden
o] = a1 + ag + ... 4+ @, = k, entonces, aplicando la integraciéon por partes |«| veces,
o0 0%n
8o 9o ¥

1 1

/ f D% dx = (—l)la‘ / D®f ¢ dx, donde D%p = (15)
Q Q

1
Sean u,v € Lj,,

D%y = v, si resulta

(Q) y a € N™. Se dice que v es la derivada parcial débil de orden o de u, escribiendo

/ u D% da = (—1)°! / vpdr YeoeClCr(Q). (16)
) Q

1.5. Espacios de Sobolev.

Dados 1 < p < oo y k € Ny, se define otro espacio de funciones, el espacio de Sobolev W*P(Q) que
consiste en todas las funciones localmente sumables u :  — R tales que para cada multiindice o € N,
con orden |a| < k, D%u existe en el sentido débil y pertenece a LP(). Luego, las funciones en W se las
identifican si coinciden a.e.

Si u € WkP(Q), se define la norma

1/p
( S [1D%ul? dz) 1<p< oo,

”uHWk,p(Q) = lal<k @
> sup |D%u| p =00
la|<k

Para esto, usaremos el hecho de que si la integral de una funcién positiva sobre un conjunto de medida
no nula es cero entonces el integrando es igual a cero casi todo punto.

= |jul| =0 < u =0 a.e. pues,

1/p

lul =0 > /|Dauv’ da =0& > /|Dau|f’ dr=0& / |Du|? dz=0Va/|a| <k
loe| <k & la|<k ¢ Q

& |[D%uly =0a.e. Va/|a| S k< D*u=0ae Va/la| Sk < u=0ae.

w || Bu|| = |B8] ||u||, pues es inmediato de la definicion.

w |Ju+ | £ ||lul| + ||v|| pues, de la linealidad del operador diferenciacion,

futel = 3 [ 107 o)l do= 3 [ 107 + DX de = Y D) + D),

la| Sk ¢ le|SEk lo| Sk
Ademés, D%(u), D%(v) € LT por lo que, aplicando la desigualdad de Minkowski tenemos que:
[lu + 0l < [lull” + [Jo]”
(Completar).
Mediante un razonamiento analogo, se puede concluir el resultado para el caso p = co.
Luego, con esta norma, una sucesion {u,, }5°_; C WkP(Q) se dice que converge a u € W*P(Q) si es
I B
Para cada k € Ny 1 < p < o0, el espacio de Sobolev W¥P(Q) resulta asi un espacio de Banach.
Sea {u,,}°_; C W¥*P(Q) sucesion de Cauchy. Como {u,,}>°_; C LP(Q), {D%u,,}_, C LP(Q), y LP

es completo, se tiene que u,, — v en LP y que D%u,, — D%u en LP. Se tiene entonces que
[umD = [ (=) D%, Yo € C§(Q). Luego:
Q Q

10



et~ wlymiey = 3 / D%t = D" dz =3 || D%t = D*ul[ ) = 0.
la|<k G lo =k

Si p = 2, se indican W*2(Q) = H*(Q) (k € Np) pues resultan espacios de Hilbert. En particular,
HO(Q) = L*(Q) y también WOP(Q) = LP(Q).

Ademas, VV;ZCP(Q) indican los espacios de funciones pertenecientes a W*?(€)'), para todo ' CC €. Asi

queda definido HF () para el caso p = 2.
Con WEP(Q) se indica a la clausura de D en W*P(Q). Luego,
u € Wf’p(Q) sii Iy, € D/ Uy — u en WEP(Q).

WEP(Q) resulta el espacio de aquellas funciones u € W*?(Q) tales que D% = 0 en 99Q, ¥|a| <k — 1 en
el sentido de la traza del siguiente parrafo.

1.6. Traza.

Si Q resulta un subconjunto acotado de R™ tal que 992 € C!, para cada u € WP*(Q), algtiin 1 < p < oo,
se puede encontrar una sucesién de funciones u,, € C>®(Q) tal que u,, — u en W*P(Q) (es decir, se puede
aproximar a u por funciones suaves hasta el borde).

Ahora, si u € C*(12), entonces claramente u toma valores en 9 en el sentido usual, pero una tipica
funcion v € W*P(Q) en general no es continua y, atin peor, esta definida a.e. en 2. Como 95 tiene medida
cero, no tiene sentido directo la expresion “u restringida a 9€2”. La nociéon de traza resuelve este problema.

Sea 1 < p < o0, 2 acotado y 9 € C*, entonces existe un operador lineal y acotado

T:WhP(Q) — LP(09Q) tal que
1. Tu = ulyq si u € WHP(Q) N C(Q).
2. || Tull 1o o0y < cllullypg) para cada u € WLP(€), con constante ¢ dependiendo sélo de p y Q.

El operador T queda bien definido gracias a que se puede aproximar por funciones suaves y el segundo item
establece la continuidad.

(Justificar esta afirmacion revisando las densidades)

Este resultado no asegura que ahora tiene sentido hablar de valores puntuales de u en 9, sino que
ulyq s una funcion de LP(0€2) o sea de "potencia p integrable". Ademas, dice que para funciones suaves
la traza de u definida por él es la restriccion puntual en la frontera de Q2 en el sentido usual.

1.7. Funciones test.

Definicién 1. Se denomina funcion test a una funcion ¢ € C°(Q) = D(2), con Q un abierto de RY.
Se indica D =D (Rd),

En D se define la siguiente nociéon de convergencia:

Definicién 2. La sucesion {¢;} converge a ¢ € D si
= supp (p;), supp (@) estdn contenidos en un subconjunto compacto fijo de U y

= para cada multiindice o € N¢, D%p; — D%p uniformemente en R%.
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Lema 1. Sea a : R — R tal que a(z) = e~ Y/* para x > 0 y a(z) = 0 para = < 0. Entonces a € C* (R)
con a(z) >0 para x > 0 y supp(a) = Ry .

Demostracion.
Completar
O
Lema 2. Sia, beR cona<bypf(z) =LBup(z) =alr —a)a(b—z), entonces € C*(R), >0 en (a,b)
1
y supp(B) = [a,b]. Ademds, 1(B8) = [ B(x)dz > 0. Luego, &, = mﬁa,b tiene las mismas propiedades
R

con [&qp(x)de =1.
R

Demostracion.

Completar graficando «, 8 y & para distintos intervalos.

O

d
Lema 3. Sean a;,b; € R, a; < b;, 1 < j < d. Para a,b € R?, Typ(x) = [[ &a,p,(x;). Entonces
j=1

n

Lup €CPMRY), Top >0 en .Hl(aj’bj)’ supp(Pap) = [ laj.bj] y [ Tap(x)dz = 1.
j= Rn

Jj=1
Demostracion.

Completar graficando I' para distintos rectangulos.

O

Corolario 1. Para cada punto p € R? y para cada entorno U de p en R? existe una funcion ¢ € D con
las siguientes propiedades:

1* 920y p(p) >0.
*2* supp (p) C U.

*8* [ p(x)dr = 1.
Rd

Demostracion.

Completar
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Lema 4. Para cada a € R? yr > 0 existe una funcion ¢ € D (Rd) tal que
supp (¢) C B(a;2r), 0S¢0 <1, ¢=1en Blar).

Demostracion.

Completar

O

Por superposicion y tomando limites de funciones test, se puede conseguir una gran familia de nuevas
funciones test. Por ejemplo, considerando ¢ como en el corolario [I] centrada en p = 0 y tomando

1 1

we(x) = —0p <fx> , €>0. (17)
en €

Considerando € = 1/j, para j € N, se puede pasar a trabajar con una sucesion regularizante, reescribiendo

el siguiente lema si se considera n — oo.

Lema 5. Sea f € C, (Rd), espacio de las funciones continuas a soporte compacto, entonces, considerando
e COMO en , se tiene fe:= fx . € D y fe converge uniformemente a f cuando € 0.

Demostracion.

Completar

O

Observacion 3. FEl resultado anterior se puede extender a funciones continuas en R consiguiendo la
convergencia uniforme sobre compactos.

Observacion 4. Si . tuviese limite, como f x . — f cuando € \, 0, ese limite seria el neutro de la
convolucion, f x oo = f. sPuede existir una tal oo ¢

Observacién 5. Se puede observar que D(R™) es denso en Cy (R™) por el lema @ Ademds, sabemos que
Co (R™) es denso en LP(R™), por lo tanto D(R™) también lo es.

Observacion 6. Una funcion ¢ es analitica en X si, Va € X, ¢ es desarrollable en una serie de potencias en
torno al punto a, convergente en algiun entorno de a. Si se reemplaza la condicion infinitamente diferenciable
por analiticidad, al requerir soporte compacto sdlo se tendria la funcion nula.

Lema 6. Sea X un abierto conexo de R"™ y ¢ una funcion analitica en X. Luego, o bien ¢ =0 en X o
supp ¢ = X. En el iiltimo caso supp ¢ no es compacto siempre que X # (.

Demostracion.

Completar
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2. Distribuciones.

2.1. Introduccion

Las distribuciones constituyen un conjunto de objetos que contiene a las funciones continuas como
subconjunto, y a modo de reciproco se tiene que toda distribucion puede aproximarse por funciones infini-
tamente diferenciables, esto lleva a referirse frecuentemente a las distribuciones como "funciones generali-
zadas". De todas maneras no toda distribuciéon es una funciéon continua, y en ciertos aspectos el calculo con
distribuciones tiene un desarrollo mas aligerado que el de las funciones continuas. Por ejemplo, la derivada
de toda distribucién es una distribucién, mientras que existen funciones continuas que no son derivables.

Ejemplo 1. La funcién f definida por f(z) = |z|, * € R es continua en R, diferenciable en (—o0,0) y
(0, +00), con derivada igual a —1 y 1 respectivamente en dichos intervalos, pero f no es diferenciable en 0.
En principio resulta claro que f' es igual a sign(x), signo de x, con f(0) no definido, pudiendo esto no ser
de importancia. Pero, puesto que la funcién f"(x) =0 para x <0 y x > 0, algo debe aportar f"(0), pues
si resulta ser f"(x) =0, luego se tiene que f'(x) = ¢, para una cierta constante c € R y f(z) =cx, v € R
que no coincide con la funcion original sea cual sea la eleccion de c.

Para funciones que no son continuas o diferenciables en determinados puntos, las singularidades pueden
mitigarse trasladando horizontalmente en un y a la funciéon f en un entorno de la singularidad y luego
promediando las funciones trasladadas asi obtenidas. Por ejemplo, 1 (f(z —y) + f(z + y)) para un cierto
y. Esto se puede extender para todo y y luego promediar las funciones trasladadas con un peso ¢(y) para
cada y—traslacion. Entonces se estarfa considerando la funcion z — [ f(z — y)p(y)dy, es decir, f * ¢(x).

R

Por el lema [5] esta nueva funcién sera tan diferenciable como ¢ y se puede tener una familia de estas
funciones suaves que converge uniformemente a f sobre compactos, por lo que la aproximaciéon es buena.

Ejemplo 2. Sea v : R3 — R? una funcidn continuamente diferenciable y sea la funcion divergencia de v:

2 v,
z s pla) =div v(x) = Y ({TX;(X),

j=1

la cual es una funcion continua de R® en R. Si A C R3 es abierto y acotado, con frontera regular OA, n(y)
es la normal exterior a 0A en el punto y € A, el teorema de la divergencia establece que

[ otarda = [ (o)), (18)
A 0A

La segunda integral puede interpretarse como la cantidad de volumen que fluye a través de las paredes del
solido y p(x) como una fuente cuyo campo de velocidades estd dado por v (ej. cargas eléctricas).
Si se desea representar fuentes puntuales, en un cierto punto p, para la cual

_Jec sipe A
siendo A la clausura de A en R3, y ¢ una constante positiva, la carga en la fuente puntual en p, estas
condiciones no pueden ser realizadas por una funcion continua en R3.
Si se considera
-3
v(z) = |lz = pl| 7 (z —p),
la divergencia del campo v se anula para todo x # p y verifica lo pedido. Luego se tiene que la integral de

la izquierda de (18)) es 0 sip ¢ A y 4w sip € A. Asi se pretende concluir que la divergencia de este campo
vectorial es igual a la fuente puntual en p con carga 4.

Ejemplo 3. La funcidn x — x~' no es absolutamente integrable sobre ningin intervalo acotado entorno
del 0, con lo cual no queda claro qué significaria

@%
J
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para ¢ funcidn continua que se anula fuera de un intervalo acotado. Aun en el caso en que ¢(0) = 0, el
integrando puede ser no absolutamente integrable. Por ejemplo, sea 0 < e <c <1 y sea

0 x =0,
o(x) = 1
— O<z<ec
|log x|

La funcion ¢ es continua en (—o0,c¢) y puede extenderse a una funcion continua en R que se anula
fuera de un intervalo cerrado. Luego,

/ de = log|loge| — log |log ¢|,
x
€

y el término de la derecha converge a oo para € | 0. Pero si ¢ es continuamente diferenciable y se anula
fuera de un intervalo acotado, integrando por partes y usando la estimacion ¢(e) — ¢(—e) = O(e) parae | 0
(consecuencia del teorema del valor medio), se obtiene

PV / A2 4y = 1 X g~ - / ¢'(z) log |z|dz,
R T o R\[_576] x R

donde el término de la izquierda es el valor principal de la integral. Siguiendo con la suposicion que ¢ es
una funcion continuamente diferenciable se tiene que

()
- fR wﬁodx

o) )
r X+ i€ i TN [, 25 g,
10 R z—10

n" ; " 1 1 1 ; < _ . . ..
Claramente las "funciones"PV -, 77307 70 difieren solo en x = 0, es decir que al integrarlas multiplicadas

por una funcion ¢ el resultado es el mismo si $(0) = 0.

Ejemplo 4. Otra motivacion importante es el cdlculo de variaciones. Sea el funcional F' dado por

F(v) = /ab (%p(av)v’(sc)2 + %q(m)v(m)z) dz,

donde p y q son funciones no negativas dadas suficientemente diferenciables en el intervalo [a,b]. Sea ny,ﬁ’
el conjunto de funciones v, k veces diferenciables con continuidad en [a,b] y tales que v(a) = a,v(b) = B.
Luego para k 2 1, F es un funcional a valores reales definida en C(’;ﬁ. La pregunta es si existe u € Cé,ﬁ tal

que F alcance su minimo sobre Cfé’ﬁ en u, i.e., F(u) < F(v),Yv € Cg’ﬁ.

Si se obtiene una tal 4 que minimiza al funcional F', se encuentra que V¢ € C(’im la funcién de R en R,
t — F(u+ t¢) alcanza su minimo en ¢ = 0. Esto implica que su derivada con respecto a t para t =0 es 0,
es decir

F(u+to)

I
R e

p(a) [t/ (2) + t' ()] + La(@) [u(x) + té()]*) da-

/
(SIS

G F(u+t9) (p(z) [/ (z) + ¢ (2)] ¢' (%) + q(2) [u(z) + to(2)] ¢()) da.

%F(u +to) ‘t:O = (p(x)u/ ()¢ (x) + q(z)u(z)p(x)) dx = 0.

Si u € C2, integrando por partes se obtiene

b

[ (- @) + ateyute)) sarda =o

a

Como esto debe verificarse para cualquier ¢ € C§ ), se concluye que u debe satisfacer la ecuacion diferencial
de segundo orden

(Lu)(z) = = ——(p(z)u’) + g(x)u = 0.



Este procedimiento puede aplicarse a funcionales mas generales y las ecuaciones encontradas para el punto
estacionario son denominadas ecuaciones de Euler-Lagrange.
La existencia del punto u € C? que realiza el minimo, se consider6é un hecho hasta que Weierstrass propuso
un ejemplo aparentemente inofensivo, para el cual el minimo no existe.

Seaa=—-1,b=1,a=-18=1, p(x) =12y q=0. Luego,

1 x2
F(v) = /7(1/@))2@, veCl? .
-1

Para ¢ > 0 sea la funcién
arctg(z/e)

ve(@) = arctg(1/e)’
para x € [—1,1], donde el denominador se incluye sélo para que v.(£1l) = £1. Para x < 0 0o 2 > 0, se

tiene que arctg(xz/e) converge a —m/2 o /2 respectivamente para ¢ | 0, por lo tanto, v.(x) converge
puntualmente en R\{0} a la funcién sgn x para ¢ } 0. Para ver qué sucede con F'(v.) se calcula

1 1

ve() = carctg(l/e) (1+(1/¢)?)

Mediante el cambio de variables x = ey se obtiene

Flo) = e— /1/5 U (19)

arctg(1/e) J_y /e 2(1 +y?)?
Dado que ,
/ 2 .
P'(y) = ﬁ si g(y) = _l—ilyQ + arctgy,
o(1/e) — ¢(=1/e)

se tiene que la integral es igual a , cuyo limite para € | 0 es w/4.

4

Notando que (arctg(1/¢))~! converge a 2/ para € | 0, se puede deducir que F(v.) = ¢(¢), donde
Y(e) — % para € | 0. En conclusion F'(v.) — 0 para € | 0.

Asi se ve que el infimo de F' en 631,1 es igual a 0, ya que F'(v) 2 0, Vv, e incluso en C ; es igual a 0.
Sin embargo si u € C! es una funcién tal que F(u) = 0, se tiene que du/dz(z) = 0, lo que significa que u es
constante, en cuyo caso no puede satisfacer la condicién u(—1) = —1, u(1) = 1. Por lo tanto la restriccion
de F al espacio C!| ; no alcanza su minimo.

Sea v una funcién continuamente diferenciable en [a, b], aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
se obtiene

Yy Yy
jo(z) - v(y)| = | / (2)dz] < ( / '<z>2dz>1/2</ d2)'? < |0zl — o2,

donde |[v/|| .2 es la norma de v’ en L2. Esto puede usarse para mostrar que toda v € H* puede interpretarse
como una funcion continua en [a, b] para la cual es valida la siguiente estimacion

[o(x) = v(y)| < [|0']| 2|z —y['/2, (20)

La continuidad de v € H' implica que tiene sentido referirse al subespacio Héﬂ delasv € H! con v(a) = a,
v(b) = B. Ademas, Vv € H! esta bien definido F(v).

Si p(z) > 0 para todo z € [a, D] (esto excluye el ejemplo de Weierstrass), se tiene la existencia de una
constante ¢ con la propiedad [v||2, < ¢F(v) para toda v € H' pues siendo 1/k = min{p(z) : z € [a, b]} se
tiene

b b

1o')12 :/ () dx—zk/gkv

a a

II/\

b b
/%p Vdx + & /q(x)vz(x)dx = cF(v). (21)

Sea {v;} una sucesion en H,, ; tal que

F(v;) =i =mf{F(v):v € H, 4}.

16



Se quiere ver que F alcanza el infimo ¢ de dicho conjunto. Por ser la sucesién {F(v;)} convergente resulta
acotada, luego existe una constante A tal que |F(v;)| < A. Usando las acotaciones (20) y (21) se tiene que
{v;} es equicontinua, i.e., dado € > 0, se tiene

[0 (@) = 03| = [Vl 22l —yI'? < eF(vj)le =y < cAle =y < e

sijlr—y|<o0= (ﬁ)Q. La sucesion v; es también uniformemente acotada, luego por el teorema existe una
subsucesion {vj, } que converge uniformemente a una cierta funcion continua u, que puede demostrarse que
pertenece a H) 5y que F(vj,) — i = F(u) para k — oc.

Teorema 1. Ascoli-Arzela
Sea {fn} una sucesion equicontinua de funciones de un espacio métrico separable X en un espacio métrico

Y, con la propiedad que {f.(x)} es compacto en Y, V& € X. Entonces existe una subsucesion {fn,} que
converge puntualmente a una funcion continua f. La convergencia es uniforme sobre compactos.

Lo hecho hasta aqui se ve prometedor, el problema es que en principio toda la informaciéon que se tiene
sobre esta funciéon minimizadora u es que v’ es de cuadrado integrable, pero esto no implica necesariamente
que u sea integrable en el sentido clasico o que u € C2, con lo cual la integracién por partes que se realizo
para encontrar las ecuaciones de Euler-Lagrange y el hecho que u sea solucion de dicha ecuacién no pueden
considerarse en el sentido usual.

Lo que puede hacerse es integrar por partes intercambiando los roles de las funciones u y ¢ para concluir
que

b
/ u(x) (L) (x)dz = 0,

para toda ¢ € C*° igual a 0 en un entorno de los extremos de integracién. Para que esta expresion tenga
sentido basta con que u sea localmente integrable en el intervalo I = (a,b). En este caso se dice que u
satisface la ecuacion diferencial Lu = 0 en sentido débil o en el sentido de las distribuciones.

Puede verse que si p y ¢ son suficientemente diferenciables y p no se anula en el intervalo I, para
u localmente integrable que satisface Lu = 0 en el sentido de las distribuciones resulta u infinitamente
diferenciable en I y satisface la ecuacion Lu = 0 en I en sentido usual.

Ejemplo 5. Considerar una varilla de espesor no uniforme. Con el fin de describir cémo su masa estd
distribuida a lo largo de su longitud, se introduce una <«funcidn densidad de masay p(x). Esto se define
fisicamente como la masa por unidad de longitud de la varilla en el punto x, considerando las distancias

desde el centro de la varilla; y se define matemdticamente como una funcion positiva tal que la masa total de
b

la seccion de la varilla entre a y b sea [ p(x)dz. Esta es una descripcion satisfactoria de las distribuciones

continuas de masa. Luego propz'edadeg dindmicas tales como centro de masa y momentos de inercia se
pueden expresar en términos de la funcion p.

Pero si la masa se concentra en un numero finito de puntos en lugar de estar distribuida de forma
continua, la descripcion anterior no sirve.

Considerar, por ejemplo, un cable de masa despreciable con una pequeria pero pesada cuenta esférica
unida en su punto medio, x = 0. Si se supone que dicha cuenta tiene una unidad de masa pero es tan
pequena que es razonable representarla matemdticamente por un punto, entonces la masa total del intervalo
(a,b) es cero si 0 ¢ (a,b) y es uno si 0 € (a,b). Luego, no existe una funcion p que pueda representar dicha
distribucion de masa. Si existiese, tendria que ser p(x) = 0, Va # 0, puesto que la masa por unidad de
longitud es cero salvo en x = 0. Pero si una funcion se anula en todos los puntos salvo un nimero finito,
su integral sobre cualquier intervalo serd cero y mo puede dar uno como se necesita.

Desde el punto de vista fisico, la densidad de masa es cero salvo en x = 0 donde es infinito para al
«integrarlay conseguir una masa unitaria, lo cual por ahora es matemdticamente absurdo. Dirac introduce
una «funcion» §(x) tal que

b
0(z) =0, Yo #0,A /5(9c)dac:1, sia<0<b,

para representar la densidad de masa correspondiente a una particula puntual de masa uno. Dicha particula
puntual se puede ver como el limite de una sucesion de distribuciones de masa continuas las cuales se vuelven
mds y mds concentradas. Asi, la funcion delta se puede considerar como «limitey de funciones ordinarias.
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Por ejemplo,

(1 + n222)’ . n—>oo{0, x #0,
oo, x=0.

Aproxiziaadna la ddm de Disez

T E 02 2 0.t )3

n=30

n=1i n== n=30

n=T0|

+oo b
Ademds, [ dp(x)dz =1y, sia <0 <b, [dy(z)dzx "Z% 1. Luego, se puede decir que el limite de

—o0
{dy},, tiene las propiedades de 6.

Como usualmente en la prdctica aparece & dentro de una integral, se puede reemplazar por d, y luego
tomar limite n — oo al final de los cdlculos, sacando parcialmente la inconsistencia matemdtica.

2.2. Definiciones

Observaciéon 7. Se dice que E es un espacio vectorial topoldgico (EVT) si E es un espacio vectorial
munido de una topologia para la cual la suma y el producto por escalares en E son aplicaciones continuas.
Si se trabaja con un EVT que tenga una base numerable de entornos del origen, la nocion de continuidad
es equivalente a la continuidad por sucesiones. De este modo se tiene que una aplicacion lineal u : E — C
es continua si u(z;) = x para rj — x en E.

Ademds, por la linealidad de u, se tiene que u(z;) — u(z) es equivalente a u(x; —x) — 0, mientras que
xz; — x es equivalente a x; —x — 0 en E, con lo cual la continuidad de un funcional u es equivalente a la
afirmacion

lim 2; =0 en £ = wu(z;) = 0 (en C).

j—o0

Observacion 8. Para definir continuidad en D se puede considerar una topologia de la siguiente manera:
Dado K C RY compacto, sea D(K) = {¢ € D/supp(p) C K}.
Definimos en D(K) una estructura topoldgica de espacio vectorial por medio de la familia de seminormas

No(p) = sup [D%p(x)], o€ Ng
z€Rd

Puede verse que la definicion de convergencia de D corresponde a dicha estructura topoldgica. Luego,
D(K) es un espacio métrico completo. Entonces, podemos definir distribucién como sigue:

T : D — C es una distribucion si es lineal y su restriccion a cada espacio D(K) es continua.

Finalmente, se puede ver que el espacio D tienen una estructura topologica inducida por los espacios
D(K), que es aquella que permite describir la continuidad en término de sucesiones.

Definicion 3. Una aplicacion lineal T : D — C se llama distribucion si es continua, es decir,

T (¢;) — 0 siempre que ¢; — 0 en D.
J—© j—o0

Al conjunto de todas las distribuciones se lo indica con D’.

Observacion 9. Dados T € D' y ¢ € D notamos T(¢) = (T, ¢) = (T, ¢)

18



Observacion 10. La existencia de la topologia en D lleva a pensar en el espacio vectorial de distribuciones
como el dual topoldgico de D, al que se indica D’.

Sean S, T € D', a,b € F.
Para ver que aS + bT es lineal, consideremos o, 8 € F y v, ¢ € D.

(aS +bT) (o + ) = aS(ap + B) + bT (ap + Bip) = aaS(p) + BaS(¥) + abT () + BT (Y) =
= a(aS + bT)(p) + B(aS + bT)(¥)

Ahora, para ver que aS + bT es continua, sea {p,} C D tal que ¢, N ©.
(aS+bT) (¢n) = aS(pn) +bT (pn) — aS(v) +bT(p) pues T(p,) — T(v), S(pn) — S(p). Por lo tanto
D’ es un espacio vectorial.

Teorema 2. Si T :D(Q) — F es lineal entonces T es secuencialmente continuo si y solo si es secuencial-
mente continuo en 0 € D.

Demostracion.

Si T es secuencialmente continua en D, en particular, lo es en 0 € D.

Ahora, supongamos que T es secuencialmente continua en 0, es decir, T(¢;) — 0 en F para toda
¢; — 0 en D. Veamos que si ¢; — ¢ en D entonces T(¢;) — T(¢) en F.

Primero observemos que, como ¢; — ¢, existe un compacto K C §2 tal que

supp(¢; — ¢) C supp(¢;) Usupp(¢) C K.

Ademas, por definicion, ||¢; — |, . o — 0. Luego, (¢; — ) — 0 en D. Finalmente, por hipotesis,
T(¢; — ¢) — 0. Luego, al ser T lineal, T'(¢;) — T(¢).

O
Teorema 3. Dado un operador lineal T : D(QY) — T, son equivalentes:
I. T es una distribucion.
II. Para cada compacto K de R?, 3m = m(K) € Ny, C = C(K) > 0 tales que
(T.o)l < C sup [D%()l, V¢ € D(K). (22)
o] <m

Demostracion.
(I = II) Sea T € D'(Q), supongamos que T no satisface la condicion . Es decir, dado K cC R,
para cada C' > 0, m € N, 3 ¢ € D(K) tal que
(T, )| > C sup |D%p(x)].

zER™
la|<m

Particularmente, podemos elegir C' = m. Entonces, 3 ¢,,, € D(K) tal que
(T, ¢m)| > m sup |D Y ()]
z€R™

la]<m

Sea @, = (Twi’") € D, dado 8 € N{j, si m > |f] tenemos que

sup

1 . 1
Diy(a)] < sup Do (w)| < — (TL) -1
xER™ ’ m

(T, Ym) m

Luego, ¢, — 0 en D, cuando m — co. Sin embargo, por construccion, tenemos que (T, ¢,,) = 1, Vm.
Esto muestra que T' no puede ser una distribucién, por no ser continua.

(IT = 1) Sea {y;} una sucesion en D convergente a 0 € D. Luego, por definicion, ¢; € D(K) para
algin subconjunto compacto K C R", para todo j. Ademas, cada derivada D%y, converge uniformemente
a 0 en R™, cuando j — oo. Luego, teniendo en cuenta la hipétesis, 3 m € Ny, C' > 0 tales que

(T, p3)| < C sup [D%;(x)| =0, sij = oo.
zER™
la|<m

Resultando asi, por el teorema[2] T' continua en D y, consecuentemente, una distribucion.
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Definicion 4. Si un mismo m € Ny sirve para todo K compacto en (22)), el minimo de estos m es el
orden de la distribucion y se dice que la distribucion tiene orden finito. En caso de que no exista un tal
m, la distribucion es de orden infinito.

2.3. Ejemplos

Los siguientes funcionales son distribuciones.

1. delta: sea 79 € R?, luego 0y, (¢) = ¢(x0). jorden finito?
Completar

2. Sea f € L}, (R?), luego Ty(¢) := [ p(z)f(x)dx. Ty es de orden cero.
Q

Completar

+oo
3. T(p) =PV [ de =1lm [ de. (valor principal)
oo L eN\0 || >e xX

Completar

4. T(g) =PV [ o) 4
Re L

Completar

5. T(p) = 1{1(1) ofo%dm - @ + ¢’ (0) log(e)|.

Completar
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6. T(¢) = lim Zo@f)dﬁcp(())zog(s) .

Completar
7. T(p) = PV jfwwdx.
Completar

8. Sea y una medida en los borelianos tal que u(K) < oo si K CC R%. Luego, T,,(¢) = [ ¢dpu.
Rd

Completar

1 1 1 1
9. deltas de Heisenberg: 67 = é — fPV<7) yo~ = é + — (*)
2 2mi x 2 2mi z

Completar
“+o0
10. (T,¢) = [ @(x,0) dz, ¥ ¢ € D(R?).
0
Completar

11. Si = (0,1), la distribucion dada por T'(p) = > Lp(k)(%) tiene orden infinito.
k=1

Completar
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12. La aplicacion ¢ — @(0)+¢'(1)+---+ ™ (n)+... con ¢ € D(R), define una distribucion de orden
infinito.

Completar

Definicién 5. Sea T € D' (R"). Si existe f € L}, .(R™) tal que T =Ty, es decir,

loc
7(¢) = [ f@lats
Rn
entonces T se dice distribucion regular.

Proposicion 1. La aplicacion

LIIOC _> D/
f — Tf
es lineal e inyectiva.
Demostracion.
Completar

;,Qué se puede decir de la continuidad?

O

Observacion 11. Este resultado justifica la identificacion usual de la funcion f con la distribucion Ty.

En otras palabras, el espacio Lj,, es identificado con el subespacio vectorial {Tf cfell } C Dy asi

loc
directamente f es vista como una distribucion. Pero conviene ser cuidadosos con esto pues claramente no

es lo mismo la funcion 1, constantemente igual a 1 en todo su dominio, que la distribucion 1 que es igual
a la integracion de funciones test.

Proposicion 2. La distribucion § no es una distribucion reqular.

Demostracion.

Completar
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2.4. Convergencia en distribuciones

La topologia de D' () se define a partir de una familia de seminormas. Dada ¢ € D (2) se tiene

p,:D () — R
T — po(T) =T(p)|-

Los entornos se definen por linealidad a partir de los entornos del cero. Entonces, si ¢; € D (),
j=1,2,...,n, se tiene un entorno de cero con €1, €a,..., €, > 0,

{TeD (Q) /py;(T) <€, i=1,2,....n}={T €D (Q)/|T(pi)| <€, i=12,...,n}.
En esta topologfa, si T,, — 0, pensando en el entorno de cero {T € D' (Q) /|T(¢)| < €},
Ing € N/n 2 ng = |Tn(p)| <e.

Por lo que
Tu(g) — 0. @eD(Q).

n

Definicién 6. Una sucesion {1}, C D' converge a T en D' si para cada ¢ € D se tiene

(Tj,0) = (T, ).

Este tipo de convergencia, definida sin hacer referencia a la topologia en el espacio D, se llama conver-
gencia débil. Sin embargo, se puede probar que esta es la nocién de convergencia asociada a la «topologia
fuertey en D’ (ver [14], [4]).

Ejemplo 6. La delta de Dirac es el limite del nicleo de Picard: K,(x) = %ne‘"m, entendiendo a ésta

como la distribucion regular que define.

Completar

Observacion 12. FEsto muestra que las distribuciones requlares mo son un subespacio cerrado en D.

Razonando de forma andaloga a la del ejemplo anterior, podemos probar el siguiente:

Lema 7. Sea {f,} C L*(R) tal que

v [ fo(z)dzr =1VneN.

» 2 fy(z) € LY, Vn yx f(x) — 0 en L.
Entonces, Ty, — § en D'.

Demostracion.

Completar

De esta forma, podemos probar que otro niicleo converge a 4.
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n

1
Ejemplo 7 (Nucleo de Stieltjes). Sea K, (x) = — e
e e

Completar

A continuacion vemos otro resultado para probar convergencia a la distribucion 6.

Lema 8. Sea {g} € L*(R) continua tal que

= [g(x)de =1
w g(z) >0, Ve

Entonces, lim ng(nz) = () en D'.
n—+00

Demostracion. C(’)mplotzu'

O

1— .
%W Usaremos el lema anterior para probar que K,

Ejemplo 8 (Ntucleo de Fejér). Sea K, (x)

converge a §.

Completar

Definicion 7. Un operador h : D' — D' se dice continuo si preserva la convergencia débil, es decir, si

(W(T})), ) = ((T), ), Vo € D, siempre que (Tj,p) — (T, ¢), Vo € D.

2.5. Soporte de una distribucién
Definicién 8. Sea K un subconjunto de R? y sea A = {O; :i € I} un cubrimiento abierto de K. Una

C* particion de la unidad en K subordinada a A, donde k € Ny, es una coleccion finita de funciones,
0j RE—= R, con1=j =1, tal que

v €CH paral < j <1,

n 0= ¢(x) £ 1 para x € R”,
m. para cada j existe O € A tal que supp (¢;) C O,

v.

1
pj(z)=1paraz € K.
=1

J
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Teorema 4. Para cada compacto K C R y cada cubrimiento abierto A de K, existe una C> particion de
la unidad subordinada a A.

Demostracion.

—1/z
Seana(m):{ c v >0

0 2 <0 y a,b € R con a < b. Definimos 3, como sigue:
Bapx) =a(r—a)alb—z), zeR.

Por los lemas previos, 8,5 € C*°(R) y supp Sap = [a,b].
Ademas, siendo

T Bus(t)dt
() =
fﬂaﬂ)(t) dt

por el mismo lema, 7y, € C*°(R) y vale que
Yab() =0, 81 z<a A Agplx)=1,si x>0

Ahora, para el caso en que d = 1, es decir R* = R, consideremos a’, b’ tales que ¢/ < a < b < by
definamos hy/ pr.q,5(x) tal que

T Bura(®)dt | By _o(t) di

—b’

ha’,b/,a,b(ﬁr) = ’Ya/,a(x) ’yfb/,fb(_‘r) i b .
flﬂa’,a(t) dt f 571,/_’71;@) dt

—b’

Se observa que
/

ha' b ap(x) =0, x € (—o0,d' UV, +00),
0 < he pap(z) <1, z € (d,a)U (b)),
ha/,b’,a,b(x) = ]-7 T e [avb},

por lo que supp(hq' b 0p) = [a/,V]. Por otro lado, al ser hq/ p o producto de funciones en C*°(R) también
pertenece a este espacio.

Si en cambio, n # 1, tomamos a} < a; < b; <V} en R para j = 1,...,n y definimos B, B’ rectangulos
de R" dados por

n n
B:=[]la;b5) ; B =]]la},v]]
j=1 j=1
y luego las funciones
hB,B’(xla cony xn) = H ha;,b;,a]‘,b]‘ (l'j),
j=1
resultando hp g € C°°(R™) pues
(completar)

Ahora, si x € K, existe un abierto O, € A tal que x € O,. Como O, abierto, podemos seleccionar
B, y B, rectangulos como antes tales que x € I, = int (B;) C B} C O,. Observemos que {I;} ., es

un nuevo cubrimiento abierto de K compacto, por lo que existen x(1), x(2),..., z(I) con I € N tales que
1

K C U Iz(l)
i=1
Entonces, llamando v; := th(i)’B/(‘) con i = 1,...,1, se tiene que ¢; € C¥(R"), si x € B,(;, ¥i(r) =1

y supp (¢;) = B;(i) C O, para cada i entre 1 y [.
Para concluir, definamos wy = 91, wi41 = (L —1)(1 —2) -+ - (1 — ) g1 con 1 < k < I
k k

Veamos por induccién sobre k que ij =1- H (1—1;).

j=1 j=1
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Para k = 1 es inmediato, supongamos vale para k < [, entonces:

k+1 k . k k k k+1
ij = ij+Wk+1 = 1*H (1 —1;) H (1 —9)) g1 =1— H 1= 45) (1=¢r41) = 17H (1= y).
i=1 =1 j=1 j=1 i=1
Finalmente,
= Como 1; € C°(R?) para todo i, por definicion, wy, € C°(R?), 1 <k < 1.
= 0 <1; <1 para todo ¢ y por lo tanto, también wy.
» Six € K entonces x € B,(;) para algin i entre 1 y [, por lo que ¢;(x) = 1, entonces
l l
dwim)=1-J[Q-v) = =1.
j=1 j=1
= supp (wi) C supp (¢r) C Oy para todo k tal que 1 < k <.
Por lo tanto, {wy}._; es una C°° particiéon de la unidad en K subordinada a A.
O
Ejemplo 9. Sea K = [-1,1], O = {(a,b) :a = -1+ L n e Nb=1=+ L1 m € N} podemos hacer la

siguiente C*° particion de la unidad en el compacto K subordinada al cubrimiento abierto O:

Completar

Definicién 9. Una distribucion T € D' se anula en un abierto Q C R? si (T, p) =0, V ¢ € D con
supp () C 2. Esto se denota T|q = 0.
Dadas dos distribuciones Ty, Ty € D', decimos que coinciden en el conjunto abierto Q si (Th — T)|q = 0.

Lema 9. Para T € D'(Q), sea W = U{O abierto de Q / T =0 en O}. Entonces T =0 en W.

Demostracion.
Dada ¢ € D(9) tal que supp ¢ C W, veamos que T'(¢) = 0.
Consideremos K CC W tal que suppp C K. Como A = {O abierto de Q /T =0en O} es un cubri-

miento abierto de W, se tiene un subcubrimiento finito, esto es, K C U 0O;.
Por el teorema@ tenemos funciones v¢;, j = 1,---,1, tales que 1/)] € C ,0<9; <1, suppyp; CO; y
!
lej(x) =1, reK.
=

Luego, si x € supp ¢, p(z) = Z Yi(x)e(x) y e € D con supp ;¢ C supp ¥; C O; para todo j entre

1 y I. Entonces, como T es hneal y se anula en cada O; por hipétesis, obtenemos que

l l
(T, i) = Y (T,s0) = 0.
j=1 j=1

Con lo cual, resulta T'=0 en W.
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Definiciéon 10. Dada T € D’ el soporte de T, notado supp (T), es el complemento del mayor conjunto
abierto W en donde T se anula. En otras palabras,

supp (T) = R?\ U{Q C R? abierto / T |q = 0}.

Ejemplo 10. EI soporte de la distribucion 0, es {xo}.

Completar

Observacion 13. El conocimiento de los valores de ¢ en el soporte de una distribucion T no es en general
suficiente para calcular (T, ). Por ejemplo, si (T, ) = ¢'(0), para calcular ¢'(0) se necesita conocer los
valores de ¢ en un entorno de cero y es inmediato que el soporte de T se reduce al origen.

Ejemplo 11. Sean Q CR? y T : D (Q) — R dada por

—+oo

1) = [ .0
0
FEl soporte de T es
Completar

Ejemplo 12. Para cada una de las siguientes distribuciones se tiene que supp (T) = R.

1. T(p) = lim T“”ij”dwﬂ@ log(e)|.

Completar

7’@(%)

2. T(p) = lim 5 dr — @ + ¢'(0)log(e)| .

eNxo0 Ly T

Completar

3. T(p) = PV +med

— 00
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Completar

Proposicion 3. Si f es continua en Q resulta supp(f) = supp (T%).

Demostracion.

Completar
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3. Los espacios S, S, &, &, D™, D',

En este capitulo se introducen otros espacios de funciones test. Estos espacios determinaran, por dua-
lidad, subespacios del espacio de distribuciones D’.

3.1. Los espacios £ y S.

Definicién 11. Sea £ = {¢ : RY — C/ ¢ es infinitamente suave}. En € se considera la siguiente nocion
de convergencia:

la sucesion {pr} converge a ¢ en & si para cada o € Ng, la sucesion D%p; converge unifor-
memente a D% en cada subconjunto compacto de R?.

Definicion 12. Una funcion infinitamente suave ¢ : R* — C se dice que decrece rdpidamente en el
infinito con todas sus derivadas si para cada o, B € Nd, 3C = C(a, ) > 0 tal que

sup
zER4

xo‘DBgo(x) ’ <C.

En S se considera la siguiente nocion de convergencia:

la sucesion {p;} converge a ¢ en S si para cada o, 3 € N la sucesion x*DPyp;(x) converge
uniformemente a x*DPp(x) en RY.

Observacion 14. El conjunto S de todas las funciones que decrecen rdapidamente en el infinito con todas
sus derivadas es un espacio vectorial.

Completar

Proposiciéon 4. Dada ¢ € &, los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) p€S.
(b) Para cada k €N, B € Ng, 3C = C(k,B) > 0 tal que

sup |(1+ [2|*)*DPp(x)| < C.
zER4

Demostracion.

1. Supongamos que ¢ € S y veamos entonces que el enunciado (b) es valido.

Si k€ Ny 3 € N4, utilizando la férmula del binomio de Newton,

(1+ [22)* Do) =

> (ﬁ) el D ()

n=0
<y K |x\2"‘D5 (x)‘—z P o2 Do), v e R
< n ® = N w(x)|, T i
n=0 n=0
Por lo tanto,
k
k
sup [(1+ faf) D ()| SZ( ) sup [ Do) (23)
z€R4 —o \"V/ zeRr¢

0
B) > 0 tal que

I o] (4 )

n=0

Como ¢ € §, paracadan =0,...,k, 3C, = C,(2n,

sup
z€Rd

x2"Dﬂap(x)’ < C, = sup
r€eRd
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2. Supongamos que ¢ satisface (b) y veamos que entonces ¢ € S.

Como sabemos que ¢ € &, resta probar que ¢ decrece rapidamente en el infinito con todas sus

derivadas, es decir, si a, 3 € Ng, queremos ver que:

sup
zERY

2*Dp(x)| < C(a, B).
Primero, observemos que si k € N, z € R%:

n k
<1+x|2>k:<1+2x3> > (@) =, Vi=l...n.
i=1

Y aplicando nuestra hipoétesis,

Ck,B) = sup (1 + 22)* D ()| = sup a?* | DP(a)|,  i=1,...;n
z€ER4 TERC
Ahora, .
[2° D ()| < 2| | Do(@)| = Y (a2 |DPp(a))
=1
entonces,
suﬂgd J:aDﬁga(x)’ < . C(a;, B) = C(a, B)
z€ —

(24)

Observacion 15. Sean P, 5(¢)(z) = 2*DPp(x) y Pi(p)(z) = (1+|z|>)*DPp(z), donde o, B ENE, o € S

y k € Ny. Estas funciones son lineales y, ademds, los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) @; — p en S, esto es, Py 5(p;) converge uniformemente a Py g(p) en RY, V a, 8 € Ng.

(b) Pi(p;) — Pi(p) uniformemente en R, Vk € Ny, B € Nd.

Completar la observacion

Lema 10. Dado K C R? compacto y dado € > 0, 3 ¢ € D tal que
0= p(x) =1 Yz e RY,

plx)=1 VzelkK,
supp (¢) C e—entorno(K) = {z € R?/d(z, K) < €}.

Demostracion.
Si consideramos la funcién dada por

1
e =2 x| <1
p(x) = {0 =

7| >1"

resulta que las funciones

30



satisfacen p; € D(R?) con supp (p;) = {z € RY/|z| < 1/5} pues ...

Ademas, considerando la sustituciéon y = jx, resulta

‘d :d
/Pj(ﬂc) du Z/Wﬂ(ﬂ) dx = f;;(jsc)cia;‘jlﬂl/p(y) dy = 1.
]Rd

R4 Re Rd Rd
Sea x () la funcion caracteristica del conjunto K, = § — entorno(K).
Sean g
J . .
pj(@) = (x* pj)(z) = /pj(x —y)dy =" x(z —y)p(jy)dy, jEN.
K. ly|<1/5

Afirmamos que 3 jo € N tal que p;, satisface las propiedades del lema. En efecto, ¢;(x) estd bien
definida para cualquier z € R?. Méas atn,

0<pj(z) < /pj(w*y)dy: L.

Como podemos diferenciar bajo la integral, por ser funciones en D, resulta ¢; infinitamente suave.
Ahora, dado z € K, y € R?, tenemos

dlz —y, K) < d(z —y,z) = y|.

Luego, 3 jo € N tal que 1/jo < €/3, entonces d(z — y,K) < ¢/3six € Ky |ly| < 1/jo, con lo cual,
r—yeK.size Ky |yl <1/jo.
Entonces, dado = € K,

Pjo(z) = / x(w—y)pjo(y)dyz/pjo(y)dyz1,

ly|<1/3jo

pues (z —y) € K., V|y| < 1/jo, con lo cual, x(z —y) = 1.
Respecto al soporte de ¢;,, como dados z1, 22 € R? tenemos

|d(21, K) — d(22, K)| < |21 = 22/,

siz ¢ % —entorno(K), observemos que |y| = [z —(z—y)| > |d(z, K) —d(z—y, K)| > d(z, K)—d(z—y, K),
con lo cual,

2
da —y, K) > d(x. K) = |yl > 5 - %

€
3
pues |y| < 1/jo < €/3y d(z,K) > 2¢/3.

Por lo tanto, x(z —y) = 0 cuando = ¢ 2 — entorno(K), |y| < 1/jo. Luego, ¢j,(z) = 0, con lo cual,
supp (¢;,) C € — entorno(K).

Esto completa la prueba del lema.
O

Teorema 5. Valen las siguientes inclusiones densas y continuas:

D—8S—=¢&

Demostracion.

Primero observemos que como conjuntos, D esta contenido en S y S esta contenido en £. Luego, las
inclusiones estan bien definidas.

Luego observemos que la convergencia en D es mas fuerte que la de S y que ésta, a su vez, es mas fuerte
que la de €. Por lo tanto, las inclusiones resultan continuas.

Completar?
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Asi, solo resta probar que cada espacio es denso en el siguiente.
Veamos que D es denso en S.
Sea 1 € D una funcién que satisface:

0<yp <1, VazeR?

Y(x)=1si || <1 A P(x)=0si |z| > 2,

el lema [10| asegura la existencia de tal funcién, considerando K = {x € R¢/|z| < 1}. Definamos

(@) = P(x/j)-

Dada ¢ € S afirmamos que la sucesion {¢;} C D converge a ¢ en S.
Para probar esta afirmacion, necesitamos mostrar que dados «, 8 € N& la sucesion {22 D”? [p(¢; — 1)]}
converge uniformemente a cero en R%. En efecto, si 3 # 0 usando la regla de Leibniz, podemos escribir:

#D7 oy — D] (1) = (- D@ Dop(w) + Y Ca" D (w) (1) Do (£).

0<7<p J J

Si 8 =0, solo tenemos el primer término en la expresion anterior. Por lo tanto, es suficiente estudiar el

caso 8 # 0.

Como p e Sy ¢ € DC S, cada término en la suma puede ser estimado como
1 [7]

(f,) C, sup

J TERY

donde la constante C no depende de j. Luego, el segundo término converge uniformemente a cero en RY
cuando j tiende a co.
Consideremos el primer término.

2*DP 7 p(z)| sup |[DVy(z)| < T
rcRd J Y

<C(a,8—7) <C(0,7)

Como ¢ decrece rapidamente con todas sus derivadas, existe | l‘im ‘anB gp(x)‘ = 0. Por otro lado,
T|— o0

1—(z) =0si|z| < j, pues ¢j(z) = 1si|z| <j,y1—v;(z) <1Vz eRY pues 0 < 1pj(z) <1V eRL
Por lo tanto,

sup [1—1;(2)] [o° D7(a)| < sup [ D p(w)| — 0,

z€eR4 |z|>j

cuando j — co. Luego, 2*D? [ (1; — 1)] — 0 uniformemente.

Hemos probado que D es denso en S.

Finalmente, para probar que S es denso en & es suficiente probar que D es denso en €. Para esto veamos
que V¢ € £,9;0 — ¢ en £, cuando j — oo, donde la sucesion {¢1);} C D es la misma que consideramos
en la primer parte.

En efecto, dado un compacto K de R?, Jj, = jo(K) tal que ¥j(x) = 1 en un entorno de K, V j > jo.

Esto muestra que para cualquier o € Ng, la sucesién {D%(¢p 1;)} convergera uniformemente a D¢ en
K, en forma trivial.

Esto completa la prueba del teorema.

3.2. Los espacios 8’y &'.

Definicion 13. Un operador lineal T : S — C es llamado una distribucion temperada, si es continuo
en el sentido usual, es decir,
(T,¢;) =0 cuando ¢; -0 enS.

El conjunto de todas las distribuciones temperadas se indica como S'.

Observacion 16. S’ es un espacio vectorial. Ademds, se puede ver como un subconjunto de D' considerando
la restriccion de cada T € 8’ a D.
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Completar

Ejemplo 13. Sea u € L}, (R") tal que existe un N € N para el cual u(z) = O(|z|Y), cuando |z| — oc.
Entonces u € S'(R™).

Completar

Definicion 14. Sea &' el espacio de todos los operadores lineales y continuos T : £ — C.

Observacion 17. Por restriccion, los operadores en £ definirdn distribuciones que son temperadas. Sin
embargo, con el siguiente teorema se puede ir mds lejos en la descripcion del espacio.

Teorema 6. &' puede ser identificado con el subespacio de D' de todas las distribuciones con soporte
compacto.

Demostracion.
Sea K = {T € D’ /supp (T') es compacto} consideremos la restriccion

&L
T—T| .
D

Mostraremos que esta aplicacion es una biyeccion de £ en K. Primero, esta bien definida pues ...

SiT € &, entonces Ty = T‘ € K. En efecto, si supp (71) no fuera compacto, entonces dado k = 1,2, ...,
D

3 ¢ € D con supp (p) C {x € RY/|z| > k} vy (T1, ) # 0. Podemos asumir (T}, ;) = 1. Puesto que
vr = 0en |z| <k, la sucesion {¢y} converge a 0 en €. Deducimos que (T, ¢r) = (11, ¢r) debe converger a
0 cuando k — oo, pero (T, pr) = 1. Entonces Ty € K.

Veamos que r es inyectivo. Dada ¢ € £,3 {pr} C D tal que v, — ¢ en &, de acuerdo al teorema
anterior. Dado T € &', si r(T) = 0, entonces

(T, ) = Im (T, ;) = lim (r(T), ¢;) = 0.
j—o0 j—o0

Luego, T' = 0.

Veamos ahora que r es sobreyectivo. Es suficiente definir una aplicacién e : KK — £’ tal que r o e = id
en KC.

Dado T € K, sea a € D tal que a = 1 en un entorno de supp (7).

Para ¢ € &, definimos el operador (T, ¢) := (T, ap). Tenemos que ap € D C £ y, ademas, T € &',
pues si ¢; — 0 en € entonces ap; — 0 en Dy, por lo tanto, (T», ;) — 0 cuando j — co. Observemos que
la definicién de T no depende de la eleccion de «. De hecho, sean «, 8 € D, tales que ambas valen 1 en
un entorno de supp (T'), serd o — 8 = 0 en supp (7'), entonces supp (7') N supp (o — 3) = 0. Por lo tanto,
tenemos que (T, (o — B)p) = 0, es decir, (T, ap) = (T, By).

Sea

KS¢e
T — TQ,

vimos que este mapeo esta bien definido.
Finalmente, mostraremos que r o e = id en K, esto es, (roe(T),¢) = (T,p), VT € K, p € D.
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Dados T € K y ¢ € D, si seleccionamos « € D tal que & = 1 en un entorno de supp (¢) U supp (T),
tendremos,

(roe(T),¢) = (e(T),¢) = (T,ap) = (T, p).

Esto completa la prueba.
O

Observacion 18. La prueba anterior, también muestra que la restriccion y la extension del mapeo son
continuas.

Completar

3.3. Los espacios D™ y D),

Definicion 15. Dado m € N,
DM = {p:RY 5 C/pelC™, supp () es compacto}.
Una sucesion {p;} C D™ converge a ¢ € D™ si I K C R? compacto tal que supp (p;) C KVjeNy

D%, % D% enRY, para cada la| < m.

Observaciéon 19. Es claro que D C D), donde la inclusion es continua. Ademds, mediante el uso de
funciones reqularizadoras, puede probarse que la inclusion es densa.

Observacion 20. Denotaremos D™ qal espacio espacio dual de D™ | esto es, el espacio de todos los
funcionales lineales y continuos T : D) — C.

Debido a la inclusion continua D — D™ los operadores en pm)’ definen distribuciones en D’ por
restriccion.

Ademas, podemos identificar a DM con un subespacio de D’:

(m)

Teorema 7. Los espacios D™ y D se pueden identificar.

Demostracion.
La demostraciéon de este resultado es similar a la demostraciéon del teorema anterior.
Mostraremos que la aplicacion restriccion r : D™ — D’ es una biyeccion de D™’ sobre D’ m),
Por un lado, dado T € D)’ la restriccion r(T) =T| =T, €D pues D — D). Ademas, T}
D

satisface la condicion (22)), para este m, independientemente del compacto K. De hecho, si esto no fuera
asi, podriamos hallar un compacto X C R? y una sucesién {¢;} C D(K) tal que, como en la demostracion
del teorema 3]

1= [(T1, ;)] > j sup |[D%p;(x)].
o,

De esta desigualdad, concluimos que ¢; — 0 en D) Sin embargo, (Th, ;) = 0, pues |(T1, ;)| = 1,

Vv j € N, lo cual es absurdo. Asi, T1 € /™) y la imagen de r estd contenida en ™),
Veamos ahora que r es biyectivo.
Resulta inyectivo por la inclusion densa D < D(™). En efecto, dados T € D™’ y ¢ € D™ existe una

sucesion {p;} C D tal que ¢; — ¢ en D™, con lo cual, si r(T) =T - 0 entonces

(T.¢) = lim (T, ;) = lim (+(T), ;) = 0.

Jj—o0 Jj—oo

Luego, T'= 0.
Nuevamente, para probar que es sobreyectivo, es suficiente construir una extension e : D’ (m) _y plm)’
tal que roe = id en D'™.
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Dado T € D' (m), por definicion, T satisface las condiciones con este m, independientemente del
compacto K. Ahora, dado ¢ € D) sea {¢;} C D una sucesién tal que ¢; — ¢ en D) (la cual existe
por la densidad de D en D(™)) tenemos que, por la condicion , la sucesion {(T', ¢;)} es una sucesion de
Cauchy en C, con lo cual, resulta convergente.

Luego, definimos el operador e(7") como

(e(T), ¢) = lim (T, @;).

Jj—oo

Esta definicién no depende de la sucesion que aproxima a ¢ € D™ En efecto, si ©j = ey Y =,
por la continuidad de T en D tenemos que

Jj—oo

(T, ;i — T,ZJJ) — () = HIIl (T, 90]) = h'm (T, ’l,Z)])
j—o0 j—o0

Ademas, e(T) € D™, De hecho, e(T) es lineal por la definicion y la linealidad del limite. Ahora, si
w; = 0en Dm), p; € D, de la condicién 1} tenemos que

(T, ;)] <C sup [D%p;(x)] — 0

zeR?
la|<m

con C,m independientes de j. Asi, tomando limite cuando j — oo, obtenemos que e(T") es continuo en
D™, Esto es, e(T) € D™,
Finalmente, veremos que roe(T) = T. Si ¢ € D, podemos tomar ¢; = ¢ V j, para aproximar ¢. Asf,

(roe(T),¢) = (e(T),¢) = (T,¢), Vo € D.

Por lo tanto, r es biyectivo.

Observacion 21.

1. La prueba del teorema anterior muestra que una aplicacion lineal T : D™ — C pertenecerd a pm)’
sty solo si 3C = C(K) > 0 tal que

‘(T? Sp)l < C sup |Dagp(;p)‘7 V@ c D(m).

zeR?
la|<m

2. Del teorema anterior también podemos deducir que las distribuciones de orden cero son exactamente
las operaciones que extienden a aplicaciones lineales y continuas de D© en C. De acuerdo con el
Teorema de Representacion de Riesz, estas aplicaciones estdn en una correspondencia biyectiva con
las medidas de Radon. Esto es, dado T € D(O)/, 3! medida de Radon p a valores complejos tal que

(T,</>):/<P dp, V€D,

Luego, en este contexto, la palabra medida se refiere tanto al conjunto de funciones como a los fun-
cionales lineales y continuos en D).

Proposicion 5. Valen las siguientes inclusiones continuas:
D(R) c S(R) C LP(R).

Demostracion.
Que D(R) C S(R) continuamente lo probamos en el teorema[f] Nos queda ver que S(R) C LP(R) y que
esta inclusién es continua.

Si p = oo, la inclusion es trivial.
Supongamos 1 < p < 00, sea ¢ € S(R); por definicion, existen Cy > 0y Cy > 0 tales que

sup ’xogo(x)‘ =sup|e(x)]| < Cy y sup ’ac2<p(x)‘ < (Cbs.
z€R z€R z€R
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Entonces, para todo k € N,

(1+2%) (@) = le(@)] + 22 [p(x)] < Co + Co.

Luego,
1+2?) Jp(@)|] 1
p dr = K dr < Pu/ .
J 1@ ar = [ LEDE ar < o+ € [ G <0
R R R
—_———
=D <0
Esto es, ¢ € LP(R).
Ademés, si ¢; — 0 en S, en particular,
sup |p;(x)] — 0y sup|a®p;(z)| — 0.
z€R zeR

Y, por lo anterior, tenemos que ¢; € LP(R) y
il = [ 1o @l do < [suplies ()] +sup %3] | D — 0
TER z€R
R
Por lo tanto, la inclusiéon resulta continua. O

Analizar si esta tltima demostracion no quedaria més sencilla utilizando la proposicion [y la observacion
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4. Operaciones con distribuciones.

4.1. Derivada de una distribucién
Definicién 16. Sea T € D' (Q), Q C R?. Se define la derivada j—ésima de T como la funcion
0,T:D(w) —C
¢ @O == @0 == (T5E). @)
Proposicién 6.
-a- 0;T € D' ().
-b-  El operador T — 0;T es lineal y continuo en D' (Q).

Demostracion. ...

Completar

Observacion 22. Puesto que ¢ € C3° () se puede derivar infinitas veces. Luego, se tiene
(0,0:T0) = (~1)% (T, 0x0y0)

Para o € Ng,
(DT, ) = (=1)*(T, D).

Observacion 23. Puesto que todas las funciones test son infinitamente diferenciables, se define de forma
andloga la derivacion tanto en 8’ como en &’.

Lema 11. El orden de derivacion de una distribucion de S’ (Rd) o de & (Rd) se puede modificar de
cualquier forma.

Demostracion. ...

Completar

Lema 12. Dado o € Ng, el operador D% estd bien definido tanto de S’ en si mismo como de £ en si
mismo.

Demostracion. ...

Completar

37



Teorema 8. Dado a € N¢, el operador D® es lineal y continuo tanto en S', en D' o en &'. Ademds, si
T € D', supp (D*T) C supp(T).

Demostracion. ...

Completar

o0
Proposicion 7. Sea Y T, una serie de distribuciones que converge a T en D’ (§2).
n=1

o0
Entonces para o € Ng, DT = 3 DT, es decir, puede ser diferenciada término a término donde la
n=1
serie de derivadas también converge en D' ().

Demostracion. ...

Completar

Ejemplo 14. Si consideramos la delta de Dirac, resulta

(0 0) = = (0,¢) = —¢'(0),

(0™, p) = (-1)"p™(0), VYneN.

Ademds, la derivada n-ésima de la delta de Dirac tiene orden n.

Completar

Ejemplo 15. Considerando la funcion de Heaviside,

_ 1, €T > O7 1
I—I(‘CC)_{O7 I<O, HeLloc(R)’
se tiene que
T =
Completar
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Ejemplo 16. Considerando la funcion valor absoluto,

|x|—{ x x>0,
Tl -z <0,

calculemos las sucesivas derivadas de la distribucion reqular Tj,, con |z| € L, (R).

Completar

Lema 13. Si f € C* (R) entonces Ty = (Tf)'. Esta igualdad también se verifica para una funcion f € C (R)
con f' € SC, es decir, por ejemplo considerando un solo punto de discontinuidad o, f’ € C (R\xzq) y existen
finitos los limites laterales f' (zg) y f’ (xg)

Demostracion. ...

Completar

O

Lema 14. Sea f € C'(R\{zo}) con saltos finitos, es decir, tal que existen finitos los limites laterales
f(zg) y f(xg) y también f' (zq) y [’ (v ). Entonces

(T)' =Ty + S f(20)8s,,

donde Sf(xo) = f (z3) — f (z5).

Demostracion. ...

Completar

O

Corolario 2. Sea f € CY(R\{x1,...,2,}) con saltos finitos, es decir, tal que existen finitos los limites
laterales f(xy), f(xf), f'(z7), f'(zF)Vi=1,...,n. Entonces

(Ty) =Ty + Y Sf(2:)a,,

i=1

donde Sf(z;) = f(z]) — f(z;), para k=1,...,n.

(3

Demostracion. ...
Completar
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Lema 15. Sea f € C* (R\ {z0}) con saltos finitos. Entonces

(Tf)// = Tf” —+ Sf(l'o)§;o + Sf'(xo)(;xo.

Demostracion. ...

Completar

O

Ejemplo 17. Sea f de variacion acotada en R, continua a izquierda, y sea jiy la medida definida en los
borelianos de R por py ([a,b]) = f(b) — f(a). (ssequro define una medida?;cudl?). Considerando T, la
distribucion dada por dicha medida (;sequro define una distribucion?), se tiene

(Tf)l = TMf?

DUES ...

Por ejemplo, si f es la funcion parte entera, entonces ...

Completar

Ejemplo 18. Como In|z| € L}, (R), T}y |5 € D' (R). Luego se tiene

loc
/ 1
(Crln|m|) =Vp (7) ;
€T
PUES ...

Completar

Ejemplo 19. Sea G dominio acotado ngQ tal que intersecta con cualquier paralela a los ejes a lo sumo
dos veces. Sea flz € C* (G), supp(f) C G y f € L}, (R?). Entonces,

loc

Ty = ...

Completar
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Ejemplo 20. Sea G dominio acotado de R?. Sea f|z € C' (G) con supp(f) C G. Entonces resulta

0Ty = ...

Completar

Ejemplo 21. Sea G dominio acotado de R?. Sea f|z € C* (G) con supp(f) C G. Entonces resulta

BTy =DZOf =

Completar
Ejemplo 22. Sea en R3, f(z) = L ; feLi,. (R?) pues ...
' TV a?+y? 4 22 oe
Luego, se tiene que
ATf = .
Completar

Teorema 9. Sea a € R? y Q C R™ entorno abierto de a. Si T € D'(Q) con supp (T) = {a} entonces T
tiene orden finito y es una combinacion lineal de 6, y sus derivadas hasta cierto orden, es decir,

1
JkeNy /T= Z caD%0,, con co, = —

a!T(x = (a—x)).
la| <k

Demostracion. Supongamos que a = 0, los demés casos pueden probarse de manera similar.

Completar

O

Ejemplo 23. Si C es el cono de R? definido por v?y? — 22 >0, y > 0 donde v > 0 constante y T = xc,
entonces
1 0*°T 0°T

ﬁ@iyz iy = ko, conk constante.
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Completar

Ejemplo 24. Consideremos la funcion f(x) = |cosz|, se tiene que para toda ¢ en D:

(T}, p) = —(Ty,¢') =

Completar

De manera andloga, puede probarse que

| cos x| n = 4k

g(z) n=4k+1

| cos x| =
—|cosz| n=4k+2

—g(x) n=4k+3

para cualquier k € Z, donde g es la extension periodica de —sinz en [—7, 7.

voly

Ejemplo 25. Sea T = xq donde Q = {(z,y) € R? | x > 0, y > 0}, consideremos ¢ € D(R?) entonces:

(0102T, ) =

Completar

Por otro lado, si ¢ € D(Q) entonces:

(010:T, ) = ¢(0) =0,  pues supp (p) C Q-

Teorema 10. Sea T € S’. Entonces, existe F continua y de crecimiento lento, y a € N" tales que T = D*F
en el sentido de las distribuciones.

Ver Teorema VI, pagina 239 de [I4].

4.2. Traslaciéon, homotecia y producto por funciéon

Lema 16. Sea funcion f € L}, (Rd), a € R* y A € R. Entonces
1. f(z —a), f(Az) € L}, (RY).
2. [ flz—a)p dx—ff o(x 4+ a)dz, ¢ € D.
Rd

3. SiA#0, [ fOx)p(x)ds = f fly |A|d<p(y/k)dy, ¢ €D.
]Rd
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Demostracion. ...

Completar

Definicion 17. Dada T € D' () con Q C R?, para a € R? se define una traslacién T, tal que

(1T, ) = (T, 7-0p)

donde T_qp(x) = p(x 4+ a), ¢ € D(Q).
Si una constante A no nula, se define una homotecia dada por

1
(T 9) = W<Ta§01/)\>>

donde g1/ (x) = ¢ (x/)), ¢ € D(Q).

Lema 17. Las aplicaciones traslacion y homotecia estan bien definidas.

Demostracion. ...

Completar

Lema 18. Las aplicaciones traslacion y homotecia son continuas en D' ().

Demostracion. ...

Completar

Proposicion 8. Sea T € D’ (]Rd). Entonces

g Th T =T oT
m -—— = —
h—0 hj 8.’);‘j’

Demostracion. ...

Completar
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Definicion 18. Dadas T € D' (), con Q C R4, y g € C* (Q), se define el producto por funcién como
la aplicacion
gT:D(Q) —C
o = (gT, ) =(T,g¢).
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Lema 19. La aplicacion T — gT estd bien definida de D' () en si mismo y es continua.

Demostracion. ...

Completar

Ejemplo 26. La delta de Dirac posee las siguientes propiedades:

1. x 6 =0 en D'(R).

Completar
2. 26 =-§ en D'(R).

Completar
3. 228 =0 en D'(R).

Completar
4. 260 = (=1)™ms™=1) en D'(R).

Completar
5. 2m6m = (=1)™m!s en D'(R).

Completar
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0 stm<n
(

—1)"m!
mé(m_n) stm>n

Completar
7. sin(at)d’(t) = —ad(t) en D'(R), donde a es constante.

Completar

8. €5 (t —b) = e i (7)) (—a)**6®)(t —b) en D'(R), donde a, b son constantes.
k=0

Completar
Ejemplo 27. = vp (%) =1 en D'(R).

Completar

1
Lema 20. Si T es una distribucion tal que T =1 entonces T' = vp (7) + ¢d, con ¢ constante.
x

Demostracion. ...

Completar
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Ejemplo 28. Considerando H(x), y sean w, X € R con w # 0.

. (% — A)H(x)e‘” =...

Completar

2

da?

1

= Ahora, la derivada de ( —l—w2) ;H(s) sin(wzx) es ...

Completar

Ejemplo 29. Otras propiedades de la delta de Dirac son:

= 0(x-vp (é)) =0 en D'(R).

" (x-é)-vp(%) =0 en D'(R).

Ejemplo 30. Las deltas de Heisenberg satisfacen que § = 5T + 6.
Ademds, podemos definir a la delta de Dirac como el siguiente limite:

—+oo
1 y
5,0) = lim — Y4z, VyeDR).
6.0)= lim + [ pla) i du, Vo DR
En efecto, si utilizamos el método de integracion por partes con f(x) = ¢o(x) y ¢'(x) = ﬁiﬁ/ry?’ obtenemos
que f'(z) = ¢'(x) y podemos considerar g(x) = arctan(y), con lo cual resulta
1 i 1 + b
ylir(r)l+ . / cp(a?)%w dr = yEI)ré‘F ;((p(:v) arctan (g) )700 - / ¢’ (x) arctan (g) dx)
—0o0 % — 00
N
=— lim — / ¢'(z) arctan (f) dx (28)
y— 0+ T Y
1 b
=—= / lim ¢'(z) arctan (E) dx,
s y— 0+ Y

pues, como |¢'(x) arctan 7| < Z|¢'(x)| y ¢ es integrable por estar ¢ en D(R), podemos aplicar el teorema
de la convergencia dominada de Lebesgue.

Luego,
0 +oo
@-— | [¢oFas [ @5
T
— 00 0
0 “+o0
1 . 1 . 1
=5 /¢ (z) dx — 5 | ¥ (z)dx = 5s0(0) + 5%(0) = (0) = (4, ),

—00 0



pues, como supp(p) es compacto, esta “se anula en el infinito”.
Por lo tanto, la delta de Dirac puede obtenerse como

1
lm y

5= ——
y—s0+ T 22 + 32

Luego, como § = 6% 4+ 67, se puede ver que 6+ y 0~ pueden definirse mediante los siguientes limites:

+oo

1 p(x)
ot =—— 1 d
(07, ¢) 2myg%+/x+iy z,
—00
1 +oo
(07,¢) = 5= lim / 2 g,
2wy y—0+ T — 1y

Proposicion 9. Dadas ¢, una funcion test, y T, una distribucion, si ¢ -T = 0 entonces (T, ¢) = 0.

Demostracion.

Completar

Ejemplo 31. Sea £ € C, encontrar las soluciones u € D'(R) de la ecuacion
ey = u.
Completar
4.3. Derivacion del producto
Al derivar el producto por una funcién suave se tiene una propiedad anéloga a la clésica:
Proposicion 10. Sig € C*(2) y T € D'(QQ) entonces
g
Ok(gT) = =—=T OT.
k(9T) BN + 90k
Demostracion.
Dada ¢ € D(Q),
dy de dg 0
O(gT), p) = —(gT, =) = —(T, g—2) = (T, ~L- ) — (T, —
OgT).¢) = (9T, 55 = ~(T.g55) = (T. 520) = (T, 5 (99))
dg 0 dg
= (=—=T — (T, — =(—T oxT
(gug D 0) = T g (g0 = (5 - To ) + (T’ 9%)
9g 99
=(—T O T =(—T T, ).
<axk 2 ) + (90T, ¢) <8xk + 90k T, )
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Ejemplo 32. Hallemos una F € D'(R) de la forma fH, donde H es la funcion Heaviside, f € C*(R) y

a0?F + bOF 4+ cF =md' +nd, a,b,c,m,n €R, a#0.

Completar

Proposicion 11. Dadas g € C*(Q) y T € D'(Q), si o € N™, entonces

D(gT) =" (‘;) DPgDo=PT.,

BLla
Demostracion.
Dada ¢ € D(Q),
(D¥(gT), ¢) = (—1)1*(gT, D¥¢) = (—1)l*NT, gD*¢).

Por la formula de Leibniz para la derivacion del producto en £(f2), tenemos que

D*(gp) = > (3)D’g D* P
p<a
Luego,
gD = D*(gp) — (5)DPgD* Py
0<B<a

Asi, resulta

BI) = (~1)'*KT, D*(99)) — (~)*NT, Y (§) DD 7
0<B<La

= (DT, gp)+ > (§) (D gD T, ¢)
0<B<a

= (gDT, ) +( Y (§)D*"gD’T, )
0<B<La

= (D _(8)D°gD*FT, ).
f<a

Ejemplo 33. Calculemos las siguientes expresiones en el sentido de las distribuciones:

» (& - NH(z)e ™ NeR.

Completar

. (83—;2 —|—w2) LH(z)sin(wz),w # 0.

Completar
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4.4. Propiedades locales de las distribuciones

Proposicion 12. Sean u, f € C(2), con T,,, Ty € D' (Q) tales que 0;T, = Ty. Entonces u es derivable en
el sentido cldsico y Oju = f.

Demostracion.

= Primer caso: u tiene soporte compacto.

Como u es continua, resulta supp (u) = supp (T}, ). Luego, T;, también tiene soporte compacto. Vea-
mos que Ty también tiene soporte compacto, para ello probaremos que supp () esta contenido en
supp (74), luego por ser un cerrado contenido en un compacto, sera compacto.

Recordemos que supp (T}) = RN\ U{Q C RY/ T} |o = 0}, por lo que habremos probado la contenciéon
si vemos que vale:
T, se anula en ) = T se anula en ().

Para ello, consideremos un subconjunto abierto 2 de R™ tal que T, se anulaen Q y ¢ € D con
supp ¢ C . Entonces, tenemos que d;¢ cumple con las mismas propiedades, resultando asi, (T}, 9;¢) = 0.

Luego, por la definicion de derivada de una distribucion, resulta (0;T,,4) = 0 y, por hipotesis,
Ty = 0,;Ty, con lo cual, (Tf, ) = 0. Es decir, T se anula en € como querfamos ver.

Ademas, como f es continua, tenemos que

supp (f) = supp (Ty) C supp (7.) = supp (u)

y también resulta supp (f) compacto. Siendo {p,}.>o una familia regularizante, consideramos u. y,

1 _
Ue(x) = u* () = — /u(y)go (u> dy 1N u(x) en Q.
en € e\O
Rd
Ahora, como 9;(u * ) = (9;u) x o = ux (9;) y DY (=) = —19;¢, resulta
1 z—y\ 1 1 r—y
Ogucte) = o [uwre (“Y) cay == [utnle (L) ay
Rd

€ €
Rd

pe(@)=dre(2) W)i=pe(o—y)
Zrel®) / u(y) DYpe(x — ) dy * LT / w()0;9(y) dy
Rd Rd

= (T, 0,9) = (0Tu,g) = (Ty, ) = / Fw)g(y) dy = / F@ecla —y) dz = f * p(a).

Por lo tanto, 0j(u*@.) = f* e y, [ *e(z) % f. Luego, por la convergencia uniforme tenemos que
€
existe Oju y Oju = f.

= Segundo caso: u € C () general.
Sea ¢ € D(Q),
9j(Tyu) = 0;(¢Tu) = (9;0)Tu + ¢(9;Tu) hP- (0;0)Tu + 6T; = T((9,6)utop)-
Sean ahora @ = ¢u y f = (9;0)u + ¢ f, resultan ambas continuas y 9;(13) = T con @ a soporte
compacto, pues ¢ es a soporte compacto. Luego, por el primer caso se tiene que existe 0;4 y 0;u = f.
Sizg €Ny ¢e D) con ¢ =1 en un entorno de xo (existe por el lema [4)),

—— ——
0ji(ixo) = By (6w) (o) = 0;(ixo) u(wo) + &(x0)(Dju (o)) = Dyu(wy).

Ademas,
] =0 =1
f(@o) = (956(x0)) u(xo) + ¢(z0) f(x0) = f(z0)-
Luego, como 9;u = f, resulta
8ju(a:0) = f(xo), Vg € Q.
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Teorema 11. Sean Ty € D' () y W abierto en Q tal que su clausura es compacta. Entonces existe una
funcion f continua en W tal que Ty = 0Ty para algin multiindice o

Demostracion.

Como la clausura de W es compacta, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que W C Q, donde
OQ={z=(x1,...,24) ERY/0<2; <1Vi=1,...,d} es el cubo unitario en R".

Por el Teorema del Valor Medio tenemos que

donde D;¢ = %QZ) = D% con o = e, el i-ésimo vector candnico en R™.
Si consideramos S = D1Ds ... D, y,paray € Q, Q(y) ={x € Q/ z; < y; V1 <i < d}, entonces

o(y) = / (5¢)(x) dz V6 € D(Q). (32)
A(y)

Si N € Ny y aplicamos a derivadas sucesivas de ¢, obtenemos que
ol = sup  [D%(x)] < gleégl(SN@(@l V¢ e D(Q).

la|<N,z€e

Luego, de resulta que

mix|(5¥0)@)| < [ S* )@z o€ D). ()
Q
Como Ty € D'(Q), existen N € Ny y C tal que
[(To. #)| < Cll¢lly Vo € DW).
Por lo tanto, muestra que

(T, )] < / (SNHg) (@) dz Vb € DOW). (34)
w

De , tenemos que S es uno-a-uno en Q, y por lo tanto, en W. Luego, S¥*! : DOW) — D(W) es
uno-a-uno. Entonces puede definirse un funcional T} en el rango Y de SN*! considerando

<TlaSN+1¢> = <T03¢> Vd)ew

y muestra que
(T, ¢)] < C/\¢(x)|dx Vo ey.
w

Por el Teorema de Hahn-Banach podemos extender Ty a un funcional lineal y acotado en L'(W). En
otras palabras, existe una funciéon g acotada Borel en W tal que

(Ty.d) = (T1, 5N+ ) = / o(2)(SVTLY) @) de Ve W. (35)
w

Definiendo g(z) = 0 fuera de W y poniendo

v Yn
fly) = /~--/g(a:)dxn...dx17y€R".

Luego, f es continua en W, y aplicando integraciéon por partes n veces se muestra que (35)) implica

(Ty. 6) = (~1) / F@)(SV20)(x) da = (0°Ty, 6) Vo € DOV),
Q

con @« = (N +2,...,N +2), excepto por un posible cambio de signo.
Por lo tanto, Ty = 0*TY, con f continua en W.
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4.5. Integral de una distribucion

Resulta complicado definir el concepto de integral definida de una distribuciéon cualquiera, a menos que
esta sea de la forma T, f € L', por ejemplo. Méas atin, no queda del todo claro a qué nos referimos con la
integral de una distribucién no regular.

Intuitivamente, la integral de una distribucion regular T" sobre un intervalo I deberia ser el valor (T}, x7),
pero X no es parte del espacio de funciones test, por lo que esta expresién no tiene sentido.

Nos enfocaremos, en cambio en el calculo de primitivas de distribuciones, cuyo analisis es méas accesible.

Definiciéon 19. Diremos que una distribucion F € D'(R) es la integral, primitiva o antiderivada de
TeD'R) si /=T

Proposicion 13. Sea T € D'. Entonces T tiene infinitas primitivas, que son aquellas distribuciones de la
forma F +c1, ¢ € R, donde F es una primitiva de T'.

Demostracion. Consideremos ¢ € D tal que (1, ¢o) = [ ¢o(x) dx = 1.
R

Dada ¢ € D, podemos escribirla de la forma ¢ = ¢ + K¢g, con K = (1,¢), y donde ¢ € D es tal
que (1, ) = 0. Definimos ademas la funcion ¢ (z) = [ ¢(t)dt. ¢ € D, pues [ ¢(t)dt = 0y supp(¢) es

— 00 — 00

compacto.

De este modo, se puede ver que F' € D’ de modo que (F, ) = — (T, 9) Vo € D', siguiendo la notacion
anterior.

Observemos que si § € D, por el Teorema Fundamental del Calculo, [ 6'(z) dz = 0. Es decir, la constante

R
K asociada a 6’ es K = 0 y la representacion de 0" es 6/ = ¢ + K¢y = ¢. Luego, para 6, tenemos
Y(x) = / o(t)dt = / 0'(t) dt = 0(x).

Luego,
<F/79> = - <F70/> = <T7¢> = <T79>

Entonces F' es una primitiva de 7.
Sea G € D' otra primitiva de T'.

(F—G,p)=(F -G, 0+ Kg¢o) = (F - G,¢) + K(F — G, ¢g)
=(F -G, YY) +cK=—(F' -G 9¥)+c(l,p)
= (c1,¢)

O

Observacion 24. De este resultado se tiene que las primitivas de la distribucion nula son de la forma ...

Completar
Ejemplo 34. Si « es una constante, la ecuacion T' = oT, T € D', tiene una unica solucion (salvo

multiplicacion por constantes).

Completar
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Ejemplo 35. Determinar todas las soluciones u € D'(R) de la ecuacion

2Py = 0,

para k € N.

Completar

Ejemplo 36. Determinar todas las soluciones u € D'(R) de la ecuacidon

xu’ = 0.

Completar
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4.6. Producto Tensorial

Recordar que dadas f,g € D, se nota (f,g) := Ty(g) identificando a la funcién con la distribucién
regular que ella define.

Definiciéon 20. Dadas f : R™ — C, g : R™ — C el producto puntual f(z) - g(y) define una nueva funcion
h(z,y) : R™T™ — C, llamada producto tensorial y se nota f ® g.

Es importante indicar claramente la variable con la que estamos trabajando, por lo que denotaremos
D, Dy y Dy, a los espacios de funciones C*° a soporte compacto definidas en R™, R™ y R™"™ respecti-
vamente. Con D/, ’D; y D;,y denotaremos a los correspondientes espacios de distribuciones.

Si asumimos que las funciones f y g son localmente integrables, el producto tensorial f ® g también
sera localmente integrable en R™T™,
Entonces dada ¢ € Dy, se tiene

(f®g,0) = / F(@)g(w)p(z, y)dady = / F(@)( / o(y)p(z,y)dy)dz
- / o) / F (@)l y)dz) dy,

donde las iteraciones valen pues ...

En el sentido de las distribuciones, podemos reescribir estas integrales como

(f®g,0) = (f(2),(gW),e(x,y)) = (9(y), (f(2), p(z,y))) - (36)

Tenemos que demostrar que las funciones

Y(x) = (9(y), p(x,9)) AMy) = (f(z), o(z,9)) .

estdan en D, y D,, respectivamente.

Esto puede hacerse directamente, sin embargo, obtendremos este resultado como consecuencia de una
afirmacion méas general que veremos més adelante.

Observemos que cuando ¢ es a variable separables, en otras palabras ¢(z,y) = a(x)B(y), con « € D,
y B € Dy, se tiene

(f@g,p)=(fa)(g,0).

Ahora, consideremos las distribuciones T' € D!, S € D;. Queremos definir su producto tensorial W, de
tal manera que cuando las funciones de prueba ¢ es a variables separables, p(z,y) = a(x)B(y), se tiene

(W) =(T,a)(S,5). (37)

N

Podemos extender por linealidad a (37) al espacio de todas las funciones de la forma > «;(z)8;(y),
=1

donde «; € D, B; € Dy. Ahora queremos extender la definicion de W a espacio D,,,. La viabilidad de tal

extension viene dada por el siguiente resultado, lo que también justifica .
Teorema 12. Sean T € D}, S € D,. Entonces

1. Dada ¢ € Dyy, la funcion (x) = (Sy, ¢(z,y)) estd en D,.

2. Dada ¢ € Dyy, la aplicacion p — (T, (Sy, (,y))) estd en Dy, .

Demostracion. 1. El soporte de la funcién ¢ estd contenido en la proyeccion de supp(y) en R™ y, por
lo tanto, es compacto. Mas ailin, ¥ es continua, ya que para cada y € R™, S, es una distribucién y
0z (y) == ¢(z,y) € D,. Ademas, si z,, — z, ¥(z,,) — ¥(z) por la continuidad de ¢ y S,.

Ahora, vamos a probar que existe D,,  , % para cada 1 <rq,...,r; < ny se tiene la siguiente igualdad

Dy, = <Sy,Df1mchp(x, y)> .
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Vamos a probar esto por induccién sobre k:
Si k=1, entonces Dy, , = 8%]" para algin 1 < j < n. Dado z € R" fijo,

T

T_pto(z) — ¥(z) TEhe(@,y) — (@, y)
hh—j = (8,2 W )

donde 77, es el operador traslacién actuando en la variable . Como z esta fijo, sea

Tf;ﬁP(%Q) - w(xvy)
gh ‘= ;
h;

bastarfa con ver que la "sucesion"{gp} converge a —% en D, cuando h — 0. Primero, observemos que
J

todo supp(gn) esta contenida en un compacto de R™ independiente de h si, por ejemplo, 0 < h < 1. Por
otro lado, como

D (gn) = D;x(%"@ —hyy) - w(%y)) _ Dgo(x — h,y) — Dgp(x,y)

h; hj ’
es suficiente probar que g, converge a —687“? uniformemente en R"™, cuando h — 0. Probaremos esto usando
el Teorema del Valor Medio,
dp dp dp Py
(@) + 5@ = | = o)+ oo = [ = Zrm)|le—¢

donde los puntos intermedios £ y 7 estéan, respectivamente, en los intervalos de puntos extremos =, t — h y
z, &. Entonces,

I .
gn(z,y) + (x,y)‘ — 0, sih—0.

8xj

sup
zER®

Ahora, supongamos que vale para D, ., probemos que vale para —az_DrlmTk = —ai_Dk. Pero usando
J J
lo hecho para el caso k = 1, podemos decir que existe el limite

. Dkw(x—f—h) _w(x) _ 1z Di@(fE‘Fh»y) _D£§0<x7y) _ 0 T _ 0
Hoo, h; = pm <Sy’ h; > - <Sy’ @DkW(x’y)> = gg, DV (@)

2. Por la primera parte de la prueba, la aplicacion

o > (T, (Sy, p(z,9)))

esta bien definida. Es claro que es lineal. Para probar que es una distribucion en D;y solo debemos probar
que es continua. Es suficiente probar que dado K CC R™"*™ existe C' = C(K) >0y [ =1(K) € N, tal que

(T, (Sy, ez, y))) | < C sup |Dy DY o(,y), (38)
(z,y)ER™ ™ |a+8]<I

para todo ¢ € D, (K).

En efecto, si K es la proyeccion de K sobre R™. De acuerdo con la parte 1, dada ¢ € Dy, (K) la funcion
(x) = (Sy, p(z,y)) esta en D, (K;). Como T € D, tenemos que existen i1 = I1(K;) € N, C; = C(K;) >0
tal que

| (To,p(x)) [ = C1 - sup  [D%P(z)]. (39)
zeR™ || 1y

Pero, nuevamente por la parte 1, D*(x) = (S,, D3¢(z,y)).

Para z € R™ fijo, la funcién DS ¢(z,y) esta en D, (K>) donde K es la proyeccion de K a R™. Como
S e D;, existen lo = lo(K3) € N, Cy = C(K3) > 0 tal que

|DYp(x)| = | (Sy, Dyp(x,y)) | < Co  sup  [DEDo(x,y)| (40)
yeRm |BI<l

Juntando y (40) , obtenemos . O

Observacion 25. FEl teorema generaliza a las distribuciones resultados cldsicos sobre limites bajo un
signo integral.
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El teorema [12| completa la definicién de producto tensorial de dos distribuciones.
En efecto, tenemos que

(W, o(z,y)) = (T, (Sy, ¢(z,9))) , Vo € Dy (41)
El teorema [12| prueba que la aplicacién W definido de esta manera esta en D,’L,y. Mas atun, cuando ¢ es
a variables separables es claro que (41f) coincide con .
Solo queda probar que es la iinica manera de extenderla a una distribucién en D
definida por . La unicidad es una consecuencia de los siguientes resultados.

/

2y & la aplicacion

Lema 21. Fl espacio de los polinomios C[z] es un subespacio denso del espacio E.

Demostracion.

Completar

O

Teorema 13. FEl subespacio de las combinaciones lineal finitas de funciones a variables separables es denso
en Dyy.

Demostracion. Dada ¢ € Dy, por el lema existe una sucesion de polinomios {P;j(z,y)} que converge a
pen Eyy.

Sean a € Dy, 8 € D, funciones que son iguales a 1 en la proyeccion de supp(yp) en R™ y R™, respecti-
vamente. Entonces, la sucesion {a(z)B(y)Pj(x,y)} esté en el subespacio y converge a ¢ en Dy . O

Corolario 3. Dadas T € Dy, S € D,, existe una tunica distribucion W € Dy, tal que

W,a(z)-By)) = (T,a)(S,B), VaeDy,peD,y.

Definicion 21. La distribucion W es llamada producto tensorial de las distribuciones T y S, y la
notamos T'® S.

Observacion 26. Como la distribucion W1 definida por

Wi, (@, ) = (Sys (Ts (2, 9))) 5

también satisface (37), se deduce que W = W7.
Entonces, tenemos una version del Teorema de Fubini para distribuciones, que afirma que las "integrales
iteradas” son siempre iguales. A saber,

(T, <Sy7 o(r,y))) = <Syv (T, p(2,9))) Vo € Dyy.

Teorema 14. Dadas T € D, S € D, tenemos que
supp(T ® S) = supp(7T') X supp(9).
Mads ain, dadas o € Nf, 8 € Ny*, es
D¢DI(T ® S) = DyT @ DJS.
Demostracion. Si z € supp(T), y € supp(S), y U es un entorno abierto de (z,y) € R*™  existen entornos

Up y Us de ¢ y y, respectivamente y funciones o € D, (Uy1) y 8 € Dy(Us) tal que Uy x Uy C U y (T, a) # 0,
(S, 8) # 0. Entonces, (T ® S, a(z) - B(y)) # 0.

Por el contrario, dado (z,y) € R"*™ con x & supp(T') por ejemplo, existe un entorno abierto de = en
R" tal que (T,a) = 0, Vo € D,(U). Ahora, U x R™ es un entorno de R"*™. Dada ¢ € D,, (U x R™),
tenemos que

<T ® S, §D> = <Sy7 <Tzv (,O(.%‘, y)>> =0,

pues (T, p(z,y)) = 0, para todo y € R™.

La segunda parte del teorema surge de la parte 1 del teorema [T2] O
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4.7. Producto Convolucion

Lema 22. Sea [ :R™ — R medible (Lebesgue). Entonces, son medibles las funciones

F: R™ 5 R G: R™ 5 R
(x,y) = F(z,y)=f(2) (z,y) = G(z,y)=f(r—y)

Demostracion.

Completar

O

Definicion 22. Sean f y g medibles en R™. Si para casi todo punto tiene sentido y es finita la integral

(f*9)(y) = / f(@)gly — z)dz, (42)

R

se define el producto de convolucion de f y g, f*g.

Proposicion 14. L' con el producto de convolucion es un dlgebra conmutativa sin identidad. Ademds, el
producto es continuo pues si f,g € L',

1+ glly = 111 Mgl -

Demostracion.

Completar

Proposicion 15. Sean f € L' y g € D. Entonces fxg € C*® (R") y para o € N§ resulta D*(fxg) = f*D%g.

Demostracion.

Completar

Nos interesa extender la convolucion de funciones en L' a distribuciones de D.
Sean f,g € L'. Dada ¢ € D,

(rr00) = [ ([ £ =)9) dy) o(@) da = [ [ e-pguiote) dody = [ [ 1@awete+y) do dy
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De esta forma, identificando a f y g con las distribuciones regulares que determinan, concluimos que
(f*xg,¢) =(f ®g,0(x+1y)). Luego, seria natural definir la convolucion de distribuciones como

(S*T,0)= (ST, p(z+y)). (43)

Para que esta sea una buena definiciéon se requeriria que ¢ tenga soporte compacto. Esto, sin embargo
solo puede suceder si p = 0. En efecto, si existiera a € R™ tal que ¢(a) # 0, se tendria que
Ay ={(x,y) €eR?" : 2 +y =a} Csupp(p(z +y)) , pero A, es no acotado.

Teorema 15. Dadas T € D', S € &', la ecuacio’n@ define una distribucion en D', con soporte contenido
en supp(S) + supp(T).

Demostracion.

Para cada ¢ € D, esta bien definido, pues supp(¢(x + y)) N [supp(S) x supp(T')] es compacto.
Ademas, es lineal por construccion.

Veamos ahora que es continua. Supongamos que ¢; — 0 en D y sea K CC R" fijo tal que

supp(p;(z +y)) N [supp(S) x supp(T)] € K Vj € N.

Jexiste tal K7
Sea ademés x € Dy, tal que x(x,y) =1 en una vecindad de K. Luego,

(TS, 05) = (ST, pj(z +y)) = (TS x(xy)p;(x +y)).

Esto converge a cero pues la sucesion {xp;(x + y)} converge a cero en D,,,. Luego estd bien definido
T % S y es una distribucion.

Veamos ahora que que supp(T * S) C supp(7’) 4+ supp(S). Sea U el complemento de supp(T’) + supp(.S)
en R™. U es abierto porque supp(T') es cerrado y supp(S) es compacto. Dada ¢ € D(U), para una funcion
X € D,y adecuada, vale

(T S, 0) = (T @S, xp(z +y)).
Vamos a probar que supp(7 ® S) Nsupp(x ¢(z +1y)) = 0.

Podemos ver que supp(¢(z +y)) C {(z,y) € R*/z +y € supp(p)}.

Completar

Entonces supp(¢(z +y)) € U {(z,y) € R*/z +y = a}.
Supongamos que existe un ;Egto (z,y) en supp(T ® S) Nsupp(x ¢(z + y)). Tenemos
(z,y) € supp(T') x supp(S) = z € supp(T) Ay € supp(S5).
v x +y € U, lo cual no es posible, por como se definié U.

Queda demostrado el teorema.
O

Definicion 23. Dadas T,S € D’, al menos una con soporte compacto, definimos la convolucion entre T y
S como la distribucion en D' cuya ley es

o — (T®S,p(x+7y)).

El producto convolucién es conmutativo por construccion; y cerrado en &, pues la suma de espacios
compactos es compacta. Mas aiin, se tiene el resultado siguiente.
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Proposicion 16. El espacio vectorial £ con la suma y el producto de convolucién conforma un dlgebra
conmutativa con unidad 6, la distribucion delta de Dirac.

Demostracion. Puede verse que el producto de convolucién es asociativo y distributivo con respecto a la
suma, pues hereda estas propiedades de subespacios densos.

Para ver que 0 es la unidad de esta algebra, consideramos 7' € £. Sea ¢ € £ tal que ¢¥(x,y) = p(z + y)
es a variables separables; digamos, (z,y) = a(x)5(y). Entonces,

0@ T, p(x+y)) = (0,a)(T, ) = a(0)(T, B) = (T, a(0)B).

Pero a(0)8(y) = ¢(0 +y) = ¢(y), con lo cual (T,a(0)8) = (T,»(0 + y)). Extendiendo primero por
linealidad y luego por densidad, resulta § « T =T
O

Teorema 16. Sean T € D' y a € C*, y supongamos que al menos una de ellas tiene soporte compacto.
Entonces, la convolucion T x a es una funcion 8 € C*, dada por

Alx) = (Ty, alz —y)).

Para demostrar este teorema, utilizaremos dos resultados, que demostraremos a continuacién.

Teorema 17. Dados T € &' y U un entorno abierto y acotado del soporte de T, existe una familia finita
de funciones continuas {fo}tacr, I C Ny tales que supp(fo) CU y

T =Y Dfa

Demostracion. Sea ¥ € D(U) tal que ® = 1 en un entorno de supp(T). De este modo, (T, ¢) = (T, V),
Yo e €.
Por otro lado, existen F : U — C continua y 5 € N tales que T = D? en U.

Pero como supp(¥¢) C U, podemos escribir

(T,¢) = (T, ¥p) = (D", Wp) = (F,(-1)"' D (Tp)) = ( (-1 D
Z et (DY (FDPw), ).

Por lo tanto,

=Y (g)(—l)la+ﬁDa(FDﬁ—a\1/).

O

Teorema 18. Sea T € &'. La aplicacion ¢ — (T,fga(ery)dy), @ € D es una distribucion en D', y
cumple

(Ty/so(ery)dy) =/(Tx,<p(m+y))dy

Demostracion. Derivando bajo el simbolo de integral, vemos que la funcion © — [ ¢(z + y)dy es C>.
Ademas, dada una sucesion {p,} C D tal que ¢; —> 0, en D se tiene [ ¢;(z +y)dy — 0 en .

Sea 6 € D tal que # = 1 en un entorno del soporte de T. La aplicacion del enunciado del teorema sera
una distribucion en D', dada por (T, 0(x) [ ¢(z + y)dy)) .

Representando a T' segtn el teorema [17|como T' = > D* f,, escribimos:
[e3
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(T, a(z) / o+ y)dy) = 3 (D o, 0(2) / o(@+y)dy) = S (1) (., / D2 (B(x)plx + y))dy)
I / fa () D2 (00 + ) dy = / (Tar o(z + y))dy

Y esto es lo que queriamos demostrar. O
Ahora podemos probar el teorema

Demostracion. Vamos a suponer T € €', a € £; el otro caso es similar.
Sea ¢ € D. Escribimos

(T a,0) = (T @ ay), p(x +y)) = (T, / a(y)e(z +y)dy) = (T, / a(z —x)p(2))
- / (Tar oz — 2))p(2)dz = (Tr olz — 7)), 9).

y sabemos que ((z) := (T, a(z — z)) es una funcion C*>°, por O
Definicién 24. La funcion B definida en el teorema[If se dice una regularizacion de la distribucion T.

Observacion 27. Siguiendo la demostracion del teorema[I9: dado v € N, podemos escribir

D'(Txa)=D"3=(T,,D]a(z—y)) =T*Da.

donde todas las derivadas son tomadas en el sentido cldsico.

Ejemplo 37. Sea u una distribucion, y ¢ € D(R).

= Busquemos algunos ejemplos donde u * o = 0. En dicho caso tenemos que

0= (ux*xp,9)=(u, / e(y)Y(z + y)dy)

Es claro que siu =0 o p =0, entonces u * ¢ = 0.

Siuw =Ty para alguna f € L}, .(R), con supp(u)Nsupp(p) = 0, nuevamente uxp = 0, pues tendriamos

que f(z) - p(x) = 0,V € R. Por ejemplo, si u = p funcion regularizadora, y p(z) = H(z + 1), o
p(z)=H(x+a) cona>1o0¢(x)=H(—z+a) cona < —1.

Siu =4, basta tomar ¢ € D(R) con ¢(0) = 0.

= Consideremos ahora u* p = 1.

Sea f(x) = ﬁ, con p funcion regularizadora. Consideremos u =Ty y p(x) = p(z). Entonces
» Pla—y)dy

Bx) = (ux)(x) = (Ty* p)(x) = (Ty)a: p(x —y)) = [ f(@)p(z —y)dy = [ mp(x —y)dy =

fR plz—y)dy

fR plz—y)dy

» Consideremos u * p = .
Sabemos que (u x @)’ = ux ¢’ = 1. Pero por lo anterior, si f(x) = ﬁ, con p funcion
o Pla—v)dy
reqularizadora, w =Ty y ¢'(x) = p(x), tenemos que uxy' =1, por lo que uxp = x+c con c constante.
Pero ¢ es una primitiva de p, por lo que basta elegir una de ellas de manera que (u* ¢)(0) = 0 para

que ¢ = 0.
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Teorema 19. Se tienen las siguientes inclusiones continuas y densas:

ESD, D&
Demostracion. La primera inclusion esté bien definida pues £ € Llloc — D’; la segunda, porque se trata de
los espacios duales del caso anterior. Vamos a demostrar la densidad de la primera, siendo la prueba de la
segunda muy similar.
Sea T' € D'y consideremos la funcion 3; = T'* p;, siendo p; € C3° tal que T,,; — 0 en D’. Por el teorema

B; € € Vj, con lo cual

Bi=Txp; —Tx6=T

siendo la convergencia en D’. O

Ejemplo 38. Consideremos las distribuciones 6 y H en D(R). Veamos las siguientes igualdades

- 0% H =0

Completar
s 158 =0;

Completar
+ (Hxg)a)= ] ¢ls) ds, Vo € DR);

Completar

» (1x8)«xH=0%xH=0;
s 1x({xH)=1x6=1;

Vemos que el producto convolucion de distribuciones no es asociativo.

Ejemplo 39. Sean a,b € R™. Sea ¢ € D(R"), entonces

(00 * 00, 0) = (00 @ b, p(2 +y)) = (90, (G, P(x +9))) = (00, p(x + b)) = p(a +b).

De donde concluimos que 04 * 0p = Ogyp-
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Ejemplo 40. Sea h € D(R™) tal que h > 0 y [, h(z) dz = 1. Sea la sucesion hy(x) = kh(kz), k € N.
Vamos a probar que

lim Txh,=T

k—+oo

para toda T € D(R™).

Completar

Ejemplo 41. Sea P un operador diferencial en R™, esto es
P =Y c.D",
entonces, dada u distribucion y ¢ € D(R™)

((Po) xu, ) = ...

Completar

62



5. Transformada de Fourier

En la primera parte de esta seccion la meta es introducir la definicién y las propiedades basicas de
la transformada de Fourier en los espacios L' y L2, y mostrar algunos resultados que diferencian ambas
teorias.

5.1. Teoria en L'

Definicién 25. Sea f € L'(R"), la transformada de Fourier de f, denotada por F[f] o f, se define
por

n

FIAE) = / AT () dr, € € R™.

Observacion 28. La transformada de Fourier estd bien definida y es lineal, ya que ...

Completar

1, size[-3,-1U[L3

. . Entonces,
0, sino

Ejemplo 42. Sea fi(x) = {

FLAIE) = ..

Completar

e  six>0

Ejemplo 43. Sea fo(x) = { 0 si mo

, con a € R. Entonces

Flf(&) =

Completar

Ejemplo 44. Sea g(z) = X[_%,%](x), con x € R. Entonces

Flgl§) = ...
Sea h(z) = g(m;a), comzeRya>0.5i—3<2=2<1=2<p<3 entonces
FIR(E) =
Sea ahora d(x) = (g * g)(x). Entonces
Fld) () =
Por dltimo, sea l(x) = xg(x). Entonces
FlE) =
Completar
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Teorema 20. (de Lebesgue)
Para f € L* (R™), F[f] es una funcion continua que se anula en el infinito. Esto es, lim F[f](£) = 0.

|€]—o0

Demostracion. Fijemos {, € R™ y sea {{;} C R" una sucesion que converge a &.
Como €77 f(x) — 277 f(z) puntualmente cuando j — oo y €277 f(z)| = | f(z)|, por el teorema
de convergencia dominada de Lebesgue, deducimos que

F&) — f(&)-
Esto prueba la continuidad de f .

Ahora, usando la definicion de f
HGIESFPY Ve € R™.

Entonces, f es una funcion acotada y tenemos la estimacion

17| <0l

Entonces, la transformada de Fourier mapea L' sucesiones convergentes en sucesiones uniformemente
convergentes. Entonces, para ver que f(£) — 0 cuando €| — oo, es suficiente encontrar una sucesion {f;}
que converge a f en L' tal que fj se anula en el infinito para todo j.

Sabemos que las combinaciones lineales de funciones caracteristicas en rectingulos de R™ son densas
en L'(Q2) Entonces sea {f;} una sucesiéon de estas funciones tal que f; — f en L'. Dado j fijo, sea

n

A; = ] lak, b] su rectangulo asociado, entonces
E=1

. . bn b1 .
Flxa;](6) :/ Ty 4 (2)da :/ 2T :/ / ¥y . dx, =
n Aj An ay

diligdl‘n

1 by, ba 277i(b1§1+z mkfk) 2ﬂi<a1§1+z ﬂkak)
/ / e = =
An a2

271’i§1

_ 1 2mic-&
T 2ni)nEiEs >, T

cj=a;Vcj=b;

donde la ultima igualdad se obtiene por induccién sobre n.

Luego, tomando modulo
1

(2m)"[&162...&n

[Flxa )€ < —0,

cuando [¢] — oc.
Entonces, si fijamos £ € R™, tenemos que

SOOI = NN+ @ < IIF = fill o + 1551

Ahora, dado € > 0, existe un jo € N tal que si j > jo entonces ||f — f;|| < .
Tomando j = jg, se tiene

FOI< 5+ 1fl@):

Ahora, existe un M = M(e) > 0 tal que |f;, ()| < 5 si [§] > M. De donde,

1F(6)] <e, sil¢| > M.

Observacion 29. 1. Toda funcidn continua que se anula en el infinito es uniformemente continua.

2. Se puede probar que no toda funcion continua que se anula en el infinito es la transformada de Fourier
de una funcion de L*(R™) (ver [7], volumen 2). Entonces, el teorema no caracteriza a F(L'(R™)).
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Teorema 21. 1. Si f € LY(R") tiene derivadas continuas e integrables de orden k = 1, entonces, para
cada B € N, || £ k, se tiene
FIDPF1(€) = (—2mi&) P F£1(6)- (44)

2. Si las funciones f y |z|Ff son integrables, para algin k € N, k > 1, entonces para todo B € N,
|8] £ k, se tiene

D?f(€) = F|(2mia)’ | (). (5)

Demostracion.

Completar

Observacion 30. Sean 1, ..., p, funciones integrables en R, y sea
n
o(x) =[] ¢i(x),
j=1

para x € R™. Entonces ¢ es integrable en R™, y por Fubini

/Rn () :/R"-/Rso(x) dzy...dz,.

Ahora, supongamos que n = 2, entonces
FIE) = [ ety do= [ [ @menenin g o) (en) dordes
R2 R JR

= / 62“i€2w2¢2($2)/ X 0y (1) davydmy = f[%](&)/ X229 (w9) diwg = Flip1] (1) Flipal (&2)-
R R R

n

Inductivamente, F[¢](&) = ] Fle;](&5)-

j=1
Ejemplo 45. Sea f(z) = e I#lh con x € R™. Calculemos su transformada de Fourier aplicando la obser-
vacion anterior.

Completar

Teorema 22. Sean f € L*(R"), h€ R" y k € R, k # 0, entonces

Flruf1(€) = 2™ f(€).

Demostracion.

Completar

65



Definicion 26. Sea f € L'(R"), la transformada de Fourier conjugada se define por

U = [ e playda,

Observacion 31. Si denotamos por f(€) = f(—€), entonces

Flfl=f=Flf,

donde f denota al conjugado complejo.

La transformada de Fourier conjugada también satisface las condiciones de la definicion [25 bajo las
mismas hipotesis. Digamos,

FIDP1I(E) = (2mig)” FIF1(9),
DPFIf](€) = F|(=2miz) £](€),
la prueba de esto es andloga a la anterior.
Ahora vamos a mostrar dos resultados que seran probados en la seccion [5.5}

Teorema 23. Si f, f € L*(R™), entonces

Flfl=F ctp
Teorema 24. La aplicacion lineal
F:L'(R") — F[L'(R™))

es invertible, en otras palabras dada g € F[L*(R™)], existe una tinica f € L'(R™) determinada en casi todo
punto tal que

Flfl=g cip.
Observacion 32. 1. Si f es integrable pero no se anula en el infinito, entonces se deduce de el teorema
que la funcion f no es integrable. Entonces, F[L'(R™)] ¢ L*(R™).

2. Como FIL'(R™)] ¢ L*(R"™), la aplicacion inversa F~' : F[L'(R")] — L'(R"), solo coincide con
F en F[LY(R™)] N LY(R™).

5.2. Teoria en L2

La definicion de Transformada de Fourier de la seccién anterior no se aplica a cualquier funciéon de
L?(R™). Queremos definir la transformada de Fourier en L?(R") de manera tal que coincida con la definicién
para f € L*(R™) N L?(R"). Para eso vamos a usar el siguiente principio de extension:

Teorema 25. Sean X un espacio normado, Y un espacio de Banach y X1 un subespacio denso de X .
Supongamos que T1 : X1 — Y es un operador lineal y continuo. Entonces existe un unicoT : X — Y
operador lineal y continuo tal que T|x, =T1 y ||T|| = ||T1]-

Demostracion.

Completar

Ahora mostraremos un resultado, cuya prueba se puede ver en la seccion [5.5

Teorema 26. Sea f € S C L*(R™) N L?(R"), entonces su transformada de Fourier dada por la definicion
esta en L2(R™) y satisface

|

=11l
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Esto completa la definicién de la transformada de Fourier en L?(R™), usando el principio de extension.
En efecto, como S es denso en L?(R") la transformada de Fourier en L?(R™) es la tinica extensién continua

del operador
Fls: S — L*(R™).

Mas atn, si denotamos con F a dicha extension, tenemos que

IF N e = £l e -

Esta igualdad es llamada identidad de Parserval.
De igual manera tenemos una extension continua de la transformada de Fourier conjugada. Es mas, se
tiene que

Fir =77

Teorema 27. Sea f € LY(R™) N L?(R™) entonces la definicion de transformada de Fourier de acuerdo con
la teoria de L' coincide con la definicion de acuerdo con la teoria de L?.

La prueba de este teorema puede verse en [5.5
La identidad de Parseval prueba que la transformada de Fourier es una isometria de L?(R™) es si mismo.
Mas aiin,

Teorema 28. (de Plancherel)
Los operadores F y F son isomorfismos inversos de L?>(R™) en si mismo que preserva el producto
interno. Esto es, dadas f1, fo € L*(R™), se tiene la siguiente identidad, llamada identidad de Plancherel:

(fi. f2)r2 = . fi(@) fo(w)dz = . F1E) f2()dE = (f1, f2) 12

Se tiene una identidad similar para F.

La prueba de este teorema puede verse en la secciéon [5.5)

A partir del resultado que acabamos de exponer, podemos decir que la teoria en L' de la transformada
de Fourier es més directa desde el punto de vista de la definicién. Sin embargo, presenta la dificultad de
como caracterizar su imagen y céomo calcular su inversa.

Por otro lado, la teorfa L? no presenta ninguno de estos problemas. En ese sentido, podemos decir que
es una teoria mas "elegante". Ademaés su definicién no es tan directa como la definicién por medio de la
integral.

Laurent Schwartz descubrié que el espacio S, que él definid, es un dominio "natural" para la trans-
formada de Fourier, disfrutando de todas las buenas caracteristicas de ambas teorias, en L' y en L?, sin
ninguno de los inconvenientes.

Schwartz también observo que las teorfas en L' y L?, asi como en la teoria general en LP, 1 < p < oo,
de la transformada de Fourier, pueden ser vistas como parte de la teoria de la transformada de Fourier en
el espacio S’ de las distribuciones templadas.

5.3. Teoriaen Sy S'.

Queremos estudiar la transformada de Fourier desde el punto de vista de las distribuciones, por lo que
debemos considerar un espacio de funciones test adecuado. En efecto, si fijamos f € L', sabemos que f es
una funcién continua, por lo que define una distribucion en D’. Tomando ¢ € D podemos escribir:

1o = [ o] [ e pwpear) ae

Puesto que la funcion ¢ tiene soporte compacto, la integral

/ TE f (1) p(€)drde,
R xR™

existe, y de acuerdo con el teorema de Fubini, podemos escribir:

(Tp0) = | fl@)p(x).
R™
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Esto sugiere la posibilidad de definir la transformada de Fourier de una distribucion 7' € D’ como

(T, ) = (T, ).

Estudiemos la transformada de Fourier de funciones test para determinar si dicha definicién es posible.
Sea ¢ € D y reemplacemos x por z = x + iy € C™ en ¢, obteniendo la integral

| emerm @,

la cual existe pues ¢ tiene soporte compacto. Més atin, puede mostrarse que es posible diferenciar z bajo
el signo integral. En consecuencia, @$(x) puede extenderse a C™ como una funcion entera. Esto muestra
que la funcion $(z) no tiene soporte compacto, excepto en el caso que ¢ = 0, y por lo tanto la definicion
propuesta no se aplica a D’. El siguiente teorema muestra que es correcta en S'.

Teorema 29. La transformada de Fourier mapea S en S.

Demostracion. Podemos ver que hay una inclusiéon continua S — LP,1 < p < co. En efecto:

peSeVkeR, B eN,3C =Ck B)/ sup |(1+ |z)*)*DPo(x)| < C.
reR™

Entonces, si p < oo
ol = [ le@lPde = [ (P00 P Dlpplde < € [ (141 <€
R™ R™ Rn

Si p = oo, de la definicién de S, resulta que ||¢||L~ = sup |p(x)| = sup |z°D ¢ (z)| < C.
z€R™ TER®

Por lo tanto, S < L'. Luego, dada ¢ € S podemos definir su transformada de Fourier. Mas atin, dados
a, B € N*, D¥[zP¢] es integrable. Por el teorema @ € €. Ademas:

N
€D = (o) FIDe(@min)el(o)

Por el teorema 2D es acotada. Entonces, ¢ € S

Anéalogamente se prueba que la trasformada de Fourier conjugada mapea S en S.

Teorema 30. Los operadores F y F son isomorfismos continuos de S en S, y satisfacen

FFle] = FFle] = o, VoeS

Demostracion. Basta probar la continuidad para F y la igualdad F.F[p] = ¢, pues

Completar

Veamos la continuidad. Dada ¢ € S, tenemos que

sup [€*D?3(€)| < Ca / {DO‘ [(2m’x)ﬁnp(m)] | dx < Cq sup
cern gern

(o) D [mie @] | [ (el "

Por otro lado, puede verse que ¢ € S es equivalente a que dado k € R, 3 € N*, 3 C = C(k, 3) > 0 tal
que sup | (1+ |x|2)k DBp(z)| £ C.
zER™

Por lo tanto, sup [£€¥DP@(€)]| esta acotado, lo que muestra la continuidad de F.
£ER™

Probemos que F.F[¢] = ¢, Vo € S, es decir, que Yy € S, Vy € R", se tiene

oly) = / AT (€)de = / / D€ () de | de.
Rﬂ. n

R

68



Dada ¢ € S, se tiene

/ [/ 2 @=V)E (1)) (g) dx} dé = / e 2L (6 <§) d¢ j=1,2,3,...

Rn

Realizando el cambio de variable £ = ju,x = g + y queda

J 1o (ben) vt au= [o(2rs) b= [ermsoen($)de 1-120..

Rn n R™ Rn

Como ¢, € S, por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, tomando limite cuando
j — oo, resulta

BOFFe)w) = o) / D(v)do.

Si hallamos ¥ € S tal que ¥(0) = 1, [ ¢(v)dv = FF[p](0) = 1, se obtiene el resultado deseado.

Si(z) = e*”|$|2, es claro que 1 (0) = 1. Ademas, se tiene que fR" Y(x)dx = 1,9 € S. Por ultimo,
121 = 1. En efecto:

Sea g(€) = ™IV (€). g(0) =1, y para 1 < j <n

(%g :ew\s|2£¢+2ﬁfjew|s|2¢ _ el {%@_M@M _ rler? {a%fw it Floli| =
J J J J
= emlel F2miz; ) + F {%} z} =l {271'1'%-1/) + Z%} = e’r‘g‘z}"[%risz/) +i-(—2mx;)yY] =
J J

— "€ Flo] = 0

Por lo tanto, g es constante, y como ¢g(0) =1, g = 1, es decir, 1&(5) = g(ﬁ)e‘”‘g‘2 = el = P().
Entonces, [ (v)dv = [ (v)dv = 1. Queda demostrado el teorema.

Definicion 27. Dado T € S’, definimos
(F[T1, ¢) = (T, Flg)), Vo € S.

Por lo visto anteriormente, esta igualdad estd bien definida, y es una distribucion en S’, denominada la
transformada de Fourier de 7', denotada también por 7. De manera analoga se define la transformada de
Fourier conjugada F[T].

Teorema 31. Los operadores F y F son isomorfismos continuos de S’ en S', y satisfacen

FFIT] =T = FF[T), VoS

Demostracion. Se deduce aplicando el teorema [30] y la definicion de transformada de Fourier de 7.

Teorema 32. Dada una distribucion T con soporte compacto, se tiene en el sentido de S,
Tf _ (ij7 627Ti§~x) )

Mds atin, la distribucion Tt es una funcion de la variable § que puede ser extendida a C* como una
funcion entera.

69



Demostracion. Sabemos que las distribuciones a soporte compacto se corresponden con £’. Sea entonces
T € &£'. Vimos que una tal T' puede escribirse como una suma finita de la forma

T=) D"fa

donde f, es una funcion continua a soporte compacto contenido en una vecindad de supp(7T’). Por otro
lado, puede verse que F[D*T| = (—2mi&)*F[T], para T € S’. Entonces

FIT) =Y FIDfo) = (=2mi&)* F|fa]
Puesto que f, € L', podemos calcular F[f,] usando la integral, es decir, F[f,] = T .
Entonces

E]f%%PfMJ:§]f%mw/éﬂwm@mxZEXQMQ%Q&%wm:

« n a

= > (1) (fa, DEETET) = S (DL fa, €27ET) = (T, €276),

[e3%

Veamos la segunda parte. Cada integral [ €27 f,(z)dz define una funcién C* en ¢ que puede ex-
R'ﬂ.
tenderse a C™ como una funcién entera, pues, dado £ € C",x € R"™, tenemos la expansion en serie de
potencias
)8
2mitw _ (2mix) B
€ - Z B' E 9
B

cuya convergencia es uniforme para x,£ en compactos, y como f, es continua con soporte compacto,
podemos integrar término a término obteniendo:

/ezmg'xfa(x)dx - ZB: % / folx)(2miz)Pda €°,
Rn

Rn

para cada £ € C™.
Queda demostrado el teorema.

Ejemplo 46. Para las siguientes distribuciones, se muestran sus transformadas de Fourier, chequeando
previamente que son distribuciones de S’.

n T =1.

Completar
. T =6,

Completar
» e ““H(z) en R, para a > 0;

Completar
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sin(x)

X

Completar
. i

Completar
= cos(wx)

Completar
= sin(wzx)

Completar
.0t

Completar
.0

Completar

Observacion 33. Analizando el soporte de las transformadas de Fourier de las deltas de Heisenberg se
observa la razon de la eleccion de los signos en su definicion. Las transformadas F [0%] y F[67] tienen
como soporte la semirrecta positiva y la negativa respectivamente. (chequearlo).

Definicion 28. Se da el nombre de espectro de una distribucion temperada al soporte de su transfor-
mada de Fourier.

71



5.4. La acci6on de la transformada de Fourier sobre el producto multiplicativo
y la convolucioén.

Sabemos que S es un algebra conmutativa tanto con el producto multiplicativo como con la convolucién.
Veremos ahora que la transformacion de Fourier aplica la primera estructura en la segunda.

Lema 23. Sean ¢,v € S. Entonces,

FloFlWl] = Flel* ¢ (46)
y también o B
Flo Fl¥l] = Flgl * . (47)
Demostracion.
Completar
O

Observacion 34. Gracias a este lema, podemos ver la relacion que dan la transformacion de Fourier y su
conjugada entre las estructuras de dlgebra de S determinadas por la convolucion y el producto multiplicativo.

» Sustituyendo en ([46) 1 por F[y], tenemos

Floah] = Flo] = Fly].
A su vez, sustituyendo en 1 por W, resulta

Floa] = Flgl = Fly].

De este modo, F y F son homomorfismos del dlgebra S con el producto multiplicativo en aquella con
el producto de convolucion.

» Sustituyendo en @ por Flp], obtenemos

F [Flel F¥l] = ¢ x .

Ahora, tomando la transformada de Fourier en ambos lados de la igualdad, resulta

Flo ] = Flo] . F[Y].

De forma andloga,

Flo 4] = Flo] . Flyl.

Por lo tanto, F y F son homomorfismos del dlgebra S con el producto de convolucion en aquella con
el producto multiplicativo.

Concluimos entonces que ambas dlgebras son isomorfas, identificadas entre si por la transformacion de
Fourier y su conjugada.
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Teorema 33. Dadas f,g € L', se tiene

Flf«gl=F[f1.Flgl vy  Flfxgl=FIf]. Flgl-

Demostracion.

Completar

O

Observacion 35. El teorema[33 muestra que la transformada de Fourier es un homomorfismo del dlgebra
(L', %) en el dlgebra (Cy,-), donde Coy = {f € C(R") : fse anula en el infinito} y - denota la multiplicacion
puntual. Observemos que la imagen de este homomorfismo es una subdlgebra propia, y puede verse ademds
que la inclusion es densa.

Ahora veamos la accién de la transformacion de Fourier sobre productos entre distribuciones temperadas.
Dadas T € &', S € &', la convolucion T * S esta bien definida como distribucion temperada.

Teorema 34. Sean T € £', S € §’. Entonces,

FIT =S| = F[T].F|[9] (48)
donde las distribuciones y las operaciones estdn en S’.

Demostracion.

Completar

Ejemplo 47. Consideremos la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

y'(x) —y(z) + 2f(2) =0, (49)

con f(x) =0 siz € (—o0,—a)U (a,+00).

Aplicando la transformada de Fourier a ,

Completar

Esta es una solucion de . Ahora, veamos que ella y sus derivadas se anulan en el infinito.

Completar
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Ejemplo 48. Consideremos la siguiente ecuacion:
utt+uxxmz:07 CEGR,t>O
(P):< u(z,0) = f(x), reR
ug(z,0) =0, reR

Entonces, aplicando la transformada de Fourier en la variable x

Completar

Ejemplo 49. Consideremos la ecuacion del calor:

ou

E(m,t) — Ayu(z,t) =0, t > 0. (50)

Vamos a calcular una solucion de . Aplicando la transformada de Fourier en x € R™.

Completar

5.5. Algunos resultados de la transformada de Fourier

Vamos a completar algunos resultados que no fueron probados en las secciones anteriores, usando la
teoria de la transformada de Fourier en S y en §'.

Lema 24. (Férmula de Inversion)
Sea f € LY(R™), en el sentido de S'(R™) tenemos
FlTy] = T;.
Hay un resultado similar para F.

Demostracion. Observemos que ambos lados de la igualdad que queremos probar estan en §’(R™). Entonces,
dada ¢ € S(R™), tenemos que

(Ty, ) = . HOQEGE3

Pero, por otro lado

(FITyl o) = | 1@)p(e) da.

Entonces, necesitamos probar que

LU s e ac= | s [ o) ae] an

Pero como la integral doble
[ em=i@a© do ae.

existe, el teorema de Fubbini implica que las integrales iteradas coinciden. U
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Demostracion del teoremal23 Sea f € L'(R") y asumimos que g = F[f] € L'(R"). Entonces por el lema
usando la formula de inversion en la transformada de Fourier en &’'(R"),

T, = FIT,) = F|T;| = FFIT,ITy.

Entonces F[g] = f ctp. O

Demostracion del teorema[24 Por el teorema [23| sabemos que F : L'(R™) — F[L*(R™)] es sobreyectivo,
bastaria ver que si f = 0 ctp, entonces f = 0 ctp.
En efecto, usando la formula de inversion del lema [24]

Ty = FFITy] = F|T3] = 0.

Entonces f = 0 ctp. O

Demostracion del teoremal26. Sea ¢ € S(R™), sabemos que ¢ € L?(R™). Vamos a probar que

lellze = llele -

Si aceptamos que para todas ¢, € S(R™)

(85,7/1)L2 = (@7]:[1/}])[/2’ (51)

entonces, usando (51) con ¢ = ¢ y usando la formula de inversion de la transformada de Fourier en S,
tenemos que

(@, @)1z = (@, F&]) L2 = (0, 9) 2.
Ahora, probemos (51

~ R 2mix-€ d - de = 2mi&-x A dxd
@ie= [ ([ mtpta) i) ds = [ emenplayie) oy

/Rn o) /R e=2mitny(€) df) do = (o, Fl])1e.

Lema 25. Sea f € L%(R"), entonces en el sentido de S'(R™),
FIIy) = T;.

Hay un resultado similar para F.

Demostracion. Observemos que ambos lados de la igualdad que queremos probar estan el §'(R™). Ahora,
sea {p;} C S(R™) una sucesion tal que p; — f en L*(R") cuando j — oo. Entonces, dada ¢ € S(R"),
tenemos que

(T7.0) = Jim (Ty,o0) = Jim [ y(ehete) de
= Jm | ¢i@)¢@) de= lim (T, 0)

= <Tf’¢> = <]:[Tf],(p>-

75



Demostracion del teoremal27. Sea f € L*(R™)N L3(R™), y llamamos F; y F» a la transformada de Fourier
en L' y en L?, respectivamente. Entonces dada ¢ € S(R™), por los lemas [24]y

(Tr, 1115 0) = (F1Ty], ©) = (f, Falel) = (f, Fale]) = (FalTrl,0) = (Tryip ) »

donde Fi[p] = F2[p] pues en S(R™) las transformadas coinciden.
Entonces, Tz, (7] = T[] de donde concluimos que Fi[f] = Fa[f] ctp. O

Demostracion del teorema[28 Esta prueba es similar a la del teorema pero usando el lema
Sean f € L*(R") y g = f. Entonces,

T, = F|1;| = FFIT,) = 15,

Esto prueba que o
FFfl=T

Ahora para probar la identidad de Plancherel, usamos (51)).
Sea {¢;} C S(R™) una sucesién que converge a f» en L2. Entonces, F[i);] — fo en L%. Entonces, de

<¢7‘T[w]]>L2 = <¢71/)j>L2 5 ] = 1,2,

tomando j — oo, obtenemos que

(@, fo) 2 = (&, f2) Vi € S(R™).

L2’

Ahora, consideremos una sucesion {p;} C S(R™) que converge a fi en L?. Entonces

(pss F2) 2 = (G5 F) j=1,2, ..

r2’

Entonces, tomando j — oo

(fi, fa) > = <f17f2>L2 :
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6. Operadores diferenciales

Un operador diferencial lineal en derivadas parciales en n variables x,...,x, es un polinomio de la
forma
P(z,D)= > an(x) D,
lee|<n
donde los coeficientes a,, () = aq (21,...,2,) son funciones a valores complejos definidas en un abierto
QCR"

Se trabaja con multiindices o € Nj}, donde |«| indica la longitud ag + ag + - -+ + ap.

Luego D* = (%)al e <ai">an- El entero m es el orden del operador, esto asume que para algin
multiindice de longitud |a| = m el coeficiente a,(z) no es idénticamente cero en €. Si los coeficientes a,,
son constantes en €2, se escribe directamente P (D).

Si P (x, D) es un operador diferencial y f una distribucion en €2, el problema de hallar una distribucion

u en € tal que
P(z,D)u=f, (52)

constituye una ecuacidn diferencial en derivadas parciales (PDE). Si u satisface es una solucion de la
PDE en Q.

6.1. Polinomio caracteristico

Considerando la ecuacion
P(z,D)=f,
se tiene que P es un polinomio a coeficientes a, (z) € C™. Sea ¢ € D (). En particular, ¢ € S. Luego
@ € Sy asi se tiene que p,p € S. Entonces p(z) = f G(£)e™2™*8d¢ ae., y por la continuidad de ¢,

R’VL
FF[p] = ¢, ver lema ??7?. Entonces,
P(z,D)¢(z) = P(z,D)FFp(x) f eTPmEES (€) dE =
— Z 33) D« f 67271'2:1:-.5@( )
la|Sm R™
=Y an () [ eI (ame) g (6) de =
|a|Sm R \‘f—/
€S(R™)
= [e?mas Z Ao (7) (—2m&)* (&) dE.
e jal<m
P(x,—2m€)

Asi, P (x,—2m&) es el polinomio asociado al operador P (x, D) obtenido de reemplazar formalmente
D por (—2m€)”.
La parte homogénea de grado m (grado del operador), es decir,

P (z,-2m&) = > aa (z) (—2m8)°,

|a]=m

se denomina polinomio caracteristico del operador P (x, D).

6.2. Soluciones fundamentales.

Sea ahora la ecuacion
P(D) =/,
en un abierto acotado 2 C R™, donde la ausencia de la variable x indica que es una ecuaciéon lineal a

coeficientes constantes, siendo P (£) un polinomio de n variables con coeficientes complejos.
Se dice que una distribucién E € D’ (R™) es una solucién fundamental del operador P (D) si

P(D)E =6
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Se tiene el siguiente resultado:

Todo operador diferencial lineal a
coeficientes constantes P (D) tiene una
solucion fundamental.

En general, un operador lineal posee muchas soluciones fundamentales. Si se toma una arbitraria Eg y
se le suma una soluciéon h de la ecuacion homogénea, Fy + h es nuevamente solucion fundamental. Luego,
las soluciones fundamentales forman una subvariedad lineal, que no pasa por el origen, del espacio de todas
las distribuciones en R™.

Debido a las propiedades de la transformacién de Fourier, es mas 1til el siguiente resultado:

Todo operador diferencial lineal a coeficientes constantes P (D) tiene una solucion
fundamental temperada.
(3EeS'/P(D)E =4.)

Para analizar esto se tiene el trabajo de Lars Hormander, " On the division of distribution by polynomials" [6]

Dada una distribucién T en un abierto Q de R” y un funcién ¢ € C*> (Q), dividir T es
encontrar una distribucion S en §2 tal que

T = pS.

Se puede también llamar a S una "partie finie" de T'/¢.

Cuando v = 1 la divisién es posible para toda T si y solo si ¢ posee sélo ceros aislados de
orden finito. Cuando v > 1, la situacién no resulta tan simple. Es el propdsito de este trabajo
mostrar que la division por un polinomio no idénticamente nulo es siempre posible.

... si T es una distribucion temperada uno puede encontrar una "partie finie" temperada S.
Aplicando la transformada de Fourier se tiene que toda PDE

P(D)u=f
con coeficientes constantes posee una solucién u temperada.
La importancia de las soluciones fundamentales se ve en las propiedades de la convolucion. Sean
TeD (R")y S €& (R"), entonces se tiene
P(D)T = (P(D)d)*T,
P(D)(T*S)=(P(D)T)*S=TxP(D)S.
Pensando esto con una solucién fundamental F,
Ex«P(D)u=u,

PD)(Exf)=f

Luego, la convolucion con E se puede pensar como inversa de P (D).

La ecuacion
PD)u=f

tiene asi una solucion para cada f € £ (R™) de la forma E x* f.

Ejemplo 50. Sea A1, Ao € R, buscaremos E(z) := (H(x)eM®) x (H(z)e*®).

Completar
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Ahora, consideremos el operador

8) 92 0
p (% = a A A,

y veamos que E es una solucion fundamental del mismo.

Completar

6.3. Ecuaciones hipoelipticas.

Definicion 29. Se dice que el operador diferencial P (x, D) en Q es hipoeliptico si dado cualquier subcon-
gunto abierto U de  y cualquier distribucion T € D' (U) tal que P (x,D)T € C*= (U), resulta T € C*= (U).

Si P (z,D) es hipoeliptico en 2, dada cualquier funcién f € C* (U), las soluciones de la ecuacion
P (z,D)u = fenU seran de clase C*. Por eso se dice que la hipoelipticidad es una propiedad de regularidad.

Si P posee coeficientes constantes y F es una solucion fundamental resulta P (D) E = 0 en el comple-
mento del origen en R™, R” — {0}. Luego, si P (D) es hipoeliptico, E debe ser una funcion C* en R™ — {0}.
Por otro lado, un teorema de Schwartz muestra la reciproca:

Si hay una soluciéon fundamental E de P (D) que resulta una funcion
C> en R™ — {0}, P (D) es hipoeliptico en R™.

Demostracion. Sea U C R™ abierto arbitrario, u € D'(U) tal que P(D)u = f es de clase C* en U.
Sea xg € U. Sera suficiente mostrar que bajo las hipotesis, u es una funciéon C* en un entorno abierto
de x¢. Sea U’ C U un abierto con U’ compacto, con zg € U’ y sea g una funciéon plato, i.e., g € D(U) y
g=1en U’. Se tiene
P(D)(gu) = gP(D)u+v =gf +v.

Aplicando la formula de Leibniz para la derivacion del producto, se puede ver que v es el producto de
una distribucién por una combinacién lineal de derivadas de g de orden estrictamente positivo. Luego v = 0
donde se anulan las derivadas de g, en particular en U’ y fuera del supp(g).

Usando la solucién fundamental F que existe por hipétesis, se puede escribir
Ex P(D)(gu) = (P(D)E) * (gu) = gu,

entonces
gu=E=x(gf)+ E % v.

Pero gf € D(U) y la convoluciéon de una distribucion con una funcion de D(U) es una funcion de E(U),
luego todo se reduce a probar que E x v es de clase C* en un entorno de xg, y asi también seré cierto para
gu que es igual a u en U’.
Sea € > 0 tal que
V.={z € R": d(z,CrnU") > €} € N(z0).

Sea
Ne € D(Rn)ﬂ 776(50) =1, |3§‘ § 6/2; UE(x) =0, |.CC‘ > €. (53)

Luego
Exv=mnE)*v+ (1 —n)E xv.
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El segundo término es una funcion C* en todo R™ ya que por hipotesis (1 — n.)E es C*° y la convolucion
de una distribucion a soporte compacto, v con una funcion de E(R™) es una funcion de E(R™) .
Por otra parte, por las propiedades de la convolucién se tiene

supp (N E * v) C supp (1. E) + supp(v).

Por las caracteristicas que tiene 7). resulta supp(n.E *v) contenido en un e-entorno de supp(v). Como v =0
en U’ se tiene que .FE *v = 0 en V_ y en consecuencia E * v es de clase C*™ en V.. O

6.4. Analiticidad de las soluciones.

Definicion 30. Se dice que el operador diferencial P (xz, D) en  es analitico-hipoeliptico si dado cualquier
subconjunto abierto U de Q y cualquier distribucion T € D' (U) tal que P (x, D) T coincide con una funcion
analiticd?] en U, resulta T una funcion analitica en U.

La analitico-hipoelipticidad de un operador diferencial es una propiedad de regularidad: dada la ecuacién
Pz, D)u=fenQ,si feH(U),UCQy P es analitico-hipoelitico, entonces cualquier solucion resulta
u € H (U), funciones holomorfas en U.

Si P ademas posee coeficientes constantes y E es una soluciéon fundamental, como P (D)E = 0 en
R™ — {0}, E debe ser una funcion analitica en R™ — {0}. Por otro lado, vale la reciproca por un resultado
analogo al de la seccion anterior:

Si hay una solucion fundamental E de P (D) que resulta una
funcion analitica en R™ — {0},
P (D) es analitico-hipoeliptico en R™.

Ejemplo 51. El operador del calor no es analitico hipoeliptico. Basta considerar el caso de una variable
espacial y tomar F(x,t) en U = {(x,t) ER?2:z # O} dada por

22

t"he~%,  t>0,
F(m,t):{o26 ‘20

Completar

6.5. Operadores elipticos.

Se dice que el operador diferencial a coeficientes constantes P (D) es eliptico en R™ si su polinomio
caracteristico no se anula fuera de origen, es decir,

P (—2mi€) # 0, Y€ # 0.
Una condicién equivalente a esta es que exista una constante ¢ > 0 tal que

| P (—2m8)] > €™, VE €R™.

2Una funcién u a valores complejos en un abierto  C R™ es analitica si su desarrollo en serie de Taylor en cada punto
de Q converge a la funcion en un entorno del punto. Una definiciéon equivalente es que u puede ser extendida en un abierto
) C C™ como una funcién analitica de las variables complejas z1, ..., zn, es decir, como una funcién holomorfa.
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Un resultado importante:

Todo operador eliptico a coeficientes constantes es también
analitico - hipoeliptico.

Ver Teorema 16.6 de [9].

6.6. Ecuaciones diferenciales de la fisica.
6.6.1. Ecuaciones diferenciales de tipo eliptico.
Sea X un espacio euclideo de dimensiéon n con un sistema de coordenadas x1, ..., T,.
< La ecuacion de Laplace es
0? 02
Au =0, A::a—x%—i-”--&-@.

A se llama el operador de Laplace. Una solucién en un dominio €2 C X se llama funcién armonica en
Q. Esta ecuacion describe el comportamiento de una membrana estable (ecuacion estacionaria), un
campo electrostatico o un campo gravitacional.

El operador de Laplace A es un operador positivo, su polinomio caracteristico es proporcional al
cuadrado de la norma de la variable en R™, 47|£|2, que es una forma cuadratica definida positiva. Su
firma (signature) es (n,0), es decir que tiene n autovalores positivos y 0 negativos.

Esto ultimo remarca la estrecha relacién que existe entre el operador de Laplace, la norma euclidea,
las esferas en R, las transformaciones ortogonales, etc. Mas aun se tiene que A es invariante bajo
transformaciones ortogonales, es decir que siendo T una transformacion ortogonal en R" y f € £(R")
se tiene

(Af)(Tz) = A(f(Tx)), = eR™

Esta simetria es una propiedad importante del operador de Laplace y es parte de la razén por la cual
esta involucrado en muchos fenémenos en medios isotropicos.

< La ecuacion de Helmholtz
(A + wz) u=0.

Para n = 1 es la ecuacién del oscilador armoénico.

< Sea ¢ una funcién en 2; la ecuacion

(V,oV)u = f, V::(a i),

0x1’ 7 Oz,

es la ecuacion electrostatica con conductividad o.
Se tiene que (V,o0V)u = cAu + (Vo, Vu).

<> La ecuacion de Schrédinger estacionaria
h2

——A4+V > = E¢.

< 2m V(@) e ¢

E es la energia de la particula.
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6.6.2. Ecuaciones de ondas. El caso dim X =1

En base a lo anterior se pueden considerar otras formas cuadraticas con distinta firmas. Un caso impor-
tante es la forma con todos sus autovalores estrictamente positivos salvo uno que es estrictamente negativo.
Conviene considerar esta forma en un espacio de n + 1 dimensiones notando sus variables (&1, ...,&,, 7). La
forma en cuestion es

€ -T2 =€+ ..+ - 1% (54)

que se corresponde con el operador de ondas, también llamado operador d’Alembert.

< La ecuacién 5 o2
—_— 2 —_— pu—
<6t2 v* () a$2) u(z,t) =0

es la ecuacion de d’Alembert con coeficientes generales.

<> Las ecuaciones

oV ol oI _
ax TLg + Ry = 0,
ol [°A% _

representan la relacion de V' voltaje y I corriente en la linea donde los coeficientes L, C, R, G son
la inductancia, la capacitancia, la resistencia y la conductividad del sistema.

< La ecuacion de la oscilacion de una loza

Pu 0%
oz T g T

6.6.3. Ecuaciones de ondas. El caso dim X =2,3

< La ecuacion de ondas en un medio isotrépico - ecuacién de una membrana- :

<g—;—vz(m)A>u(m,t)=O

< La ecuacion acustica
0%u 9
ﬁ - <V, v V> u=0.

< La ecuacién de ondas en un medio anisotropico

H? 0? ou
(@ — Zaii (x) 73331313 — sza—z) u(z,t) =0.

6.6.4. Ecuaciones de difusién.

< La ecuacion

ou (x,1)
ot
en x X R describe la propagacion del calor en X con fuente f.

— K2 Agu (z,t) = f,

Se utiliza para describir varios fenomenos de transferencia, como la transferencia del calor en medios
isotropicos. En principio los operadores de onda y del calor pueden parecer similares, y de hecho
comparten ciertas propiedades pero también presentan diferencias significativas: las soluciones de la
ecuacion del calor estan asociados a fendomenos de difusion y no a fenémenos de propagacion de ondas.
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< La ecuacién

Y
P ot

describe la difusién en pequenas particulas.

V,pV)u—qu:f,

< La ecuacién de Flik

%c + div (we) = DAc+ f,

para difusién convectiva acompanada de una reaccion quimica; c es la concentracion, f es la produccion
de una sustancia, w es la velocidad y D es el coeficiente de difusion.

<> La ecuacién de Schrédinger

o h?
(zh& + %A - V(x)) P(z,t) =0,

donde h = 1,054... x 10727 erg-sec es la constante de Plank. La funcién de onda 1 describe el movi-

miento de una particula de masa M en un campo exterior de potencial V. La densidad |¢(z,t)|* d
es la probabilidad de encontrar una particula en el punto x en el instante .

83



6.7. Los operadores basicos.

6.7.1. Operadores diferenciales lineales ordinarios.

Los operadores diferenciales no triviales més simples son los de primer orden, de la forma

L:%fCLF:é, aeC. (55)

Se busca entonces una F € D/, solucion de

dF
— —aF =9. 56
e @ (56)
Sia=0, F/ = ¢ indica que F = H + C, donde H es la distribucion Heavyside y C' € C, ya que H' = §
y(F-H)=0=F-H=C.
Analogamente, pensando en la aplicacion F' — e~ ** F'| se ve que las soluciones de son F' = E+(Ce%",
donde E=H (z)e* y C € C:

% —alF = 5a
e (4 —aF) = e %5, (supp(6) =0),
flemR) = 6=dh
% (efawF _ H) = 0=
= e R _ [ = C

Por lo tanto, F(x) = e*® H(x) + Ce**. Reciprocamente, podemos ver que, dada ¢ € D,
(LF,p) = <F —iw - a<p> = / (e“IH(x) + Ce‘”) ( - i<,0(x) - ago(x)) dx
’ " dw R dx
> axr d ar d
—/0 e (%g}(z) + agp(x)) dx — C’/Re <%g0(x) + acp(sc)) dx

Por lo tanto, las soluciones fundamentales de son de la forma F' = e** H + Ce®*, con C' constante.

Observaciones:

= SiC' =0, F = E es la tnica soluciéon fundamental de (56)) con soporte en x > 0.
= Si C'= —1, F es la tnica solucion fundamental de con soporte en x < 0.
» Si C = 1 se obtiene la solucién fundamental simétrica F' = Lsg (z)e®”.

= Las soluciones fundamentales ' = E + Ce®® son analiticas en el complemento del origen. Luego,
por los resultados ya enunciados, el operador L es analitico-hipoeliptico; todas las soluciones de la
ecuacion homogénea Lh = 0 resultan soluciones clasicas, asi como también las soluciones de Lh = f,

con f € C(R).

= Fstas ideas se pueden generalizar al caso de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y luego a
ecuaciones de orden superior.
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Ejemplo 52. Sea I la matriz identidad y A una matriz cualquiera en RP*P. Definamos el operador:

0
L=I——-A
ox

y veamos cuales son sus soluciones fundamentales.

Completar

2

5‘56tH(S)H(t) =6 en S'(R?).

Ejemplo 53. Consideremos la funcion H(s)H(t) definida en R?, entonces

Completar

Ejemplo 54. (agregar otro ejemplo?)

Completar
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6.7.2. El operador de Cauchy - Riemann

La ecuacién de Cauchy - Riemann en el plano R? es:

L e+ @ o 67)

Reescribiendo f (z,y) = u (z,y) + 2 v (z,y), para f funciones diferenciables a valores complejos, resulta
equivalente al sistema

Ou_ov _
or oy
o o _
or oy
Efectuando un cambio de variables
— r = i(z+2),
2w 2B e fe),
zZ = x—. y = %(z—i)
1o} 0
%(J—%+£,
5 (zz>:<—>€—‘9f+af)
" ’6f of 882]‘ 0=/
L2l =92l
oz oy T oz

Luego, el operador de Cauchy - Riemann resulta
0 1 ( 0 n 0 )
S (I
0z 2\9x Ooy/’

i o _1(0 _,0 i _Rj 3
siendo 77 = 3 ( s Zay) el anti-operador de Cauchy Rlemann
Asi, la ecuacién (7)) es equivalente a 25 = 0; cualquier solucion f es independiente de Z.

z

El polinomio asociado al operador 7 €s ...
z

Completar

Al igual que el del operador de Laplace, éste sélo se anula en el origen, por lo que el operador resulta
eliptico.

Para buscar una solucion fundamental, es decir, E € D’ (R2) tal que

1 (O0FE 8E>_ _
5(&4‘@@ =0=06(z)®d(y),

se transforma la ecuacion mediante Fourier respecto de la variable vy ...

Completar

2
3Observacién: con este cambio de variables resulta 48262 = A, el laplaciano.
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6.7.3. El operador del calor

Se quiere encontrar las soluciones de la ecuacién

oFE

N —A,E =96, en R,

Para ello se utiliza la transformada de Fourier con respecto a las variables espaciales x, pensando

OF
oy (@) = AE(2,t) =8 (2) @6 (1).

Resulta la ecuacion ~
OF ~
o GO AT EE D =1() @i (). (58)

Luego,

At (%’f (& t) +4n ¢ E (g,t)) =R (L @ (1) =

=1 ®i),
S (et n) = 4@ enw),
AP R ) — 1(&) @ H(t) = C(€) ® 1(t).

Siendo C(§) una distribucion arbitraria de &, se puede elegir C'(£) = 0. Se tiene asi una soluciéon de ,

B(&t) =1 (@) @ H(r) = 1 H (1), (59)
Como FE es temperada, se puede realizar la transformada de Fourier inversa para recuperar E.
Puesto que
—QmZxkgk—Mtng_—Ahrt<25k+2 J%fk):
= —47%t ang —|—2 a:kfk ! ——x? —47‘(2ti#$2=
— 167242 " — 1672¢2" "
_ ) n 2 2 1 n 0
= —4m tz (fk + m:@) — @ZI’C’
k=1 k=1
se tiene

E(x,t) = F[E(&1)] (.t) = H(t) / e A IEP g m2mite e

R’n
Art| e+ — l| 1
:H(t)/e_ § - -
R’V‘L
B 2
— —ant( &t
=H(t)e 4t J] [e (k4t )d,gk_
k=lp,
£l n £l
-, ™
— t — n2e 4t
H(t)e ( Wt) H(t) (47t)
|

Resulta asi F (z,t) = (47rt)_"/ *H (t)e_?. Toda solucion de la ecuacion del calor se consigue anadiendo
a F una solucién de la ecuacién homogénea del calor.
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Propiedades de E:
@ E (z,t) es invariante bajo rotaciones espaciales, ya que depende sélo de |:17|2

@ E(z,t) € € (R™"! —{0}). Para ver esto alcanza con mostrar que todas las derivadas parciales de
t=n/2¢=12*/4t tienden a cero cuando t \, 0:

(~gtrt 4 ) e Yo sern
1z|2 1z ¢t

12
. - 0
t~Ze A (2—321’]») =-—Ftrlem 00 zeRrn

Enoseanulasit >0y E=0sit<0,porloque E no puede ser analitica en R"** — {0} (aunque
st lo sea en la region t # 0). El operador del calor resulta entonces hipoeliptico pero no analitico -
hipoeliptico.

Para verificar que E (z,t) = (2V/7t) “"H (t)e 3 es una solucion fundamental se observa que

=2

e At "
———dtdx = e” x%dt =
|x|j<‘r0<tf<r (2\/E) g‘|x\f<r (2\/717)

—f f e WP dyn—n/2qt < g2/ <

Como ademas de continua en R™ ™\ {¢ = 0} resulta integrable en B, (0) Vr >0, es E (z,t) € L}, (R"1),
por lo que actiia como distribucién via la integral como una distribucion regular.
Sea ahora ¢ € D (R"*!), luego supp(¢) C {(x,t) : |z| £ R, [t| £ R} para cierto R > 0.

(22— NE, o) = (%,0)—(AE,p) =

= 7<E,%—f+Axg0>:

R

= [ evan) e (%2 (0, 0) + D (2,1)) dtda =

R™ 0

= —lim [ f(?x/ﬁ) T emliE (% (z,t) + Ay (x,t)) dtdr =

L
€707 <lz|<R €

= — lim / / (2vrt) e 52 9¢ (x t) dtdx +
e—0+
eS[z|SR €
I
R
12
/ e_%AIgo (z,t) dtdx
eS|z|SR
IT
Ademas,
0 RBE i OF
/E St = Boll - [ ot =B @90 - [ ar
reemplazando,

I=— / E(z,€) ¢ (z,¢) do — / /Rga(a:,t)%f(x,t)dtdx.

eS|z|SR eS|z|SR €
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Por otro lado, utilizando el teorema de Green, se tiene

dp OF
EA,p — oA E)dx = / <E—— —)da.
/ (EAzp — pALE) an Y on

eS|z|SR |z|=€

g2 =2 ?
Como el gradiente resulta VE(x,t) = (4nt) 2 Zexp (|:c|> y el vector normal en la cascara

4t 4t
interior es n = ;, se tiene
||
2|2 e2
9F _ e (M) _f_er
Entonces,
_ 2 9 _€2
e 4t © € e 4t
(EALp — pALE)dx = 7,1/ —do — —7,1/ pdo.
/ @vVrt)" Joj=e O 2t (2V/7t) " Jjaj=e
eS|z|SR
Por lo que reemplazando,
R R .2 Py R 2
e T %) € e &
II:/ / (prEdIdt+/7n/ —dadtf/—in/ pdodt.
(2vt)" Jiaj=e On 2t (2v/t)" Jjai=c
€ eS[z|SR € €
OF r OF
<§ - ALE, <p> = 61_i>1$1+ / <§ - AwE> pdtdx + / E(z,e)p(x,€)dx+
eS|z|SR € eS|z|SR
o ]
R 2 R 2 P
€ e @ e T %)
Jr/fin/ @dadt—/in/ ——dodt
) 2t (2vV7t) " Jizj=c / (2v/7t) " Jizj=c ON

e

Como FE (z,t) = - satisface la ecuacion homogénea del calor en el sentido clasico en R™ x (0, c0),

(2v/)

resulta @ igual a cero.

Para el segundo sumando,

ERE
E(x,¢) ¢ (z,€)dr = == e_ﬂ(%/ﬂ) o(x,e)dx =
eéliél% (2vme) e§\a‘:]|1§R
— [ eyl
R{€ P VT X srgyyc n ) W)y

Como el integrando esta acotado por M e~ e 1 (R™) independiente de €, se puede pasar el limite
dentro de la integral. Entonces,

’ —Tr 2
lim @= [e W0 (0) xre (y) dy = ¢ (0).
R’IL

Por otro lado, como

Ik dwzf(fdo)dr:ffr"_ldadr:
loi<e o \s. 0%

=3[ [rmtdr = |3| 5
0

—1
Y

n
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donde |X| indica la superficie de la cascara de la esfera unitaria en R™, considerando ademéas que
‘ ‘—|Vg0><77\<K se tiene

o
M

|®|§f( )/‘g ’dadt+f; = /|go|dodt

|z|=e |z|=e

““\

—_— N
gMEn71 gMenfl
R _<2 2
e« Ic
<Mt [ (e DAt Ml —— _(1+£)RE
!(2\/7Tt)n (215 ) = (2\/E)n ( 26) =
< M spen-i-g R0

Para el caso de n = 2 se tiene

2 2

Ro—% D € e T
0 < - dodt <
| ‘_Gf 4t / ‘811' g C A4t / ol dordt =

22 4y2=c2 m2+y2:62
—_———— —_———
<2€7TM <2emrM

675/4t
f eMdt + f T A 2er Mdt =
M R —a . N
-5 = 4dt+ SM e | T =0,

R 676/4t
pues se puede ver que € [
€

dt — 0 utilizando el teorema de L'Hopital.

. <aalf A E,cp> = (0).
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6.7.4. El operador de Schrédinger

El operador de Schrédinger a coeficientes constantes en n-variables espaciales es

10
1 Ot o

Aunque la tnica diferencia con el operador del calor sea el factor ¢!

ecuaciones exhiben comportamientos muy diferentes.
Anélogamente al caso de la ecuacion del calor, se busca E tal que

en %, las soluciones de sendas

10F
fa——Al.E:(S en R+,
1 Ot

Por la transformada de Fourier se tiene que...

Completar
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6.7.5. El operador de ondas

Considerando, en un espacio (n+1)-dimensional R,,;1 donde las variables se indican con (1, ..., &,,t),
la forma
€ — P =&+ 6 -1 (60)
ésta se corresponde al operador diferencial, con variables (x1, ..., x,,t),
2 2 2 2
D:‘l_Az:(ﬁ) _(i) __”_(i> .
ot2 ot oy Oz,

Este es el operador de ondas, a veces llamado de D’Alembert. Las x; son llamadas las variables espaciales
y t la variable de tiempo. Es el operador usado para describir fenémenos de oscilacién y propagacion de
ondas.

Las operaciones lineales en R™*! que conmutan con [ son las mismas que las transformaciones lineales
en el espacio dual R,, ;1 que dejan invariante la forma cuadratica . Estas forman un grupo muy utilizado
en fisica para la teoria de la relatividad, el grupo de Lorentz.

El caso n = 1 es bastante elemental.

’E oL

e e IULLIC! (61)

Es conveniente el cambio de variables
s=t—z, y=t+w.

Sea ¢ € D (R2), otx)y oh (s,y) sus expresiones en las distintas variables, es decir,

S+y y—s
p(ta) = ¢ (t—at+a), ¢ sy =¢ (5L L7).
Luego,
2o rs+y y—s 0o (s+y y—s 2
ot 2 2 or 2 2 0s0y
Entonces

(B, ) ://E(t,x)g)(t,x)dtdx: %//E(s;”,y;s)w (5,) ds dy.
R2 R

Asi, la distribucién E queda definida en las variables s,y por

1 s+y y—s

El problema es ahora encontrar una E? solucion de

O 556, (62)

4 0sdy

siendo luego E (t,z) = 2E% (t — x,t + x). Reescribiendo,

o ( OF" 0
2 <43y) = 2 () @ o).
luego, b
438% — H(s) ®6(y) = 1(s) @ C1(y).

Eligiendo ¢; = 0, se tiene
0 0
— (4F° = (H H
By (4E%(s,y)) 3y (H(s)® H(y)),
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por lo que
4B (s,y) — H(s) ® H(y) = Ca(s) © 1(y).

Entonces, eligiendo adecuadas distribuciones Cy y Cs, las soluciones de (62)) resultaran sumas de:

Bi= HEO@H@), Bi=-H()0H (),

By=—{H()@H(~y), Fi=H(-s)®H(-y).

Asi se consigue la solucion fundamental E; del operador de ondas en R?,

B (t,x):%H(t—x)H(t—i—x).

t >0 . .
El soporte de E; es el sector { ti—i N 0’ y la funcién Ej (¢, x) es constantemente igual a % en el
interior de ese sector. Luego, su soporte sir;gular, es decir, el menor conjunto cerrado fuera del cual es una

t+z=0,

funcion suave, es exactamente igual al borde de ese sector, esto es la uniéon de los rayos { £>0
- K

{ z—t=0,
t>0, '
Anélogamente para las soluciones Es, F3 y E4 conseguidas al transformar Eg, Eg y Ei.

Para el caso general, considerando = € R™, después de transformar la ecuacion (61)) mediante la trans-
formada de Fourier respecto de las variables espaciales, queda

%—1—4772 EPE=6(1)®1(¢). (63)

Pasando al sistema de ecuaciones de primer orden asociado,

up:=FE, up ::%—fzuﬁ, (?;Tsjzu’2:—4772|£\2l77:—47r2|§|u1.
“:(Z;) M:(—47rg|5|2 (1)) fz(é(()t))’ ]:((1))
u = Mu+f,
Qu = Mu+4(t),
M (U _NMu) = e Mi5(t))=0(t),
(e M) = o)y =FHH=

= e Mu-H({t)j=c, ccR2

u=H (t)eMty+ eMic.

Tomando ¢ = 0, se tiene u = H (t) eM?.
Siendo I
Mt _ cos (27 || t) %
—2r |€]sin (27 |€]t)  cos (2w [€|t) )
se tiene
sin (2 [¢] ) sin (27 €] ¢) ,
P E— _— >l 7 N sin (2 ¢
My = om [€] =u=H(t) o [€] :ule:H(t)bméﬁ
cos (27 [§] ) cos (2 €] t) 7 [¢]

Se obtiene asi una solucion fundamental con soporte en la semirrecta t = 0,

sin (27 |€] t)

Er (t:6) = H (1) =

(64)
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. . 0 . .
Anélogamente, considerando ¢ = ( 1 ), se puede conseguir una solucién con soporte en t < 0,

- sin (27 [€] t)

E_ = —H(~t) = A (65)

Combinando estas dos soluciones, se obtienen mas soluciones de la forma

E=a(&)Ey+B(8E_, (66)

donde «, B son funciones medibles acotadas, o distribuciones temperadas de £ € R", tales que verifican
a+ B =1/2 para que E sea solucion de . Las distribuciones E dadas por 1@' son temperadas, como

resulta de y .

Para conseguir F se necesitaria aplicar la transformada inversa de Fourier. Sea ¢(z) una funcion test.
Se tiene

(Ey (t,2), ¢ (2)) <f§E+ (t,8).¢(8)) =
= (B, (,€), (Fo) (€)) =
— [ B9 (Fo) ©de = (67)
/E+ (t,8) fe’%” z€) o (z)dx) dE,
e «invirtiendo formalmente» el orden de integracién se obtendria

(B lt)o(e)) = [ (Jem OO, (1,6)de) ola)do =
= ([ OB (e o).

resultando
By (ta) = [ O8, (t.¢)de

Sin embargo, no es posible invertir el orden de integracion en (67)), pues la funcion

OB (1) pla) = Hie ot TETEID g

2r |¢]
no es integrable en R7 x Ry.
En efecto,
in (2 t
/ H(t)e”“@@M(p(x) dx d¢ =
2m [¢]
R;ng
[sin (27 [£] £)]
= H(t / ——" |p(x)|dx d§ =
0 | g et
R;ng
0 sit <O,
sin (27 €] ¢ .
= / |§7T|£|||)||ga(x)dxd£ sit >0,
R xR
e Jsin (2 [€] )] jsin (2n |¢] )
sin (27 sin (27
| B el de= /'“" e | e T
R xR

Se introduce entonces un factor de convergencia en la integral de (67), mas precisamente, se considera

la integral
/ Ey (t,6) el ( / e—z’”“%u)dm) de,

donde € > 0.
Se tiene que en &’ (R™)
e HE, (1,6) 75 B, (1,€).
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En efecto, si ¢ € &’ (R™), se tiene

lim (e IE, (t,6),9 (&) = lim [ e B, (1) v (©)d=0

e— 04 e— 04

y es licito pasar el limite bajo el signo integral, pues

eI B, (1) 1 (€)] £ ctelus (€)] € L' (R™),

y la constante es independiente de ¢ > 0. Por lo tanto,

o= [ Bt v(©de = (E+ 1.9).9(9).

Si ahora se considera

se tiene

(Ev (1), Fo () = lim (e IEL (£,6), Fp (6)) =

lim [ e “ElE, (¢,¢) (f e‘2m<$75><p(:c)dx) d¢.

[ 0+

En es licito invertir el orden de integracion. Se obtiene asi

E
([ errmimde B, (1,0 de) owis =

_ / (/ e=2mle =<l B, (1, ¢) dg) o(x)dz

Reemplazando en , resulta

(B} (t,), Fp(¢)) = lim (/6*2“@’9*6‘5‘@ (t,) d&) o(x)d,

e— 04

o0 sea,

(B o) o @) =t [ ([ e E, (1.6)de ) oo,

€E— 0+
lo que significa que

Ey(t,x) = lim [ e ?™@0-<lE, (1,¢) d,
€E—> O+
en el sentido Qe las distribuciones.
Sit<0, Ef(t,&) =0,V €R" y resulta

E+(t,ﬂf) = O, Vo € R™.

Sit > 0, en este caso

sin (27 [€] t) e2mlElt _ p—2milglt

B = = amEg

y resulta

B Ii wogy—ele €18 = e
+(t:2) —J&/@ Mg %
R‘ll

_ 61_1;118+/ e—elél -ezm(<m,£><£’£|§> t) B 62m(<m,g>+<§|’£|§> t) e

47 ||
R"L

_ 61_{D&/ e—elél :e2wz<<zé|t) ,£> _627rz<(m+|§t) ,§> .

4 €|

R
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Se puede resumir y ([70) poniendo
Ei(t,z) = H®U(t, x),

donde

ey 2 [ D).
/

y el limite debe entenderse en el sentido de la convergencia en &’ (R™).
Por lo tanto, resumiendo lo desarrollado,

(By (t,2), 0 (ta) = (By (t,€), Fp(£)).

Entonces, B
Ey (tx)= [ e ™8 E, (t,€)dE =

Ry
- in (27 |€]?)
= H t e 2ﬂ1<$7£> %df _
( )R{ 2m €]
=H(t) f e—2m1(z,) (e2ﬂ'z|£|t _ e—27rz|£|t) 47?55' _

Ry
=H (t)Rf exp (—2m <§, x— %t» —exp (—271-@ <§,33 + l%t>) ﬁﬁ‘ﬂ.

interpretando todas estas integrales con un factor de convergencia exp (—e|{|) escondido, como en el caso
del operador anterior.
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6.7.6. El operador de Laplace

Sea x = (z1,...,x,) en el espacio euclideo R™, el operador de Laplace es

d\? d\°
s () ()
0x1 ox,
En ciertos casos se puede encontrar que el operador de Laplace es definido como —A. Esto se debe a
que —A es un operador positivo, su transformada de Fourier es el cuadrado de la norma de la variable en

Ry, [¢].

Se podria proceder como en las secciones precedentes y reducir el problema a resolver una ecuaciéon
ordinaria con respecto a alguna de las variables, por ejemplo x,,, luego de una adecuada transformacion de
Fourier respecto a las n — 1 primeras variables. Pero en este caso esto resultaria antinatural. Al elegir una
de las variables se rompe la simetria béasica de la ecuacion, El operador de Laplace se utiliza justamente
en varias ecuaciones que modelizan fenémenos fisicos que tienen lugar en un medio isotropico. Es asi mas
conveniente usar un método que tenga en cuenta que este operador es invariante bajo rotaciones. La variable
a utilizar es la variable radial

r=|z| = (xf+---+x,21)1/2.

Las soluciones de Au = 0 son las clasicas, llamadas funciones armoénicas. Se puede empezar por analizar

las funciones armonica radiales, u (z) = U (r), r = |z| > 0.

Ny T O (3N (L5
axj_U(r)|x\’ (%v?_U(r)(r) +U () roor
Au=U" () + o) =0,

rU" (r)+(n—-1)U"(r)=0, r>0.

Sin =2,
rU"” (r)+ U’ (r) =0,
(U’ =0,
rU’ = ¢y,
U(r)=cilogr+ ca.
Sin >3,

rU" (r)+ (n—=1)U" (r) =0,
U (r) + (n— 1) r" 72U’ (r) = 0,
(r”_lU’)/ =0
rly = 1,
U'=cyri
U(r)=cir® " +co.
Si se tiene una solucion fundamental F, E + u también sera solucion fundamental si u es armonica.

En base a la idea de buscar soluciones invariantes bajo rotaciones, se observa que las tnicas funciones
armonicas radiales que lo cumplen son las constantes.

Como el polinomio caracteristico de la ecuacion AE = § resulta 27 + - - - + 22 que obviamente se anula
sblo en el origen, el operador de Laplace es de tipo eliptico. Por los resultados ya mencionados, este operador
es analitico - hipoeliptico.

Consiguiendo una soluciéon fundamental del operador de Laplace invariante bajo rotaciones, resultara
que toda otra solucién fundamental también invariantes bajo rotaciones diferira de ella en una constante.

Sea u una distribuciéon en R™ definida por una funcién localmente integrable que dependa sélo de 7,
indicada por f (r). Entonces, para ¢ € D (R"),

(u,0) = [Fr)yp(x)de=[[f(r)e@rz)r"tdrdi =

- }S"*1| Zfof (r) gy (r) r"~dr,

97



donde ¢y (1) = ¢y (x), siendo para una 1 localmente integrable

e () = |71 / ¥ (i) di

la funcién promedio de 1 sobre la esfera de radio r = |z| y \S"‘l‘ la medida de la céscara de S"~!, esfera
unitaria en R™.

Utilizando los célculos anteriores y reemplazando ¢ por Ay, se tiene

(,Ap) = |Sm] T’ £ (1) (A), (r)rdr =

=18 [ () (& 4 mey de gy et gy
0

T dr

= |5 ) L (et
0

Asumiendo que f es derivable con respecto a r y también localmente integrable en R™, integrando por
partes se tiene

df dpy -
n—1 n—1
(u, Ap) = —|S |/d7‘ o dr.

Observando que
d
/ Dy = 0 (0) = 000).

se necesitaria determinar un f localmente integrable que dependa so6lo de r y verifique

d
Tnlf

o =15 U7 e,

consiguiendo asi
(u, Ap) = (Au, ) = ¢ (0) = (5,¢) .

Revisando los calculos anteriores, se consigue una solucion particular al tomar f (x) = F (r), con

% log r, si n=2,
F(r)= ) ) .
_WW S1 n 2 3.
Como el elemento de volumen en R™ puede ser visto como ! dr df, se ve que f (r) resulta localmente
integrable asi como también sus derivadas con respecto a r.

Reescribiendo la soluciéon fundamental E de A definida por la funcion F (r), de se tiene

fgoh (r)rlogr dr, si n=2,
0
(E,p) =

oo

—ﬁofson(rﬂdr si n> 3.
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