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Capitulo 1

Punto flotante y redondeo

El objeto de este capitulo es analizar la representacién de los niimeros en una computadora y la
propagacion de los errores de redondeo al realizar calculos.

Como la cantidad de informaciéon que puede guardarse en una computadora es finita, la maquina
trabajard sélo con un conjunto finito de nimeros. A estos los llamaremos nidmeros de mdquina.
En consecuencia, toda vez que de nuestros datos o calculos surja un ntimero que no pertenece a
este conjunto finito, éste debera ser reemplazado por una aproximacién (el nimero de maquina
mas cercano). Este reemplazo da lugar a lo que llamamos errores de redondeo.

Al realizar célculos estos errores de redondeo se propagan y esto puede llevar a resultados
totalmente incorrectos como veremos en algunos ejemplos simples.

En las aplicaciones del calculo numérico es practicamente imposible determinar exactamente la
magnitud de los errores de redondeo. Lo que si puede hacerse, y es de fundamental importancia,
es identificar las posibles causas de que los errores se propaguen mas de lo admisible. Esto
permite mejorar los algoritmos o determinar que método es mas conveniente para resolver un
problema. Un claro ejemplo de esto, que veremos mas adelante, aparece cuando se utiliza el
método de eliminacién de Gauss para resolver un sistema de ecuaciones lineales. En este caso,
el andlisis de la propagacién de errores permite determinar la forma més eficiente de aplicar el
método.

Por otra parte, es fundamental distinguir cuando la propagacién excesiva de errores se debe a
que el algoritmo utilizado es “malo” o inestable o a que el problema en si mismo estd “mal
condicionado”. En el primer caso se puede (se debe!) tratar de mejorar el método de resolucién
mientras que en el segundo caso el problema es més esencial. Los ejemplos que presentaremos
ilustraran estos dos casos.

1. Punto flotante

En lo que sigue supondremos que los niumeros de maquina son los que aparecen en la pantalla.
Esto no es exacto pues en realidad la computadora opera internamente con los ntimeros desar-
rollados en base 2 y no en base 10. Este abuso de lenguaje es sélo para mayor claridad (el lector
podré observar que todo nuestro andlisis puede repetirse trabajando en base 2).

Observemos primero que un nimero real cualquiera, € IR, > 0, puede escribirse como
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1
z=0,a1az...a;...10' = r x 10, E§r<1 (es decir,ay # 0)

Pero en una computadora no se pueden poner infinitos digitos. Por lo tanto, se trabaja sélo con
numeros de desarrollo finito y de una longitud dada. De la misma forma, el exponente [ (es decir
el orden del nimero) estara limitado a cierto rango. En consecuencia los nimeros de mdquina
seran de la forma

x:O,alag...amlol:qxlol — M <1< Ms,,a1#0
mas los correspondientes negativos y el cero. Los niimeros m, M7 y My dependen de la maquina.
Esta representacién de los nimeros es la que se llama de punto flotante.

Los numeros de mdquina forman un conjunto finito de ntmeros racionales. La cantidad de
ntimeros de méquina que hay entre 1/10 y 1 es,

#{x /1/10<z <1} =9 x 10m L.

En general, la cantidad que hay entre 10 y 10'T! es también 9 x 10™~!. Esto nos dice que
los nimeros de mdquina no estan uniformemente distribuidos. Si lo estd el subconjunto que
estd entre 10 y 10'T! para cada I. En particular, los niimeros més grandes estdn més separa-
dos. Resulta 1til para la comprensién hacer un dibujo de los niimeros de méquina en la recta
numérica (Ejercicio). Al analizar la propagacién de errores de redondeo se aclarard por qué esta
distribucién de los ntimeros es més razonable que una uniforme.

Sea = € IR. Para simplificar notacién supondremos x > 0 (claramente todas las consideraciones
que haremos se aplican andlogamente a los nimeros negativos). Hay dos posibilidades: que x
esté o no en el rango de los nidmeros de mdquina. Si al hacer calculos aparece un nimero en
la segunda situacién, por ser muy grande o muy chico, la computadora nos dard un mensaje
indicandolo.

Supongamos entonces que = esta en el rango de la maquina, o sea,

x:O,alag...am...lOl MlglgMg,al#O
Este x estd entre dos nimeros de maquina,

/ "
r<zx<czx

Supongamos, para simplificar, que a,, # 9 (analice el lector el caso contrario). Entonces tenemos

' =0,aias... amlol

2" =0,a1az ... (ap +1)10°
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2. Redondeo

Hay dos formas de aproximar a z. Una es por truncamiento: se elige siempre z’ es decir el mayor
de los ntimeros de maquina que son menores que x. La otra forma es tomar el mas préximo a x
entre 2’ y 2. A esta forma de aproximar se la conoce por redondeo y es la que usan habitualmente
las computadoras.

Veamos que error cometemos al aproximar un nimero por redondeo. Usaremos la notacién

¥ = x redondeado

El error absoluto serd

* 11 l

Mientras que el error relativo se puede acotar de la forma siguiente

v —a*] 1 10t-m
lz|  ~ 20,a1a2...am...10!
y €omo
1
0,a1a2...0pm, ... > 0

se tiene que

M <5x107™
|z|

Es decir que el error relativo es del orden de 107" si nuestra méaquina trabaja con m digitos.

Es importante observar que, si bien el error absoluto que introduce el redondeo depende de la
magnitud del nimero, el relativo, que es el mas significativo, es independiente de ésta, estd con-
trolado en términos de la cantidad de digitos con la que trabaja nuestra computadora (Ejercicio:
meditar que tiene que ver esto con la distribucién no uniforme de los nimeros de maquina).

Si tenemos

¥ =0,a1as...a,10, a1 #0

decimos que conocemos a x con m digitos significativos, lo que equivale, segin vimos, a conocerlo
con un error relativo del orden de 10~™. Observar la importancia de la condicién a; # 0: de lo
contrario los digitos dejan de ser significativos.
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Observemos que

¥ =z(l+9)

con

0] <e=5x10""

Este € es el error de redondeo unitario, es decir, que el error que se comete al aproximar = por
x* es x0 con |d] < g, de esta forma el error |x — x*| serd menor o igual que ¢|z|.

Este valor, €, depende de la méquina y se lo llama el € de la mdquina. Recordemos que, segtin lo
comentado antes, el verdadero € de mdquina no es exactamente éste debido a que la computadora
trabaja en base 2. Pero desde el punto de vista préctico sélo interesa el orden de € (y éste si es
correcto!).

Ejercicio: calcular el € exacto suponiendo que la méquina trabaja en base 2 con k digitos.

Otra forma de interpretar el significado del £ de la maquina es la siguiente: € nos dice cudl es el
menor ntmero tal que, en la maquina,

1+e#1

O sea, si se le suma a 1 algo menor que ¢, “desaparece” debido al redondeo. En efecto, segin la
méquina tendremos

144%x107™=1,0...04=0,10...00 x 10 =1

en cambio,

14e=1,0...06=0,10...01 x 10 # 1

Si sumamos exactamente € el resultado dependera de como redondee la méquina en el caso en
que z equidista de dos numeros de mdquina, es decir, cuando la cifra m + 1 es justo 5.

Ma3s en general, el orden del menor ntimero que sumado a un x da, en la maquina, un resultado
distinto de x es ¢|z|.

Es fundamental observar que € no es el menor ntimero que se puede representar en la maquina
(v estd muy lejos de éste!l). Este tltimo depende de M; y no de m.

Veamos ahora algunos de los problemas que surgen debido al redondeo.

Empecemos por sumar dos nimeros. Como vimos, si sumamos dos nimeros de ordenes muy
distintos, el mas chico puede “desaparecer”. Por ejemplo, sim =5y
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x = 78473000; y=24

tenemos

¥ =0,78473 x 10%; y* = 0,24 x 10°

es decir que x e y son numeros de mdquina. Entonces,

x4y = 78473024

y por lo tanto,

(x+y) =078473 x 108 = 2" =z

En particular, esto nos dice que si tenemos que sumar varios nimeros xi,Is,...,TyN conviene
hacerlo de menor a mayor (;Por qué?).

En el ejemplo anterior el problema no es muy importante ya que no se pierden digitos significa-
tivos, es decir, el orden del error relativo no se agranda (se estd perdiendo la informacién de un
numero que es despreciable respecto del otro sumando).

El problema es mucho mas serio cuando deben restarse dos niimeros parecidos. En este caso,
debido a lo que se conoce como “cancelacién catastréfica”, pueden perderse digitos significativos
0, en otras palabras, agrandarse mucho el error relativo.

Consideremos como antes m = 5 y tomemos

z = 0,372154876; y = 0,372023264

entonces,

z* = 0,37215; y* = 0,37202

y por lo tanto,

z —y=0,000131612

mientras que

z* —y* =0,00013 = 0,13 x 1073

Observemos qué sucedid: x e y estaban representados con 5 digitos significativos pero al restarlos
quedaron sélo 2 del resultado. En consecuencia el error relativo crecié de manera tal que si bien
el error relativo en x e y era del orden de 1072 el del resultado es del orden de 1072,
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Como conclusion observamos que hay que tratar de evitar restar nimeros “casi iguales”. Por
ejemplo, supongamos que queremos calcular

y=vVar:+1-1

para valores de x pequenos. Si lo hacemos directamente, estamos en la situacién anterior. En
cambio podemos proceder de la siguiente manera:

(Va2 4+1+1) (Va2 +1+1)

y utilizar la iltima expresién para calcular y. Si los calculos fueran exactos ambas férmulas darian
el mismo resultado pero, debido al redondeo, dan resultados distintos. Por ejemplo, trabajando
con 5 digitos, si x = 0,0312 obtenemos con la primera férmula y = 0,0004 (un solo digito
significativo si bien conociamos x exactamente). Mientras que con la segunda, y = 0,00048662
(que tiene cuatro digitos significativos correctos).

yeVE o1 VI D(Val+ 14 72

El mismo problema surge al calcular y = x — senx para x pequenio. En este caso se puede usar
el desarrollo de Taylor,

B _373 oz’
y—m—senx—§—5+ﬁ...

y calcular y sumando los primeros términos de la serie.

Otro caso en el que la cancelacién de digitos significativos puede presentarse es en la resolucion
de una ecuacién cuadratica

ax’ +br+c=0

si utilizamos la formula habitual

B —b+ Vb% —4dac —b—Vb? —4dac

2a Y 2= 2a

I

Consideremos por ejemplo,

22 —10°24+1=0

Los primeros digitos exactos de las raices son

z1 = 99999,99999

z2 = 0,000010000000001
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Usando la férmula para xo tenemos

10° — V1010 — 4
2

Si trabajamos con ocho digitos el 4 desaparece y xo resulta igual a cero. Otra vez hemos restado
dos nimeros parecidos!

To =

Esto se puede solucionar calculando primero z; y luego obtener x2 usando que x3 = %

En general, la forma correcta de encontrar las raices en el caso en que ac sea despreciable respecto
de b, es calculando primero

_ —b— sign(b)vb? — dac
= 2a
y luego la otra raiz como hicimos en el ejemplo. De esta forma se evita la pérdida de digitos
significativos.

Un problema fundamental del calculo numérico es la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.
Veamos cémo los errores de redondeo pueden afectar la solucién atn en problemas de dos
ecuaciones con dos incognitas. Tratemos de resolver el siguiente sistema utilizando el método de

eliminacién de Gauss,
e 1 z\ (1
11 y )\ 2

Pongamos, a modo de ejemplo, ¢ = 107 y supongamos que la méaquina trabaja con cinco digitos.

Multiplicando la primera fila por % = 10% y restdndosela a la segunda obtenemos

(510 ) (5)= ()

pero, con el redondeo a cinco cifras nos queda

1076 1 z\ 1
0 —106 y )\ —106
(perdimos la informacién de la segunda ecuacién!).

Mientras que el resultado exacto es

1076 1 z ) 1
0 —999999 y )\ —999998
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Hasta aqui el error no parece grave. Pero veamos: si utilizamos la matriz obtenida con la maquina
y despejamos de la segunda ecuacién obtenemos la solucién ¢y = 1 y luego, reemplazando en la
primera, =’ = 0.

Pero la solucion verdadera es

1-2x107° L
YT 1100 Y
1

_ _
T R

Observemos que z — 2’ = z = ﬁ es aproximadamente 1. Ademés el error relativo es 1

(catastréficol).

Analicemos qué sucedié. Al hacer las restas 1— %, 2—% se introduce un pequenio error en la matriz
triangulada que se propaga a la solucién. Este error, al perder la sexta cifra, no es significativo
respecto de y pero al reemplazar en la primera ecuacién queda,

ex' =114, y entonces r=—-(1-19)
€
Esto implica que el error y* — y se amplifica por un factor % dando lugar a un error grande en x.

Veamos ahora que pasa si hacemos el mismo proceso de eliminacién de Gauss pero intercam-

biando las filas de lugar. Queda
11 z\ (2
1076 1 y )\ 1

Operando (fila 2 - ¢ fila 1), obtenemos

(ot ) ()= (amalons )

y con el redondeo a cinco cifras nos queda
2
1

11 T\

0 1 y )
que tiene como solucién 3/ =1, 2’ = 1.
L Qué pasd? El intercambio de filas permitié obtener un resultado correcto evitando la propa-
gacién catastréfica del error que se daba en el otro caso. Veremos mas adelante que esto es algo
general: conviene elegir como “pivote” (elemento por el que se divide) para la eliminacién de
Gauss el que tenga mayor valor absoluto.

En este ejemplo, la primera forma de resolver era un algoritmo “malo” o inestable en el sentido
de que amplificaba los errores llevando a resultados absolutamente erréneos. Sin embargo, esto
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se soluciono intercambiando el orden de las filas, o sea, modificando el algoritmo. Esto muestra
que el error en el primer caso se debia a la forma de resolver y no a algo inherente al problema
en si mismo.

Hay casos de naturaleza esencialmente diferente en los cuales el problema que se quiere resolver
estd “mal condicionado”. Esto significa que pequenios cambios en los datos implican grandes
cambios en la solucién. Esto hace que los errores de redondeo puedan amplificarse mucho inde-
pendientemente del método que usemos para resolverlo.

Veamos un ejemplo de esto. Supongamos que nuestra méaquina trabaja con 3 digitos y trunca.

Resolvamos el sistema
0,780 0,563 x\ ([ 0,217
0,913 0,659 y )\ 0,254

La solucién exactaes x =1, y = —1.

Teniendo en cuenta lo visto antes, intercambiamos filas antes de hacer la eliminaciéon de Gauss.

Obtenemos
0,913 0,659 xz \ _ [ 0,254
0 0,001 y /  \ 0,001

y en consecuencia ¥y’ = 1 y 2’ = —0,443 que no tiene nada que ver con la solucién exacta. En
particular, el error es mayor que la solucién mismal

Lo que sucede en este ejemplo es que la matriz estd “mal condicionada” (més adelante precisare-
mos lo que esto significa) y habrd problemas independientemente del algoritmo que utilicemos.

Otro ejemplo de problema “mal condicionado” es el siguiente. Las raices de

(x—2)?=10"°
Sson
1 =2+10"3 zo=2—-1073

en cambio, las raices de

(z—2)2=0
son r1 = x9 = 2.
Este ejemplo trivial muestra que un pequeiio cambio en un coeficiente de la ecuacién polinomial

puede dar lugar a un cambio de otro orden en las raices. En este caso, un cambio de 1076 en el
término independiente origina un cambio de 1072 en las raices.

Un ejemplo més interesante es el estudiado por Wilkinson en 1963. Se trata de calcular las raices
de
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p(x)=(z—1)(z—2)...(x —19)(z — 20) = 22 — 210" + .. ..

Wilkinson demostré que al cambiar el coeficiente —210 por —210 — 2723 las raices 16 y 17 se
transforman en el par complejo

16,73 ... 4+12,812. .. 16,73 ... —12,812. ..

Para finalizar, veamos otro ejemplo de algoritmo inestable. El problema consiste en calcular

1
En:/ z"e" b da n=12,...
0

Integrando por partes se obtiene

1 1
E, :/ 2"e® 1 dr = "t |} —/ nx" te* ! dx
0 0
es decir
En =1- nEn_l
y es facil ver que
E1 =1 / e
con lo que tenemos definida la sucesién F,, en forma recursiva.

Usando esta relacién recursiva para calcular con una méquina que trabaje con seis digitos se
obtiene,

E; ~ 0,367879

E5 ~ 0,264242

E3 ~ 0,207274
Ey ~ —0,0684800

cuando en realidad

FE9 ~ 0,0916
con lo que el resultado computacional es pésimo.

En este caso lo que sucede es que el error de E,,_1 se amplifica multiplicindose por n. Entonces
en nueve pasos se multiplica por 9!, obteniéndose un error de

9! x error inicial = 9! x 4,412 x 107" ~ 0,1601

que resulta mayor que el verdadero Fy.
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Como conclusién el algoritmo es malo. Pero observemos que no lo es el problema en si mismo.
Como alternativas podemos calcular F,, por integraciéon numérica o bien hacer el siguiente truco.
Observemos que

B 1-FE,
1=
n
y €Omo
! 1
Eng/xndx: —0
0 n+1

1

podemos empezar de Foy ~ 0 e ir hacia atras usando E,,_1 = _TE” Este algoritmo es estable

(el error en cada paso se multiplica por algo menor que uno).

Como conclusién, los ejemplos analizados en esta seccion muestran la diferencia entre el caso
en el cual la amplificacién de los errores de redondeo se debe a que el problema estd “mal
condicionado” o “mal planteado” y el caso en el que dicha amplificaciéon se debe al uso de un
“algoritmo inestable”. Es fundamental distinguir entre ambos casos y, por otra parte, encontrar
las causas de la propagacion indebida de errores con el objeto de mejorar los algoritmos.

3. Ejercicios

1. Utilizando el método de redondeo:
a) Hallar el nimero de maquina mas préximo a 125,6 y a= 126 si trabaja con
= Base 10 y mantisa de 2 digitos.
= Base 2 y mantisa de 8 digitos.
b) Verificar para x = 125,6, la conocida cota para el error relativo
x
si e = 1/26' donde B es la base y d la longitud de la mantisa.
c¢) {Cudl es, en cada caso, el valor que da la maquina como resultado de las operaciones
126 + 125,6 y 126 — 125,67 ;Cudl es el error relativo de estos resultados?
2. Utilizando el método de truncamiento:
a) Rehacer el Ejercicio 1, con el e correspondiente, es decir: € = B4 donde By d
son como antes.
b) Demostrar que, en este caso, € es el menor nimero de maquina tal que 1 + € # 1.
,Cudnto da 8 + €?
3. Mostrar que fl(x) tiene (para ambos métodos) una escritura de la forma

fl(@) = x(1 + 0z)

donde |6, < e. (Usar la cota para el error relativo).
4. Pérdida de digitos significativos:
a) Six,y > 0 demostrar que

x4y — fI(fl(z) + fl(y))
Tty

< 2¢ + €2
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10.

11.
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Observar que en la expresién 2e + € el valor de €2 es despreciable dado que € es
pequeno.

b) Si x e y no poseen el mismo signo, ;puede repetir la misma cuenta? (Sugerencia:
recordar el error relativo de 126 — 125,6 en el ejercicio 1, item (c), utilizando la
computadora binaria con mantisa de 8 digitos.)

Un ejemplo que muestra que algunas de las reglas de la aritmética no son vélidas para
operaciones de punto flotante.

a) Intentar anticipar el resultado de los siguientes calculos:

B @T+5+5 (i) I+ (5+5)
(iii) (14+5)+5) -1 (iv) (1+(5+9) -1
b) Efectuar estos calculos usando Matlab y comprobar las predicciones hechas.
Hallar la raiz menor en moédulo de la ecuacién

22 — 40z + 0,25 = 0,

utilizando aritmética de 4 digitos y comparar con el resultado obtenido utilizando arit-
mética exacta. Calcular el error relativo y asegurarse de comprender de dénde viene la
pérdida de digitos significativos. ;jSe le ocurre cémo calcular con mayor precision dicha
raiz? ;Cual es el error relativo con el nuevo método?
Hallar una forma de calcular sin pérdida de digitos significativos las siguientes cantidades,
para x ~ 0:

(a) (a+z)" —a"

(b) a—-vVaZ-—=x

(c) cosx — 1
(d)  sen(a+ x) — sen(«)
Se pretende calcular las sumas Sy = Z]kV:1 ar con N € IN. Llamemos Sy al valor

calculado que se logra de hacer fl (ﬁv_\l +an).
N

1 _
a) Sy = Z T Mostrar que Sy se estaciona a partir de algin N suficientemente
k=1
grande. Deducir que a partir de entonces Sy # Sn.
N o—k+100 4 q

k

b) Idem (a) para la suma Sy = . Encontrar, haciendo un programa en
k=1
Matlab, el valor de N para el cual Sy se estaciona.

El desarrollo de Taylor de la funcion e” proporciona una forma muy inestable de calcular
este valor cuando z es negativo. Hacer un programa en Matlab que estime e~ 12 evaluando
el desarrollo de Taylor hasta grado n de la funcién €* en z = —12, paran =1,...,100.
Comparar con el valor exacto: 0,000006144212353328210 ... ;Cuéles son las principales
fuentes de error? Realizar otra estimacién= de e~'? con algtin otro método que evite los
problemas del método anterior (Sugerencia: Considerar e™ = 1/e").

Calcular en Matlab los valores: sen(m/2 + 27107) ¢= on 1 < j < 18. ;Cudnto deberfa
dar? ;Qué estd pasando?

Aproximacion de la derivada de una funcién.

a) Llamamos derivada discreta de f en x =1 al valor

PO (RIS (V)
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Utilizando el desarrollo de Taylor, demostrar que

)~ dfO < /D)2 +o(h) (> 0)

siempre que f sea suficientemente derivable.

b) Considerar la funcién f(z) = x2. Hacer un programa en Matlab que calcule los
valores de dj f(1) para aproximar f’(1), ddndole a h los valores 107!, 107179,
107178 ..., 107! y grafique los resultados obtenidos. Decidir si estos se contradi-
cen con el resultado del item anterior. Hacer un analisis de los céalculos efectuados
para calcular dp, f(1), teniendo en cuenta que la maquina utiliza aritmética de punto
flotante.

¢) Repetir el item anterior, ddndole otros valores a h, de modo que el resultado resulte
més confiable.

Las funciones de Bessel J,, se pueden definir del siguiente modo:

In(z) = / cos(xsend — nb)do.
™ Jo

y verifican que |J,(z)| < 1. Se sabe ademds que J,,11(z) = 2n/xJ,(x) — J,—1(z). Con

los valores estimados Jy(1) ~ 0,7651976865, J1(1) ~ 0,4400505857 y la recurrencia

dada, hacer un programa en Matlab para calcular Jo(1), J3(1), ..., Jig(1). Decidir si la

condicién |Jp(z)| < 1 deja de satisfacerse. ;Qué esta sucediendo?

Dada la funcién @ : IR — IR definida por

> 1
x>_;k(k+x)’

consideramos las siguiente dos maneras de estimar numéricamente el valor de ®(x) para
un z fijo:

= sumar los primeros n términos de la serie ®(x),

= teniendo en cuenta que ®(1) = 1, definir

> 1 1-2z
\Il(:c):@(x)q)(l):;(k(k+x) k‘—I—l Zkkz—l—l (k+z)’

luego expresar ®(z) =1+ ¥(x) y, de este modo, estimar ®(z) como 1 mas la suma

de los primeros n términos de la serie ¥(z).

Predecir cudl de las dos maneras converge mas rapidamente. Luego, hacer un pro-
grama que calcule y grafique el resultado obtenido con los dos métodos propuestos para
calcular ®(0), con n = 1,...,100. Comparar con el resultado exacto, que es % .
Algoritmo para calcular 7

Comenzar inicializando las variables a, b, c,d y e del siguiente modo: a = 0, b = 1,
c=1/v2,d=1/4, e = 1. Luego, iterar n veces en el orden dado las siguientes férmulas:

b+c
2 )
Finalmente, el valor de 7 puede estimarse como f = b?/d, o como g = (b + ¢)?/(4d).

Hacer un programa que calcule los valores de 7w estimados por f y g cuando n =
1,2,...,10. ;Qué estimacién converge mas rapido? ;Cuan precisos son sus resultados?

a=b, b=

c=+/ca, d=d—elb—a) e=2e.
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El valor de 7 correcto hasta 36 digitos es
m = 3,14159265358979323846264338327950288



Capitulo 2

Normas y condicionamiento de una matriz

Consideramos el sistema de n ecuaciones con n incégnitas
Ax =b

con A € R x € R" y b € IR" y nos preguntamos cuanto afectard a la solucién un error
en el dato b. Para poder dar una respuesta debemos decidir primero cémo medir el error. Es
decir, necesitamos dar alguna forma de medir vectores de IR"™. Una forma posible es utilizar la
longitud o norma euclidea del vector, o sea,

lzllz = /2% +--- 4}

Pero ésta no es la tinica medida razonable y en muchos casos es conveniente trabajar con otras.

Por ejemplo, podemos decir que un vector es “chico” si lo son todas sus componentes y tomar
?

entonces como medida de x la siguiente, llamada “norma infinito”,

e = miix foi

Otra eleccion natural es la “norma uno”,

[l =[] 4 -+ |2

0 mas en general la “norma p”,

3=

_ P... P
]l = (lza” + -+ [2n]?)

con 1 < p < 0.
Todas estas formas de medir resultan equivalentes en el sentido de que, si « es “chico” en una
de las normas entonces lo es en cualquier otra, puesto que una norma es mayor que la otra salvo

una constante que depende sélo de n. Por ejemplo, utilizando la desigualdad de Schwartz se
obtiene

]l < v/l

y por otra parte, es facil ver que,



16 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO

2 < [ll[x

También se verifica facilmente que

2]l < {2l < 7|20

Maés en general, decimos que una norma en IR” es una manera de asignar a cada = un nimero ||x||
de tal forma que se verifiquen las siguientes propiedades, andlogas a las que cumple la longitud
usual,

1) |lz]| >0 Vz € R"™

2) |lz|| = 0 siy sélosi x =0.

3) 1Az] = |A|]|z|| VA e R, Vo € R"

4) |lz + yll < [l + [l Vo € R", Vy € IR™ (desigualdad triangular)

Una vez que sabemos como medir vectores podemos hablar también de la distancia entre dos
vectores z e y la cual estd dada por || — y||. En particular, esto permite hablar de convergencia
de sucesiones: x,, =  si ||z — z,|| = 0.

Tanto para medir el error como para analizar la convergencia de una sucesion elegiremos la
norma que nos resulte mas conveniente en cada caso. Esto estd justificado por el hecho de que
todas las normas son equivalentes: convergencia en una de ellas implica convergencia en cualquier
otra. Mas atn, se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 2.1. Dadas dos normas en R™, || || y || ||, existen constantes Cy y Co que dependen
solo de n y de las normas consideradas (en particular, son independientes de x) tales que
Cillzl| < [lz]" < Collz]] V2 e R"

Demostracion. Basta ver que una norma cualquiera || || es equivalente a la norma euclidea usual,
| []2. Sea {e;} la base canénica de IR™ y definamos la constante C' = (31, [le;]|?)*/?, la cual
depende sélo de n y de || ||. Utilizando las propiedades de la norma y la desigualdad de Schwartz
obtenemos

lzll = 1) wieall < D laillledl < O laal) (Y lleill*)!/? = Cll]lz (2.1)
i=1 i=1 1 i=1

=

Queremos ver ahora que existe una constante K tal que

[zlls < Kljzf} Vo eR" (2.2)
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Supongamos que una tal K no existe y veamos que se llega a una contradiccion. En efecto, si
(2.2) no se cumple para ningiin K tenemos, en particular, que dado m € IN, existe y,, € R™ tal
que

[Ymll2 = m[|ym|l
y lamando 2., = Yy /||ym||2 obtenemos ||z, |2 =1y

1
< = 2.
lmll < — (23)

pero, toda sucesién acotada en la norma euclidea tiene una subsucesién convergente. Entonces
existe una subsucesion de (z,,), (z,,) tal que

27 — 2ll2 =0
para cierto x € IR"™. Pero entonces por (2.1), también vale que

Iz, — 2l =0
Por otra parte, por (2.3) tenemos que ||z],]| — 0 y en consecuencia, por unicidad del limite,
resulta x = 0. Pero observemos finalmente que, por la desigualdad triangular,

lrall2 = ll2ll2| < ll25, — 2|2

/

ll2 = ||z]|2 = 0, finalizando la demostracién. m

y entonces se llega a la contradiccién 1 = ||z

Ahora si, estamos en condiciones de abordar el problema de cémo afecta el error en los datos a
la solucién de un sistema lineal cuya matriz A es inversible. Si se reemplaza el dato b por b+ Ab,
la solucién z del sistema serd modificada de tal forma que tendremos

A(z + Ax) = (b+ Ab)
0 equivalentemente,
AAx = Ab

y nos preguntamos que relacion hay entre

[Az] v |AD]
] Il
Veamos primero el siguiente ejemplo simple,

41 28 [ 41
9,7 6,6 ze ) T\ 97

La solucién es
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()

bl =13,8  flzfi =1

;o (411
b=b+Ab= < 9’70)

;. ([ 0,34
T =x4+ Ax = ( 0797)

Observemos que

Si modificamos b poniendo

entonces la solucién es

y se obtiene en consecuencia

|Ab|l; = 0,01 |Az|y = 1,63

con lo que el error relativo se amplific6 mucho, en efecto,

[Ab]x
1611

=0,7246 x 1073

mientras que

= 1,63

Nuestro objetivo es tratar de entender a qué se debe este comportamiento y poder predecir,
dada una matriz A, cudl serd el factor de amplificacién del error relativo o, al menos, dar una
cota de éste en términos de A.

Analicemos primero el caso de una matriz diagonal.
)\1 0 T o b1
0 Ao xy )\ b2
La solucion es (si A1, A2 # 0)

Por ejemplo, si

entonces,
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Si ponemos b’ = b+ Ab con

entonces,
I Azs = 100Ab
L™ 1000 27 2
obteniéndose
109 [Ablla_ [[Axl;
1012 |2

es decir que el error relativo se multiplicé por 10°.

Si en cambio elegimos
[ Al (0
w=(5) =)

1
- 1000

tenemos entonces,

Az Aby x9 = 100b2

y en consecuencia,

L [[Abllz _ [|Axls

10° iolla - l=ll2

19

o sea que en este caso el error relativo se redujo en un factor 10°. En general, para una matriz

diagonal

(A0
A=(7 )

con |A1] > |Az], el error relativo puede multiplicarse por

en el peor de los casos y por
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en el mejor de los casos.

En general, el error tendrda componentes en cualquier direccién por lo que es de esperar que si

A . .
I/\—;I es grande los errores relativos se amplifiquen.

El mismo anélisis puede hacerse en IR™. Si A es una matriz diagonal

AN - 0
A=
0 - Ay
el error relativo se puede amplificar, a lo sumo, por un factor

|Ama§x’

|)\n11'n|
siendo Amgx ¥ Amin l0s de maximo y minimo valor absoluto entre los A; (observemos que Ay 7# 0
pues estamos suponiendo que A es inversible). Este cociente se llama nimero de condicién o de
condicionamiento de A en la norma || ||2 y lo denotaremos Condy(A).

Ahora veamos cémo definir el nimero de condicién para una matriz A arbitraria. Comencemos
por el caso en que A sea simétrica, es decir a;; = aj;. En este caso A se puede diagonalizar,
es decir, existe una base de autovectores {vi,...,v,}. Ademds, por ser A simétrica podemos
considerar que la base es ortonormal. Entonces, si Az =b, A(x + Azx) =b+ Aby

n n
T = g ;U; Ax = E Biv;
i=1 i=1

tenemos,

n n
Izl =)o  lAz|i=) g7
i=1 i=1

y ademas, si llamamos A; al autovalor correspondiente a v;,

n n
b= Z Ozi)\ﬂ/i Ab = Z Bz)\zvz
i=1 =1
y en consecuencia,

n n
2 _ 242 2 _ 2,2
[0l = E i Aj | Ab[3 = E Bi A;
i=1 =1
Entonces, si Amix ¥ Amin son los autovalores de maximo y minimo valor absoluto respectivamente,
obtenemos
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1Az _ X0 B 1/ Amin|® | AD]13
213 32y af T 1/ Pmaxl® (1013

O sea

1Az]l2 _ [Amax] [[AD]]2
zll2 = [Amwl [0l

es decir que el nimero Condy(A) = % es una cota para el factor de amplificacién del error
relativo. Mds atn, esta cota es la mejor posible pues la desigualdad se convierte en una igualdad
para cierta eleccién de b y Ab (b en la direccién correspondiente al méximo autovalor y Ab en

la correspondiente al minimo).

Para generalizar el nimero de condicién a cualquier matriz observemos que, en el caso de una
simétrica, la direccién correspondiente al autovalor de maximo valor absoluto nos da la direccion
de “maxima expansién”, es decir, si miramos el cociente entre la longitud de Az y la de x

[ Az]l2

[P
éste sera maximo entre todos los x cuando x estd en la direccién correspondiente a Apnzx. En
efecto, si escribimos = en la base de autovectores {vy,...,v,}

n
xr = E (67X}
=1

entonces,

n
Az = E O[Z'Aﬂ}i
=1

y de acd resulta que

[Az][2 < [Amax] [[]l2

y tomando x = v;j con \; = A4¢ se ve que se verifica la igualdad.

Andlogamente, la direccién de “minima expansion” corresponde a la asociada a Ay, la cual
) mins
corresponde también a la de “méxima expansién” de la inversa de A.

El analisis realizado para matrices simétricas nos muestra que el factor de amplificacién del error
relativo esta relacionado con los maximos factores de expansién de A y de su inversa. Teniendo
en cuenta esto, definimos para una matriz arbitraria A € IR"*" y una norma de vectores || ||
cualquiera, la norma matricial asociada como
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| Az]]
IAll =
0#£zeR" ||zl
Es decir, la norma de A nos da lo maximo que “agranda” el multiplicar por A medido en la
norma de vectores dada. Es facil ver que

| A} = méx [|Az]

ll==1
y en particular, esto muestra que el maximo existe, o sea que la norma esta bien definida (|| Az||
es una funcién continua de x y por lo tanto, alcanza su maximo en el conjunto de vectores de
norma igual a uno pues éste es cerrado y acotado).

De la definicién se desprende la siguiente desigualdad que usaremos frecuentemente,

[Az| < [ Alll«] vz e R

valiendo la igualdad para algin x. También es facil ver que

|AB] < || A||||B|| VA e R"" VB e R™" (2.4)

Por otra parte puede verificarse que || A|| es la menor entre todas las constantes C' para las cuales
vale la desigualdad

Az < Cllzf| V2 e R

siendo ésta otra forma usual de definir la norma matricial.

Como ejemplo tenemos que, por lo visto antes, si A es simétrica entonces

[All2 = [Amax|

donde el subindice 2 nos indica cdal es la norma de vectores correspondiente.

Anslogamente tenemos que para A inversible y simétrica

y por lo tanto,

— |)\ma',x|
Allo|| A7 Yo =
A4~ = T

En general introducimos entonces la siguiente
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DEFINICION 2.2. Sea A € IR™ "™ una matriz inversible y sea || || una norma en R™ definimos el
ndmero de condicion de A como

Cond(A) = [|A[l|A™Y|
Es claro que Cond(A) depende de la norma de vectores elegida.

Es facil ver que valen las siguientes propiedades,

Cond(A) = Cond(A™)

Cond(A) > 1 VA e R™"

En efecto, la primera es obvia mientras que, para ver la segunda, utilizamos la propiedad (2.4)
y obtenemos

L= |[I]| = [|[AATH| < JAIATY| = Cond(A)
Podemos ahora probar el siguiente resultado fundamental

TEOREMA 2.3. Si A € R™™ es inversible, b, Ab € R", Az = b y A(x+ Ax) = b+ Ab entonces,

|Az]] |AD]

< Cond(A) (2.5)
] bl
valiendo la igualdad para alguna eleccion de b y Ab.
Ademas,
1 |Ab] _ [|Az]
< (2.6)
Cond(A) |l ]
y nuevamente, vale la igualdad para ciertos b y Ab.
Demostracion. Se tiene que
A(Az) = Ab
y entonces,
1Az] _ JATHIAG] _ JAZHIAS] bl _ HA_lH”AbHHAH
el = [l ol =zl = ol
donde para la dltima desigualdad hemos usado que ||b]| = ||Az| < ||A]|||z||. Por lo tanto (2.5)

vale.
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Observemos ademds que si elegimos Ab tal que ||Az| = ||[A7TAb|| = ||A7Y|||Ab]|, = tal que
|Az|| = ||A||||z|| (lo que siempre se puede por la definicién de la norma matricial) y b = Ax
resulta la igualdad en (2.5).

Ahora, para ver la desigualdad (2.6) observemos que ésta puede escribirse como

Ab A
A _ gy 12
il ]l
la cual, teniendo en cuenta que Cond(A) = Cond(A™1), es exactamente la desigualdad (2.5)
aplicada a A~! con lo que el teorema estd demostrado. o

Veamos ahora que el nimero de condicién también tiene que ver con la propagacién del error
que se cometa en los coeficientes del sistema. Como veremos més adelante, el teorema siguiente
es también de suma importancia en el analisis del error de redondeo en la eliminacién de Gauss.

TEOREMA 2.4. Si A € R™" es inversible, E € R, be R", Ax=by (A+ E)(z+ Ax)=1b
entonces, llamando & = x + Ax tenemos

Al _ 12
< Cond 2.7
E S 27)
Y St
cond(AEL < 5 4
1]
entonces,
lAef 1 12|
< ——Cond(A)+—+ 2.8
el = 15y 28)

Demostracion. Tenemos

y entonces,

—Fz = AAx

por lo que concluimos que

Al < LA™ B3] < Cond(a) 2]

lo que prueba (2.7).



2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO 25

Ahora observemos que

Nzl _ Nl + Axfl - Jlzll + A2l _ o lA]

| Izl =l ]

lo cual, junto con la desigualdad anterior implica que

|Az|| 1 £] < ||A!E||) 12 | Az
< Cond(A 1+ < Cond(A)+—- + 0
el Wi\ Wian
lo que concluye la demostracién de (2.8). m

Veamos ahora cémo calcular algunas normas matriciales. Dada A € IR™*" se llama radio espec-

tral de A a

P(A) = [Amax|
siendo Apnsx €l de maximo valor absoluto entre todos los autovalores de A, incluyendo los com-
plejos.

Ya vimos que si A es simétrica entonces,

[A]l2 = p(A)

En general, para A € IR™*" arbitraria se tiene

[A]l2 = 4/ p(AT A)

donde AT es la matriz traspuesta de A. En efecto, como AT A es simétrica, existe una base
ortonormal de autovectores {v;}. Llamando 1, a los autovalores correspondientes tenemos

T .
A" Avj = pjvj ji=1,...,n
: — n L9y : ) 2 _ n 2
y si & = ;L a;u; entonces, por la ortonormalidad de los v; resulta [zf|3 = >2i_; af y en
. . T . n . . . . n
consecuencia, teniendo en cuenta que A" Ax = """ | ojp;v;, se tiene que para todo z € IR

Az} _ «"ATAx _ X ojy

=3 =13 X, e

< p(AT 4)

es decir que

[A]l2 < 4/ p(AT A)

y tomando x = v; con p; = lmsx se ve que vale la igualdad.
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El célculo de la norma 2 de una matriz involucra el calculo de autovalores, el cual es un problema
complicado. Sin embargo, otras normas son mucho més faciles de calcular. Por ejemplo, se tiene
que

[Alloo = méx Z |aij]

Para ver esto observemos primero que, para todo = € IR™ vale

N N
— mi < 4 Z .
lAzlloo = miixc | 3 aijz; 1< ll2lloo mix D o]
J=1 J=1
y entonces,

[A[loo < méx Z |aij]

1<i<n

Para ver que vale la otra desigualdad, sea k tal que > =1 lai;| es méxima y tomemos

sg(ak1)
sg(axz)
Sg(akn)
donde sg(a) =1sia >0y sg(a) =—1si a < 0. Entonces,

(Az) =Y laj]
j=1

y en particular, ||Az|le > 377 |ak;| y como ||lz]lsc = 1 obtenemos

Azl o Z’

2o

y concluimos que

[A]loo > méx Z |aij|

1<i<n

De manera similar puede verse, aunque no lo haremos aqui, que
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n

|AllL = %ﬁ;‘n; |aij
1=

Hemos visto que el nimero Cond(A) nos da una medida de cudn mala es una matriz en cuanto a
la propagacion de los errores relativos. Si este niimero es grande se dice que la matriz estd “mal
condicionada”.

Si A es una matriz singular y, para cierto b, el sistema Ax = b tiene alguna solucién, entonces
tendré infinitas y éstas formaran una variedad lineal de IR™. Es decir que sin cambiar nada
b se pueden obtener soluciones tan distantes como se quiera. En otras palabras, en este caso
tendriamos Ab = 0 mientras que Ax serfa arbitrariamente grande.

En consecuencia, es natural esperar que el nimero Cond(A) nos de una medida de cuan cerca
estd A de ser singular. Esto es efectivamente asi y lo formalizaremos en el proximo teorema.
Pero antes veamos algunos ejemplos. Sea € ~ 0 entonces la matriz

B 1 1+e¢
A_<1—£ 1 >

esta cerca de la matriz singular
y en este caso

entonces,

IAllo =2+ |47 oo = (2+ €)™

y en consecuencia,

2
Conds(A) = <2+6> > !

5 g2

Es importante recalcar que esta “distancia a las matrices singulares” debe entenderse en forma
relativa al tamafio de A. En este ejemplo tenemos no sélo que ||A — Bl|« es chica sino que lo es
en relacién con ||A||eo. En efecto,

|A-Blo _ = _c¢
| All oo 24+¢ 2
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En particular, estar “cerca” de ser singular no tiene nada que ver con el tamanio del determinante.
Para aclarar esto veamos algunos casos simples. Por ejemplo, si € ~ 0, la matriz

e 0
A=
tiene determinante muy pequeno pero es una matriz buenisima en cuanto a la propagacion de
errores relativos pues Cond(A) = 1.

En cambio,

1 0
A:<0i>

tiene determinante grande pero, en las normas 2, 1 o0 0o, Cond(A) = 1/¢

Damos ahora el resultado que relaciona el niimero de condicién de una matriz con su distancia
relativa a las matrices singulares.

TEOREMA 2.5. Dadas A € R™ ™ inversible y una norma de vectores cualquiera se tiene

1 A-B
_ . la-Bi

Cond(A) B singular Al

Demostracion. Sea B € IR™™™ una matriz singular y tomemos = # 0 tal que Bx = 0. Entonces,

lz]| = |A7H(A = B)a|| < [|AT[|A = B |l

yen consecuencia,

1< A7)l - Bl

lo cual muestra que

1 _]A-B

VB € R™"™ singular 2.9

Cond(A) = [4] 8 (2:9)

Entonces, para concluir el teorema, falta ver que hay una B singular para la cual vale la igualdad

en (2.9). Para esto, sean y tal que [|[A~1y|| = [[A7||ly|| ¥ = tal que Az = y. Como y puede

tomarse con norma arbitraria, lo elegimos de tal forma que |y|| = 1/|[A™!| y en consecuencia
]| = 1.

Sea ahora z un vector tal que

Tr=1 (2.10)
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du<i Vu e R" tal que |jul| =1 (2.11)

La existencia de un tal z es la parte méas técnica de la demostracién y omitiremos la escritura
formal. Sin embargo, observemos que es intuitivamente claro si analizamos el significado ge-
ométrico: los u que verifican la ecuacién z”u = 1 forman un hiperplano (es decir, una variedad
lineal de dimensién n — 1). Por lo tanto, que haya un z verificando (2.10) y (2.11) significa que
hay un hiperplano que pasa por x y que deja a la bola unitaria By = {u € R" : ||u]| < 1} de un
lado. La existencia de tal hiperplano es clara si se tiene en cuenta que, para toda norma, B es
un conjunto convexo y que x esta en el borde de éste. Observemos también que, en el caso de la
norma || ||2, se tiene que z = x.

Definamos ahora B = A — yzT y veamos que esta matriz es singular y cumple con la igualdad
que queriamos. En efecto,

Br=Ar—yzla=y—y=0
y por lo tanto, B es singular.

Por otra parte, |A — B|| = ||lyz”||, pero por (2.11) tenemos que |z u| < 1 para todo u tal que
|lul| = 1 puesto que, si zTu < 0 entonces, |z7u| = —2Tu = 2T(—u) < 1 yaque | —ul| = 1.
Entonces,
T T 1 n
lyz" ul| = |lyll]z" u| < AT Vu € R" tal que |jul| =1

y por lo tanto,

1
1A= Bl <=7
A=

lo que concluye la demostracién. o

1. Ejercicios

30
4 5
2. Se quiere estimar la norma 2 de una matriz A € IR3*3 como el miximo del valor
| Az||2/ ||zl entre varios vectores x € IR? no nulos generados al azar. Hacer un pro-
grama que pida el ingreso de una matriz A y luego
= genere los primeros 100 términos de la siguiente sucesion:

HA%HZ}
llzkll2

donde los zj, € IR? son vectores no nulos generados al azar cuyas coordenadas estén
el intervalo [—1,1].

1. Calcular la norma 2 de la matriz A = <

s1 =0, Sg41 =max {Sk,
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. Sea A = 0 2

2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO

= grafique la sucesién calculada, junto con el valor exacto de la norma de la matriz.
Recordar que tanto la norma de un vector como de una matriz se calculan en Matlab
con el comando norm. Tener en cuenta que los vectores generados al azar (comando
rand) tienen coordenadas en el intervalo [0, 1]. Chequear, ademds, que estos vectores
generados resulten no nulos.

3 00

] % . Calcular condz(A) y conds(A).
0 5 5

. Probar que si A € IR™" es una matriz inversible y || || es una norma matricial, la

condicién de A verifica la desigualdad:

|A— B :
_ f{—:B 1
cond(A) = in { T4 es singular
Nota: Maés aun, vale la igualdad, pero la otra desigualdad es un poco mas complicada
de probar. De dicha igualdad se puede concluir que cond(A) mide la distancia relativa
de A a la matriz singular méas proxima.
a) Mostrar que conds(A) — oo cuando € — 0 para

111 1 0 1l+e¢
i) A=|1 ¢ & [, (ii) B= 2 3 4
10 0 - 0 1

b) Concluir que la condicién de las matrices A y B del item anterior tienden a infinito,
cualquiera sea la norma considerada.

. Sea A la matriz del ejercicio 3. Se quiere resolver el sistema Ax = b para un valor de b # 0

que se conoce con una precision mayor que 1073; es decir, se conoce el valor conjunto de

|Ab||2

b+ Ab y se sabe que el error relativo Il <1073,
2
a) Estimar el error relativo de la solucién hallada & = = + Ax.
b) Encuentre un ejemplo para by Ab # 0 de modo que HHAﬁHQ sea exactamente conda(A) |HAbb‘!2 .

. Sea x la solucién exacta al sistema Az = b y & la solucién obtenida numéricamente. Se

llama “vector residual” a r :=b— AZ. Si e = x — T se tiene Ae = r. Mostrar que:

Ll el Il
< o < cond(A)—.
cond@) 1] = Tl < <A g

Concluir que para una matriz mal condicionada los métodos numéricos no aseguran
buena aproximacion.

1 2
. Para cada n € IN, se definen A,, = ( >, b, = (1,2 — n%) y se quiere resolver
m2

2 444
el sistema A,z = b,. Utilizando cierto métogo numérico se obtiene como resultado el
vector (1,0).
a) Calcular el vector residual producido por esta solucién tentativa. ;Puede decirse que
para n grande la solucién es razonablemente confiable?
b) Resolver A,z = b, en forma exacta, calcular cond.(A,) y verificar la cota de error
del ejercicio 7.

. Sea D,, la matriz diagonal de n x n con elementos diagonales iguales a 1/10. Calcular el

determinante de D,, y ver que det(D,,) — 0 si n — oo. { D), estd mal condicionada?
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a) Escribir un programa en Matlab que resuelva un sistema Az = b, A € IR™*"™ usando
eliminacién gaussiana sin pivoteo.
b) Adaptar el programa del item anterior para que calcule la matriz A=,
Para cada n € IN, se quiere calcular la solucién del sistema lineal:

107"z +2y = 8
r+y = 2

utilizando eliminacién gaussiana sin pivoteo, con aritmética de punto flotante de 3 digitos
y sistema de redondeo.
a) Paran =2y n = 3, analizar si el resultado difiere significativamente de la solucién

real.
b) Para n = 3, repetir el método de eliminacién gaussiana eligiendo el pivote més
conveniente.
2 4 -1 0
. . 4 10 -1 -1 .
Obtener la descomposicion LU de la matriz 6 10 -7 1 de las siguientes dos
0o 2 1 =2

maneras:

a) mediante el algoritmo de eliminacién gaussiana,

b) despejando los coeficientes de L y U en forma ordenada.
Sea A € IR™ ™ una matriz que admite descomposicién LU.

a) Estimar cuéntas operaciones se necesitan para calcular esta descomposicién de A,
despejando los coeficientes de L y U.

b) Se quiere calcular el determinante de A. Para n > 2, mostrar que si esto se hace
mediante el desarrollo sucesivo por alguna fila o columna, entonces se requieren mas
de n! operaciones. Estimar cuéntas operaciones se necesitan para calcularlo si se
utiliza la descomposicion LU.

Demostrar que si todos los menores principales de una matriz A € IR™*™ son no singu-
lares, entonces ésta admite descomposicion LU.
Probar que la matriz no singular:
00
10
0 1
no tiene una descomposicién LU, mientras que la matriz singular A — I s la tiene. Dar
la matriz de permutaciones P tal que PA tenga una factorizacién LU.
Considerar el algoritmo de eliminaciéon gaussiana sin pivoteo aplicado a un sistema
Ax = b donde A € IR™™ es una matriz tridiagonal. Demostrar que si A es ademés
estrictamente diagonal dominante, entonces durante la ejecucion del algoritmo no se
encuentra ningin pivote nulo. (Ayuda: demostrar que si A es estrictamente diagonal
dominante, entonces luego de hacer cada etapa de la eliminacién la matriz resultante
también lo es.)
Sea A € IR™ "™ una matriz tridiagonal tal que en el proceso de eliminacién gaussiana no
se encuentra ningin pivote nulo. Demostrar que A admite descomposicién LU con Ly
U también tridiagonales.
Adaptar el programa del ejercicio 10 para que resuelva un sistema de ecuaciones Ax = b,
donde A € R™ ™ es una matriz tridiagonal. Utilizar el comando flops de Matlab para

1
0
0
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2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO

conocer la cantidad de operaciones efectuadas y comparar con las que se requieren al
resolver el mismo sistema utilizando los comandos inv y \, que no estdn especialmente
pensados para matrices tridiagonales.
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La n-ésima matriz de Hilbert H,, € IR™*", se define de la siguiente manera

1
(Hn)z,] - Z—l—j — 1
Estas matrices son un ejemplo de matrices mal condicionadas y por tal motivo se las
utiliza habitualmente para testear rutinas numéricas.

a) Demostrar que conds(Hy,) > n?.

b) Utilizar su programa del ejercicio 10 para calcular la inversa de la matriz de Hilbert
Hy. Verificar su resultado calculando los productos HgHg ! y Hy ' Hy. Comparar con
el resultado obtenido mediante el comando inv.

Nota: En realidad, conds,(H,) es mucho mayor que n?. Estas matrices pueden obten-
erse en Matlab mediante el comando hilb(n) y su condicién infinito puede calcularse
con el comando cond.

Considerar el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, con

123 45 6 7 89 10
210000000 O

301 000O0O0O0 O

4 00100O0O0O0 O

A 50001 00O0O0 O
6 000 010O0O0 O
7000O0OO0O1O0O0O O

8 0000 0O0O1O0 O
90000 0O0O01 O

10 0 0 0000 0O0 1

Utilizando el comando lu de Matlab, verificar que la eliminacién gaussiana puede crear
elementos no nulos en lugares donde inicialmente habia ceros (es decir, se produce una
matriz densa a pesar de partir de una matriz rala). En muchas aplicaciones, uno debe
resolver un sistema de ecuaciones lineales del orden de 10* x 10* donde hay a lo sumo
5 elementos no nulos por fila. Es decir, hay a lo sumo 5 x 10 elementos no nulos en la
matriz, cifra bastante inferior a la cantidad total de elementos. Calcular qué cantidad de
bytes (2 bytes por elemento) ocuparia una matriz densa de esas dimensiones. Este tipo
de situacién motiva el estudio de métodos de resolucién de sistemas con matrices ralas
que no involucren un llenado excesivo.
Utilizar el Teorema de Cholesky para demostrar que las siguientes propiedades de una
matriz son equivalentes:

= A es simétrica y definida positiva

= hay un conjunto de vectores linealmente independientes !, z2,--- , 2" de IR", tales

que a;; = (x%)ta.

4 2 =2
Considerar la matriz 2 5 5
-2 5 11

Mostrar que es definida positiva y calcular su descomposicién de Cholesky.
Estimar cudntas operaciones se requieren para hallar la descomposicién de Cholesky de
una matriz simétrica y definida positiva A € IR™*".






Capitulo 3

Resolucion de sistemas lineales

El objetivo de este capitulo es estudiar diferentes formas de resolver un sistema lineal de n
ecuaciones con n incognitas. Para dar solucién a este problema se pueden emplear dos grandes
subclases de métodos; los directos y los iterados. Dentro de los métodos de calculo directo se
encuentran el de triangulacién de Gauss, el de descomposicién LU y el método de Cholesky. Entre
los métodos iterativos mas usuales encontramos el de Jacobi, Gauss-Seidel y el de relajacion.

1. Meétodos directos

1.1. Triangulaciéon de Gauss y descomposicién LU. El proceso de triangulacién de
Gauss puede verse como el resultado que se obtiene de multiplicar por matrices de la siguiente
forma,

PRIMER PASO: Multiplicar por

1 0 0
ma1 1 0
Ly = )
mni 0 1
con
a4
mi = ———
ail
Entonces L1 A tendré la forma
ail a2 -+ QIN
0 al oo al
22 2N
L1A =
1 1
0 ayy aNN

SEGUNDO PASO: Multiplicar por
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1 0 0

0 1 0

Ly=| 0 ma 0

0 myg -+ 1

y nos queda
aii @%2 e G%N
0 a/ o .. a/

Lol A= .7 2N
0 O a%y

Asi sucesivamente hasta llegar a una matriz triangular superior

Uil U2t UIN
0 w2 -+ wN
Ly 1Ln_o--Lel1A=U =
0 0 - unn
Es facil ver que la inversa de Ly viene dada por
1 0 0
—Mma1 1 0
(L)™' =
_le O DY 1

y, en general, Lj_1 es como L; pero cambiando los signos de los m;.

Entonces podemos escribir A como sigue,
—17—1 —1
A:Ll L2 "'LN71U7

ademas, observemos que la matriz L = L1_1L2_ Lo L;,{l es de la forma

1 0 e 0
Mgy 1 e 0
L:Lfngl...Lfl_l =
—-my1 —mynz - 1

Asi hemos demostrado el siguiente teorema,
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TEOREMA 3.1. Si no hace falta intercambiar filas en la eliminacion de Gauss se obtiene
A=LU

donde U es triangular superior y L es triangular inferior con 1 en la diagonal.

Ademsds tenemos el siguiente corolario.
COROLARIO 3.2.
det(A) = det(U).

En el caso general, si hace falta cambiar filas, se tiene

PA=LU

con P una matriz de permutaciones.

1.2. Descomposicién de Cholesky. En el caso en que A € RY*V es definida positiva y

simétrica una descomposicién L —U (con U = L) puede obtenerse més eficientemente mediante
el método de Cholesky.

DEFINICION 3.3. A € RV*N se dice definida positiva si

(x,Az) >0 Vo # 0

Observemos que si A = LLT con L una matriz inversible, entonces

1. A es simétrica.
2. A es definida positiva pues (z, Az) = |[LTz|3 > 0, Va # 0.

En consecuencia, para que A pueda escribirse como LL” con L inversible es necesario que A sea
simétrica y definida positiva.

Ahora, para lograr una descomposicién de la forma LL”, analicemos primero el caso simple,
A € IR?*3. Planteamos A = LLT y nos queda

Il 0 0 lin lor 131
A= lor log O 0 oo 39
31 32 33 0 0 I3

Entonces, despejando los coeficientes, se obtiene

2
air =iy li1 = +v/an

a2
a1z = li1la log = —
11

etc.
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Ahora veamos algunas propiedades que nos serdn muy tutiles. En el caso general en que A €
IRV*N sea simétrica (i.e. A = AT) y definida positiva se tienen las siguientes propiedades,

1. a;; > 0 para cualquier ¢ = 1,..., N, pues

0< <6i,A€Z’> = a;;

2. Los menores principales s; son positivos (este es un resultado conocido de Algebra Lin-
eal).

Ahora observamos que lo que hicimos en 3 x 3 se puede hacer en N x N, es decir,

A=LL"

si y solo si

k
air = Y _ Lijlkj.
j=1

Es decir,

k-1
aj, = Z Lijli; + Lkl
j=1

Entonces, despejando,

- <aik -y lijlkj) .
ik — lkk 1 .

Adems3s

k k—1
2 2 2
awk =D Ly =D 1 + 1
= =

y entonces

k1
— B
lkk = apr — Y 12
i=1

Obtenemos, de esta manera, una forma recursiva para el cdlculo de los elementos I;;.
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Para k=1,2,..., N hacemos

li1 A R s
l2o — 32 - N2

INciN—1 — InN—1
INN

Para que el algoritmo de Cholesky esté bien definido necesitamos ver que el argumento de la
raiz cuadrada involucrada en el calculo de Iy sea positivo; es decir,

k—1
2
apk — Z lkj > 0.
J=1

Veamos que esto es una consecuencia de ser A definida positiva. Lo hacemos por induccién.

El a1 es positivo, entonces existe [11 positivo tal que l%l = aq1. Supongamos que llegamos hasta
el paso k, es decir

hilog, - lg—1k—1
son todos ntmeros reales positivos y supongamos que

k—1
2
ALl — Zlkj S 0.
J=1

Entonces

k—1
lpp = apk — E l,%j =0 6 es un numero en C.
Jj=1

Pero si llamamos Ay al menor principal de A y Lj al menor principal de L, las matrices que se
obtienen son de tamano k x k

air - ik Lin - g
A = oo y Ly,

ag1 - Gkk b - gk

y resulta facil ver que

Ay = LiLE.
Entonces
0 < det(Ag) = (det(L))® = 171 -+ [F_ 15117k
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como los primeros factores son positivos el ultimo, l,%k debe también ser positivo, absurdo.

Para terminar, hagamos las siguientes observaciones, el algoritmo de Cholesky es més conveniente
que el de Gauss (L — U) porque,

1. El ntimero de operaciones es O(N?3/6) (en lugar de O(N3/3)).
2. Es estable, sin necesidad de “pivoteo”. Los l;; no crecen respecto de A pues

k

2

awe = 1
=1

implica que

ki < Vo

2. Métodos iterativos

Estos métodos convienen en general para matrices ralas (i.e. con muchos ceros). Este tipo de
matrices aparecen, por ejemplo, cuando se discretizan ecuaciones diferenciales.

Como antes el objetivo es resolver
con A una matriz inversible.

Los métodos iterativos generan una sucesiéon

o — L1 —> Ty —> -

donde x4 se calcula a partir de x.

2.1. Método de Jacobi. Empecemos con un ejemplo para ver cémo funciona el método
de Jacobi,

414+ 29 =5
T, +4x9 =5
La solucién es
(1
|

y llamaremos

-~

k

)

e la siguiente forma

o, ot Lt

El método de Jacobi calcula 251 a partir de =
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Es decir

@)
| ot
,_.‘,_.
[ex] [

ot
Ju—
=}

Convergencia y estimacién del error

En forma matricial la iteracién de Jacobi se escribe como
2"t = Bk + ¢

Por otro lado la solucién exacta, x, cumple que

xr = Bx+c,
entonces el error ¥ = z¥ — x verifica

eFtl = Bek
y entonces, iterando esta ultima igualdad,

e = BFeD.
En nuestro ejemplo observamos que

1

1Bl = 5

y entonces
1
k k k
1B oo < [IBllse < ()" =0 k= o0.

De esto concluimos que

k
1
e < () 160 =0

es decir la iteracién converge cualquiera sea el dato inicial 2°.

Por supuesto, esto no es cierto en general. La convergencia depende de cémo sea la matriz B.
Si |B]| < 1 para alguna norma asociada a una norma de vectores entonces el método converg-
era cualquiera sea la condicién inicial y si no no.

En el caso general, A € RV*Y supongamos a;; # 0, Vi (si A es inversible esto se puede obtener
reordenando). Despejamos x; de la i—ésima ecuacién, para i = 1,..., N tenemos

Lk SNk
(bz — D=1 9T~ 2 jmig azﬂj)

Qi

k+1 _
x; =



42 3. RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

Resulta natural utilizar las componentes ya calculadas x’f“, e ,a:ffll para calcular la nueva

k+1

aproximacion z;" ", resultando el método de Gauss-Seidel.

2.2. Meétodo de Gauss-Seidel. Parai=1,...,N;

, i—1 K+l N ok
(b@ — 2o Gty = ) i awxj)

£ =
Qi
Escritura matricial de la iteracién Escribimos
A=D+L+U
ap; - 0 0o --- 0 0 - an
A — + . . + . .
0 - ann any -+ 0 0 --- 0
Entonces
Ax =b

si y solo si
Dx=—(L+U)x+0b
Tanto el método de Jacobi como el de Gauss-Seidel pueden escribirse en la forma

2"t = Bk 1 ¢

1. Jacobi
wk-i—l — _D—l(L + U).%'k + D—lb
2. Gauss-Seidel
" = (D+ L) WUF 4+ (D+ L)

k = 2% — 2 y usamos que la solucién exacta = cumple

t=-DYL+U)z+ Db

Si escribimos e

y
t=—-(D+L)'Wx+(D+L)""

respectivamente, tenemos
et = —D L+ U)e" = Bye”

et = —(D + L)"'Ue" = Bgge”
En general, si la iteracién estd dada por una matriz B, o sea,
el = Bek

tenemos
ok — Bk O
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Entonces si queremos que e — 0 para todo dato inicial, es necesario que B¥ — 0. El siguiente
objetivo es dar una caracterizacion de las matrices con esta propiedad.

En el ejemplo dedujimos que B¥ — 0 del hecho de que || B|| < 1. Sin embargo || B||s podria ser
grande y B*¥ — 0. Por ejemplo
1
B::( 5 upo)
0 2

Observemos que ||B|o = 1000,5. Sin embargo B* — 0. En efecto B = 3

7N
O =
[\)
=
o
N—

1

En general las matrices de la forma C' = < 0

Cll ) verifican que C* = <

O =
x5
=Q
~__

Entonces )
1 k2000
kE_ (1K
y se tiene que (B¥);; — 0, Vi, j y esto implica que B* — 0.

Vale destacar que para que B¥ — 0 basta que exista alguna norma tal que || B < 1.

El segundo ejemplo trata el caso en que A es simétrica. En este caso se puede diagonalizar, es
decir, existe S tal que

M - 0
SAS™! =
0 AN
con \; los autovalores de A. En este caso
)\/f e 0
Ak — g1 S
0 pLé
y se tiene que
AF =0

si y sélo si
max [\;| = p(4) < 1
7

Esto es cierto en general, pero si A no es diagonalizable es mas dificil de probar.

En el caso en que A es simétrica se tiene
p(A) = [|A]l2
entonces, si p(A) < 1 se tiene que ||A|z < 1 y entonces A¥ — 0.

En general vale que,
p(A) < || A para cualquier norma
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y aunque p(A) no es una norma, se tiene

TEOREMA 3.4.

p(A) = fnf 1Al

O sea Ve > 0 existe una norma tal que

p(A) < [|A] < p(A) +&.

Demostracion. Primero veamos que

p(A) < [|A]]

Observamos que || A|| en IR es igual a ||A]| en C (ejercicio).

Sea x tal que
Ax = Apsx® x#0
entonces
Al ]| = [[Az]] < [[A]l[|]|
y asi
[Amax| = p(A) < [|A]

Ahora veamos que dado € > 0 existe una norma con
JA] < p(4) +e.

Queremos definir ||z||, para 2 € IR™. Recordemos la forma de Jordan de una matriz. En alguna
base {v;}, una matriz B se transforma en

J o+ 0
0 Jr
donde los J; son los ”bloques de Jordan”,
A1 0
0 N 0
Ji =
0 0 Ai

Esta es la forma normal usual. Sin embargo, puede obtenerse una nueva base en la cual la
transformacion lineal toma la forma analoga pero con los

)\1' e 0
- 0 XN -~ 0
Ji =

0 0 - N\
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donde ¢ es positivo y arbitrario. Esto se logra re-escalando la base. Miremos, por ejemplo, el
bloque 1,

M 1 -+ 0
0 N\ -+ 0
J1 =
0 0 - M\
en la base vi,...,v,. Si T es la transformacién lineal asociada a B tenemos
T’Ul = )\11}1
T’U2 = v+ )\17)2
Tvs = w9+ A\vg
Tvy, = Um-1+ AUy
Ahora definamos 91 = v1, U2 = €vg, U3 = €2vs,. .., Um = €™ Lv,,. Tenemos entonces
T, = M1
T@Q = €’L~)1 + )\1{12
T@g = 6’[)2 + )\1273
TUnm = EUm—1+ MNOm
Por lo tanto en la base 01, ..., 0, queda el bloque
M e - 0
- 0 XN -+ 0
1= )
0 0 - X\

Hecho esto, definamos la norma de la siguiente manera, dado x lo escribimos en la base v;,

y definimos

]| = max foy]
es decir la norma || ||~ en esa base.
Entonces, es facil ver que,
[All = p(A) +¢
pues [[A[| es el maximo de }_; |a;;| si [|A| es la norma asociada a ||z||. =

COROLARIO 3.5.
B* — 0 si y sdlo si p(B) < 1.
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Demostracion. Veamos primero la vuelta. Si p(B) < 1 por el teorema anterior existe una norma
tal que ||B]| < 1, entonces

k k
I B*|| < [|B[I* — 0.
Ahora para la ida, supongamos que p(B) > 1, entonces existe z € OV, 2 #0, tal que
Bz = A\paxz
y entonces

Bfy =)\  »

max
Esto implica que
k k
I1B%z[| = p(B)"| ||

no tiende a cero.

Tomando parte real e imaginaria se ve que hay algin = € RN tal que B*z no tiende a cero. O

Ahora veamos otra forma de probar estos resultados.

TEOREMA 3.6.
B* =0 si y sdlo si p(B) < 1

Demostracion. B es semejante a una matriz triangular (forma de Jordan), o sea, existe una
matriz C' tal que

CBC '=17J

con J la forma de Jordan de B.

Ahora dado € > 0 multiplicamos por la matriz diagonal

el 0 0
0 &2 0
D:
0 0 e N
y su inversa para obtener
el 0 0 e 0 0 M oe -+ 0
0 &2 0 0 &2 0 0 Ao 0
DJD ! = J _

0 0 e N 0 0 eN 0 0 A

En general la matriz J = (oy;) tiene coeficientes no nulos solo en la diagonal y en los lugares
(i,i+1). Y al multiplicar por D y D! quedan € y 0 en lugar de 1 y 0 en la forma de Jordan.
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En conclusion, queda

M e - 0
0 X -+ 0
DCBC D! = , =A
0 0 - X\
Para simplificar llamemos S = DC y nos queda
SBS™!=A

Ahora observamos que [|Al|c = p(B) + € pues || Ao = méx; Y |aij].

Pero, B¥ = S~1A*S. Entonces,

1B lloe < 1S ool A% oo ]IS oo
— Cond(8)]| 4" <
< Cond(9)|I A%
< Cond(S)(p(B) +¢)k =0
si € es tal que p(B) +¢ < 1.
Observemos que Cond(S) ~ EN%I O

COROLARIO 3.7.
IB*|E = p(B)

Demostracion. Basta probarlo para la norma || ||o pues todas las normas son equivalentes. Ya
vimos que Ve,

1B¥ (| < Cond(S)(p(B) +¢)* < 5NC,1 (p(B) +e)*

Por otro lado se ve facil que
p(B)* < p(B¥) < |B*|oc

Entonces

p(BY < 1B e < oy (0(B) +2)*

Luego,
p(B) < IBHILY < () ¥ (o(B) +€) = (o(B) + 2)
O sea, Ve existe k a partir del cual
p(B) < [|B¥|L" < (p(B) + 2¢)
es decir
|BX| L — p(B)

Ahora observemos lo siguiente, para B simétrica ya sabfamos que || B¥|| = p(B)*. En general esto
no es cierto pero, para k grande vale que || B¥|| ~ p(B)*. Esto da una manera de comparar dos
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métodos iterativos (por ejemplo Jacobi y Gauss-Seidel). Supongamos que el método i (i = 1,2)
tiene la matriz de iteraciéon B;. Si

p(B1) < p(B2)
entonces

k k

1Byl < | B3]l
para k grande. O sea el método 1 es mejor asintéticamente (aunque para un nimero dado de
iteraciones podria ser mejor el 2).

2.3. Anadlisis de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel.

DEFINICION 3.8. Una matriz A € RN*N es estrictamente diagonal dominante si

|aii| > Z\aij\ Vi

JF

Si A es estrictamente diagonal dominante entonces tanto Jacobi como Gauss-Seidel convergen.

TEOREMA 3.9. Si A es estrictamente diagonal dominante el método de Jacobi converge.

Demostracion. Recordemos que
A=D+L+U By=-DYL+U0)

En este caso es facil ver que
[BJlloo <1
En efecto, By = (bi;) con
i
bij=—L parai#j y byi=0

Qi
entonces
||BJHoo — méXZ |(lz]| <1
OO el
pues A es estrictamente diagonal dominante. m]

TEOREMA 3.10. Si A es estrictamente diagonal dominante el método de Gauss-Seidel converge.

Demostracion. Como antes recordemos que
A=D+L+U  Bgs=—-(L+D)"'U
Hay que ver que p(B) < 1. Sea A un autovalor de B y = un autovector con ||z|« = 1. Entonces
tenemos,
—(L+ D) 'Uz = Mz
y esto es equivalente a

—Uzx = XL+ D)x

N i
— E CLZ']'IEJ' =\ E aij:vj.
Jj=1

j=it1
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O bien,
% N
)\aiixi ==X E aijxj — E aijxj
j=1 Jj=i+1

Sea i tal que ||z]|o = |zi| > |z;|, entonces
i—1 N
Mlassl < A lagl+ D ayl-
j=1 j=i+1

De esta forma obtuvimos

N
A < Zj:iJrl |ai;] <1
= i—1
|a| — 32525 |ag]
pues A es estrictamente diagonal dominante. ]

2.4. Matrices simétricas definidas positivas. Un caso importante es el de A simétrica
y definida positiva. En este caso veremos,

1. Jacobi no es necesariamente convergente.
2. Gauss-Seidel es convergente.

FEmpecemos con un ejemplo. Sea a tal que 0 < a < 1 y tomemos

1 a a
A= a 1l a
a a 1

Esta matriz A es simétrica y definida positiva. Para ver que es definida positiva hay que ver que
los menores principales son positivos.

Ar=(1)

A2:<61l Cll> det(A):l—CL2>0

y ademas
1 1
det(A):1+2a3—3a2:(a—1)2(a+§)>0 sia>—§

Analicemos el método de Jacobi en este caso,

0 —a —a
Bj=-D Y L+U)=| —a 0 -—a
—a —a 0

Calculemos los autovalores de B, el polinomio caracteristico es

p(A) = det = A3+ 2a% — 3a®).

L >
Q@ > Q
> Q 2
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Observemos que p(a) = 0 entonces A\; = a y como p'(a) = 0, \} = a es una raiz doble de p.
Dividiendo p por (A — a)? se obtiene que la tercer raiz es A3 = —2a. Entonces si

1>a> 2
“=35

se tiene que
p(B)=2a>1

y con esto no se puede asegurar que el método de Jacobi converja para cualquier dato inicial.

CONCLUSION: A simétrica definida positiva no implica que el método de Jacobi sea necesaria-
mente convergente.

OBSERVACION 3.11. Tomando

11
15 3
|1 1
A=13 1 3
11
3 3 1
tenemos que p(By) = 1, con lo cual Jacobi no converge. Entonces la condicién estricta es

necesaria en el teorema que muestra la convergencia para A estrictamente diagonal dominante.

OBSERVACION 3.12.
A=D+L+L"

Puede demostrarse que si D — (L + LT) es definida positiva, entonces
p(By) <1
si y sélo si A es definida positiva . En particular, si
A=D+L+L" y A=D—(L+L")

son definidas positivas, se tiene que
p(By) <1

o sea Jacobi converge para A y para A (la matriz Bj = —Bj, sélo cambia de signo). Para una
demostracién de este hecho ver Isaacson-Keller (pag 72).

EJeEMPLO 3.13. Para la matriz

1 a a
A= a 1 «a
a a 1
con % < a < 1 se tiene
3 1 —a -—-a
A= —a 1 -—a
—a —a 1

Y resulta que A no es definida positiva.
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Ahora analicemos qué pasa con el método de Gauss-Seidel en este mismo ejemplo.

1 a a
A=1a 1 «a
a a 1
y entonces
1 0 0 0 a a
L+D=1]1a 1 0 y U=10 0 a
a a 1 0 0 O
Calculando obtenemos
1 0 O
(L+D) ! = —a 1 0
a?—a —a 1
Entonces B = Bgs = —(L + D)7!U es
0 —a —a
B = 0 a? a’®—a
0 a?—a® 2a%2—a
Veamos los autovalores de B,
A a a
M — B = 0 X—a? a — a?

0 —a?+a® N—2d2+a°

Tenemos A; = 0. Para simplificar, ahora consideremos el caso particular a = %, para este valor
de a se obtiene

I
S W R
0 5§ &
Y entonces,
0 -4 —4 A 4 4
8B = 0o 2 =2 y M — 8B = 0 A—2 2
0 1 3 0 -1 X-=-3

Con lo cual,
det(AM —8B) = A(A—=2)(A—=3) +2).

Las raices de (A — 2)(A — 3) + 2 son

5+ v—T7 5 —V—7
2 2
Como estos son los autovalores de 8 B los autovalores de B son

A2

5++=7 5—+—T7
S e TR A T
Observemos que
V32 V2
Dl = g = 22 = Y2 <1,

16 4
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Entonces el método de Gauss-Seidel converge.

Mas adelante veremos que si A es simétrica y definida positiva entonces Gauss-Seidel converge.

En particular este ejemplo nos da un caso donde el método de Gauss-Seidel converge pero Jacobi
no, o sea p(Bgg) <1y p(By) > 1.

Ahora veremos un ejemplo “al revés”, es decir donde Jacobi converge pero Gauss-Seidel no.

EJjEmMPLO 3.14. (Collatz 1942, ver Varga, pag 74). Sea

1 2 -2
A= 1 1 1
2 2 1
Para el método de Jacobi nos queda
0o -2 2
B;= -1 0 -1
-2 =2 0
A2 =2
M-B;=[ 1 X 1
2 2 A
entonces
p(A) =N’

y los autovalores resultan ser
A=A =X3=0
Entonces B es nilpotente, p(By) = 0 y el método converge en tres pasos.
3 =B3e" =0

Ahora analicemos el método de Gauss-Seidel para este ejemplo.

100 0 —2 2 1 0 0
L+D=110|; -U=|0 0 -1 y (L+D)y'=| -1 1 o0
2 21 0 0 0 0 —2 1
En consecuencia,
0 -2 2
Bags=—(L+D)'U=[0 2 -3
0 0 2
y
A2 -2
M-Bes=[0 x-—2 3
0 0 X—2

Los autovalores resultan ser
A =0 Ay =2 A3 =2

entonces p(Bgs) = 2 y el método de Gauss-Seidel no converge.
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Concluimos que en este ejemplo el método de Jacobi converge en tres pasos pero Gauss-Seidel
no converge (existen datos iniciales para los cuales no converge).

Modificando trivialmente este ejemplo puede obtenerse un ejemplo en que ambos métodos con-
vergen y se tiene p(By) < p(Bgs) < 1. Sea

5 2 =2
A=11 5 1
2 2 5

que es estrictamente diagonal dominante y entonces Jacobi y Gauss-Seidel ambos convergen.

Veamos un ejemplo maés.

EJEMPLO 3.15. Este es un ejemplo para el cual ninguno de los dos métodos converge.

2 1 -1
A= -2 2 =2
1 1 2
Aplicando Jacobi resulta
o —-i 1
2 2
By = 1 1
1 1
-3 —3 0
1 1
A3 T3
AM—-By=| -1 x -1
101
7 3 A
con lo cual,
5
p(A\) =\ + )
y los autovalores de B resultan
5 5
A =0 AQ:z"g Agz—i\g.

Entonces,

y en consecuencia Jacobi no converge.

Para Gauss-Seidel se tiene

10 0
2 00
L+D=| -2 2 0 |; L+D)'=| 5 % o0 y
1 1 2
L _1 1
2 4 2
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[0 =2 2
—(L+D)’1U:Z 0 -2 6
0 2 —4

de donde p(A) = A3+ 2)Z — L\ y calculando las raices de p(\) obtenemos con aproximacién los
autovalores \; = 0, Ao = 0,1514 y A3 = —1,6514 y por tanto

p(Bas) = |As| > 1
y entonces el método de Gauss-Seidel no converge.

EJEMPLO 3.16. CASO IR? En este caso es facil analizar el método de Jacobi y el de Gauss-Seidel.

A= @1 a2
ag1 Qg2
entonces
1 0 —o
By=-D" (L%—U)z(_a21 811>
a2
y
_1 0 -4z
Bgs = _(D+L) U= < 0 (112%1211 > .
ai1az2
Entonces,
lai2a21]
B/ =
p( J) ’a11a22|
lai2az1]
B = .
plBas) lat1a22]
Es decir,

p(Bas) = p(By)*.
Como conclusién en IR? Jacobi converge si y sélo si Gauss-Seidel converge. Y si convergen (o
sea p < 1) es mejor asintéticamente Gauss-Seidel, pues en este caso p(Bgg) < p(By).

Por ejemplo, si A es estrictamente diagonal dominante, entonces convergen los dos métodos. Y
esto en IR? es decir |aja| < |a11]| vy |a21| < |agzl.

Si A es simétrica y definida positiva entonces convergen ambos métodos en IR?, pues

a1 >0 a1 = a21 det A = a11a99 — G%Q >0

entonces
2
ai11ag2 > ajs

2
aig

= p(Bas) = p(Bj)? < 1.
P p(Bgs) = p(By)

El ejemplo anterior se generaliza para el método de Gauss-Seidel en IRY pero no para el método
de Jacobi.

Veamos ahora el dltimo ejemplo de esta serie.
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EJEMPLO 3.17. Sea A € IR? una matriz tridiagonal entonces,
p(Bas) = p(By)?

55

0 0 -2 0
ail a2 a1l
Si ponemos A = | ag ax a3 | entonces By = —D YL +U) = —% 0 Z—gz
0 a3z ass -2 0
y
a12a a923a,
daQI—BﬂZA&—A<”21+23”>.
411022 422033
Y entonces
a12a21 | Q23032
p(By) = + .
411022 422033
Para el método de Gauss-Seidel se tiene
a1 0 O 0 a2 O
L+ D= a1 G99 0 y U= 0 0 a3
0 a3z ass 0 0 0
Entonces
0 —Zﬁ 0
-1
Bgs=—-(L+D)""U=| 0 gggg; —%
(0 — 2021032 023033
a11a22a33 a22a33
a12a a923a
det()\I—BGS) :)\3_)\2 < 12021 + 23 32> )
11022 422033
Y los autovalores resultan ser
a12a as3a
A=Ay =0 )\3:<1221+2332>'
11022 22033
Entonces,
a12021 | 023032
p(Bgs) = + = p(By)?
a11a22 422033
Los autovalores de Jacobi son los autovalores de By = —D~ (L 4 U) y resultan ser las raices
de

det(ul + D~YL+U)) = det(D™Y(uD+ L+7U))
= det(D 1Y) det(uD + L+ U)

y como por hipétesis det(D 1) # 0 (asumimos a;; # 0), u son las raices de

det(uD + L+ U).
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Anslogamente, los autovalores A de Bgg = —(L + D)~'U son las raices de

det(ul + (L + D)~'U) = det((L+ D) Y u(L+ D)+ 1U))
= det((L+ D) Y)det(u(L + D)+ U)

y como det((L + D)~1) # 0, X son las raices de
det(u(L + D) +U).
LEMA 3.18. Sea A € RN*N tridiagonal entonces, para todo o # 0 se tiene que

det(D + L+ U) = det(D + oL + a~'U)

Demostracion. Basta ver que las matrices A = D+ L +U y D + oL 4+ o~ 'U son semejantes.
Pongamos

di ag O e 0
bQ d2 a9 e 0
A= 0 b3 ds :
' C.oan—1
0 bv-1 dn
y consideremos
1 0 0
0 « 0
C = :
0 a]\}fl
Entonces,
d ala 0 cee 0
aby do Oé_lag s 0
CAC™ =] 0 abs ds : =D+aL+a U
’ atan_q
0 e OébN_l dN

TEOREMA 3.19. Sea A € RV*N wuna matriz tridiagonal y sean X los autovalores no nulos de
Bgs, p los autovalores no nulos de By, entonces A y u se relacionan de la siguiente manera

= .
En particular,
p(Bas) = p(By)*.
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Demostracion. Los A son autovalores de Bgg y por lo anterior verifican que

det(A(L+D)+U)=0
pero A(L + D) + U es tridiagonal y por el lema anterior
det(AD + aAL +a~'U) =0
Si A # 0 sea o tal que o? = % Entonces,
0=a Ndet(AaD + L+U)
y como los autovalores de B; no nulos son las raices o de det(uD + L + U) = 0 resulta que
U=

Pero como a2% se tiene que

p? =\

Ahora observemos que en lo anterior, dado A # 0 autovalor de Bgg encontramos p autovalor de
Bj con p? = ), pero en realidad es un si y sélo si. Es decir, dado p autovalor de By, A = p?
resulta ser un autovalor de Bgg,

det(uD+L+U)=0
si y sélo si
det(u?D 4+ pu(L+U)) =0
si y s6lo si (por el lema previo)
det(u?’D + apL +a~tplU) =0

y tomando o = u se tiene
det(u*(D + L) +U)) = 0.

Entonces 2 es autovalor de Bgsg. O

Convergencia del método de Gauss-Seidel para A € IRY*Y simétrica

Como los autovalores de A € RY*N pueden ser complejos, trabajaremos directamente con

A e OVXN,

Recordemos algunas definiciones

DEFINICION 3.20. Si A € OV se define A* = AT o sea A* es la matriz que en el lugar i, j

tiene al elemento a;‘j

= @i
DEFINICION 3.21. A € OV*N es Hermitiana si

A" = A
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Observemos que si A € RV*N | A* = AT y Hermitiana significa simétrica.

Si z € Y y A es Hermitiana entonces
z*Az € R.

En general para A cualquiera z*Az = z*A*z. Veamos esto,
2¥Az = ZZ-aUZj
]
y entonces
2*Az = Z 202 = 2" A%z
]
TEOREMA 3.22. Sea A € OV*N Hermitiana y definida positiva (o sea z*Az > 0 Vz # 0),
entonces el método de Gauss-Seidel es convergente.

Demostracion.
A=L+D+ L*
con
0 0 0
asy 0 0
L p—
ani - 0

Hay que ver que p(Bgs) < 1 donde Bgs = —(L + D)~1L*.

Observemos que Bgg puede escribirse como

Bgs=1—-(L+ D)flA
Sea A € C un autovalor de Bgs y z € OV, z # 0, un autovector correspondiente a \, es decir

(I —(L+D) 1Az = Xz
o bien

(L+D)z—Az= XL+ D)z

y esto es equivalente a

Az=(1-N)(L+ D)z
Como Az # 0 se deduce que A # 1. Multiplicando por z* se obtiene

1 2*(L+ D)z
1—X Z*Az

tomando conjugado y recordando que z*Az € IR y que D es real se tiene
1 2(L+D)z 2z(L*+ D)z

1—A z*Az z*Az
Y sumando estas dos igualdades se obtiene

2Re( ) =1+

1—-A
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pues z*Az >0y z*Dz > 0 (a;; > 0 si A es definida positiva).

Entonces si A = a + i3, tenemos
I 1 l—a+if  1—-a+if
I-A l-a—-if l—a+if (1—a)2+(B)?

Y de esta forma
1 11—«

Re(37—3) 1—a)2+ (B)2

y por lo anterior
l-«
>

1
(1-a)?+(5)? " 2

es decir
2(1—a)>1—2a+a?+ 3
y esto es equivalente a
1>a®+ 52
Hemos conseguido ver que
Al < 1.
Se puede probar que si A € CV*N es Hermitiana y con a;; > 0 entonces el método de Gauss-
Seidel converge si y sélo si A es definida positiva . ]

2.5. Método SOR. Laidea del método SOR (successive over relaxation / sobre relajacion
sucesiva) es tomar un “promedio” entre el z¥ y el xf“ de Gauss-Seidel (promedio entre comillas
pues los pesos no son necesariamente menores o iguales que 1).

Dado w un pardmetro se define

i—1 N
1
xf“ =(1-waf+w|b— Zaijxfﬂ — Z aijxf —
— = Qi
7j=1 Jj=i+1
En forma matricial escribimos como antes A = L + D + U queda
(D +wL)z"* = (1 — w)D — wU)2* 4+ wb
entonces
2" = B ¥ + (D + wL) twb
con
B, = (D +wL) (1 —w)D —wl)
Observemos que By = Bgs.

En principio, w es arbitrario. Sin embargo el siguiente teorema nos dice que es necesario que
|w — 1| < 1 para que haya convergencia (o sea para que p(B,) < 1). Si w € IR entonces hace
falta que 0 < w < 2.
TEOREMA 3.23. (Kahan) Sea A € CV*N, con ay; # 0, entonces

p(By) = [1 - wl
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Demostracion. Si L es triangular inferior con ceros en la diagonal entonces det(D 1) = det((D +

wL)™!

). En consecuencia,

det(B,) = det((D+wL) 1) det((1—w)D —wlU)
det(D~ )det((l —w)D —wU)

det((1 —w)I —wD™1U)

= det((1 —w)I)=(1—-w)V

Pero como det(B,,) =[], \i se tiene que

p(By) > [1 - wl

Si w € IR, una condicién necesaria para que el método converja es que 0 < w < 2. Esta condicion
es también suficiente si A es simétrica definida positiva.

El problema consiste en encontrar el pardmetro 6ptimo (o cercano al éptimo) para acelerar
la convergencia. Para ciertas clases de matrices esto puede hacerse (ver libro Varga, Ortega o
Smith). O

3. Ejercicios

1. Escribir un programa que implemente el método de Jacobi y otro el de Gauss-Seidel con
las siguientes condiciones:
= que incluya una restriccion al nimero de iteraciones
= que finalice si el método se estaciona
2. Decidir para cada uno de los siguientes sistemas, si los métodos de Jacobi y de Gauss-
Seidel son convergentes (sugerencia: utilizar los comandos tril, diag y eig de Matlab). En
caso afirmativo usarlos para resolver el sistema. Si ambos métodos convergen, determinar
cual converge més rapido. {Es la matriz del sistema diagonal dominante? ;y simétrica y
definida positiva?

5 7 6 5 T 23
3 11 I 5
B 7 10 8 7 o || 32
(2) f f i iQ - 2 > g g 10 9 zs | T | 33
3 5 7 9 10 T4 31

3. Dar ejemplos donde converja el método de Jacobi y no lo haga el de Gauss-Seidel y
viceversa.

4. Considerar el sistema Ax = b para A = ( 2 1

3 6
de Jacobi converge; hacer un programa que lo modele y a la vez grafique en el plano la
sucesion de aproximaciones obtenidas empezando en cada uno de lo siguientes valores
iniciales

(a) zo=(1,4) (b) zo=(1,0) (c) zo=(5,2)

r—y= 0
z+y= 0
de iteracién asociada al método de Gauss-Seidel, decidir si el método es convergente o

y b= (8,21). Mostrar que el método

5. Considerar el sistema . Estudiar autovalores y autovectores de la matriz
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no y, sin hacer calculos, predecir el comportamiento de las sucesiones que se obtienen
con los siguientes valores iniciales.

(a) =z =(2,0) (b) xp=(-0,03,0,03) (¢) xo=1(0,1)

Decidir si en este caso el método de Jacobi resulta convergente.
a) Mostrar que toda matriz A € IR™™ con det(A) > 1 tiene un autovalor A, real o
complejo, con |A| > 1.
b) Decidir si el método de Jacobi converge o no para un sistema dado por la matriz
-1 1 2
A= 4 -1 3
5 6 -1

7. Sean A, B € IR?**3 las matrices

0
B=1| b
0

ot O
O o O

a) Probar que lim,, o, B" = 0 si y sélo si |b] < v/2/2.

b) Dar condiciones necesarias y suficientes sobre a,c € IR para la convergencia de los
métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel aplicados a la resolucion de Ax = v.

a) Probar que si A tiene una base de autovectores v;, con autovalores \;, la matriz

B=I1I+sA, sclR

tiene los mismos autovectores, con autovalores v; = 1 + s\;.

b) Sabiendo que los autovalores de la matriz A € R~ Dx (=1
-2 1 0 - - 0
1 -2 10 - 0
asl
0 - -1 =2 1
o - - 0 1 =2
son \; = —4sen 72%, j=1,...,n—1, decidir si el método de Jacobi aplicado a Ax = b

€S convergente O 1no.

¢) Decidir si el método de Gauss-Seidel resulta convergente. En caso afirmativo, jqué méto-

do converge mas rapido?
Comentario: Este problema es interesante por sus aplicaciones, pues cor-
responde a la discretizacion de la ecuacion de Poisson en una dimension

espacial:
d*u
@:f(as), z € [0,1];
u(0) = u(1) = 0.

9. Sea By la matriz asociada al método de Jacobi de un sistema dado. Estimar

a) cudntas multiplicaciones y divisiones se requieren para calcular B.
b) cudntas multiplicaciones y divisiones se requieren para para realizar una iteracién
con el método de Jacobi.
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¢) si p(By) < 1, cudntas iteraciones se necesitan para reducir el error del método en
més de 107" (en funcién de p(By)).

d) cudntas multiplicaciones y divisiones se requieren para calcular la solucién del sis-
tema por el método de eliminacién gaussiana.

e) cudntas iteraciones del método de Jacobi podrian realizarse antes de igualar la can-
tidad de operaciones necesarias al usar el método de eliminacion gaussiana.

10. Sean By y Bgs las matrices asociadas al método de Jacobi y de Gauss-Seidel respecti-
vamente del sistema Ax = b.

a) Mostrar que si A(i, k) = 0 entonces, el elemento Bj(i, k) = 0. Notar que si A es una
matriz rala (con muchos ceros) entonces By también lo es. Luego, en cada iteracién
se requieren pocas multiplicaciones.

b) Mostrar que A = 0 siempre es un autovalor de Bgg. ;De qué autovector?

11. Dada una matriz
ailr a2 a13
A= an a2 a;
azy as2 ass

y un vector b € IR3, se quiere resolver el sistema de ecuaciones Az = b; para lo cual se
considera el siguiente método iterativo, que es un caso particular de los métodos llamados
Jacobi por bloques:

-1 -1
a1 aiz 0 0 0 a3 air a2 0

Tpy1 =— | a1 a2 O . 0 0 ao3 | @+ | a1 a2 O - b,
0 0 ass asy as2 0 0 0 ass

Este método resulta convergente para los siguientes datos:

8 2 -3 —20
A= -3 9 4 y b=| 62
3 -1 7 0

Hacer un programa que calcule la sucesién de aproximaciones generada con valor inicial
el vector nulo y que se detenga cuando ||zg1—2k||co < 107 (es decir, cuando la iteracién
“se estabiliza”).

12. Sea A € IR™*". Probar que A = 1 es autovalor de la matriz de Jacobi (o Gauss-Seidel)
de A siy s6lo si A es no inversible.

13. Para resolver el sistema Ax = b, se utiliza un método iterativo cuya matriz de iteracién
J es diagonalizable y satisface p(J) < 1. Sea ey, el vector error en el k-ésimo paso.
a) Demostrar que ||ex||oo = O(p(J)¥).
b) Probar que si ey # 0 para todo k € IN y p(J) # 0, la sucesion (||ex]|oo)renN tiende a

0 linealmente.
14. Utilizar la iteracion de Gauss-Seidel para resolver el sistema A,z = b, para

1 2 1

., Cémo es la convergencia? {Tiene esto que ver con el mal condicionamiento de A? Dar
un ejemplo de una matriz mal condicionada para la cual la convergencia sea rapida.
15. Hacer un programa que pida el ingreso de una matriz A y un vector b y luego
= calcule las matrices de iteracion de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel.
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= calcule el menor de los radios espectrales de las dos matrices anteriores y, si este valor
resulta menor a 1, entonces realice las primeras 10 iteraciones del método correspon-
diente (o de cualquiera de los dos métodos en caso de que los radios espectrales
resulten coincidentes), con valor inicial el vector nulo.

16. Considerar el sistema Ax = b para A = ( 664 :(13 ) y b=(1,2).
a) Demostrar que el método de Jacobi converge para todo dato inicial. Verificar, sin
embargo, que la matriz no es diagonal dominante.
b) Sea J la matriz de iteracién. Hallar las normas 1, co y 2 de J. Hallar una norma || ||
en la cual ||.J|| sea < 1.






Capitulo 4

Resolucion de ecuaciones no lineales

En muchos problemas, aparece en forma natural, la necesidad de calcular el valor de x donde
una funcién f se anula, es decir, una raiz de f. En general, con las herramientas analiticas que
se usan para estudiar y graficar funciones suaves (derivables) sélo podemos analizar si hay un
intervalo [a, b] donde el gréfico de f cruza el eje x.

En este capitulo, veremos distintos métodos que nos permitiran aproximar el valor de una raiz,
éste valor suele hallarse por aproximaciones sucesivas y por ende los métodos a utilizar son
iterativos. En muchas ocasiones, sélo tiene sentido encontrar una solucién aproximada. A veces,
el calculo exacto no es posible ya sea porque se trata de una rafz irracional (f(z) = 22 —2) o
porque la funcién viene dada por coeficientes cuyos valores se conocen sélo en forma aproximada.
Lo importante al utilizar métodos que estimen el valor deseado es, como venimos marcando en
estas notas, poder controlar el error que se comete al utilizar un valor aproximado en lugar del
exacto.

El problema se plantea de la siguiente manera: Dada f : IR — IR (o bien f : [a,b] — IR) se
quiere encontrar r tal que

f(r)y=0.

El cédlculo aproximado de raices puede dividirse en dos etapas. En la primera, se separan las
raices. Es decir, se busca un subintervalo de [a, b] que contenga una y sélo una raiz de f. Para
asegurar la existencia de al menos una raiz en el intervalo propuesto se utiliza el teorema de
Bolzano. Para asegurar que no hay méas de una raiz se usa el teorema de Rolle, es decir, se
verifica que la derivada primera no cambie de signo en dicho intervalo. En la segunda etapa, se
aplica un método para aproximar la raiz aislada.

Antes de describir el primer método de estas notas, el de biseccién, recordamos el teorema de
Bolzano.

TEOREMA 4.1. Bolzano Sea f : [a,b] — IR continua en [a,b]. Si f(a)f(b) < 0 (o sea f(a) y
f(b) tienen distinto signo) entonces existe alguna raiz de f en el intervalo [a, ).

1. Meétodo de biseccion

Este método, que se apoya en la idea geométrica del teorema de Bolzano, permite construir una
sucesion (z,)pen que converge a la solucién de f(z) = 0 de la siguiente manera.
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a+b
Supongamos que f(a)f(b) < 0. Calculemos ¢ = %

f(b) <0, entonces

. Supongamos, por ejemplo, que f(a) >0y

1. Si f(c) = 0 listo.
2. Si f(¢) < 0, habré una raiz en [a, c|.
3. Si f(¢) > 0, habré una raiz en [c, b].

Ahora se elige el subintervalo, cuya longitud es la mitad de [a,b] y que contiene a la raiz. Este
proceso se sigue sucesivamente.

Asf se genera una sucesion x; = GTH’ € [a1,b1], x2 € [ag,be], x3 € [as3,bs] ...donde cada intervalo
[an, by] mide la mitad del anterior,
b—a
bl — ai = 9
b b — a1 b—a
—Qa = ==
9 — a2 5 1
b—a
b, —a, = =
Ademis,
a<a; <agy < <b
b> bl > bg > >a

Entonces a,, y b, son sucesiones mondtonas y acotadas y en consecuencia convergen, es decir,
existen los limites

lim a, y lim b,.
n—oo n—oo
Y como
b—a
|br, — an| < =0

se tiene que

lim a, = lim b, =r.
n—o0 n—oo

En cada paso se verifica f(a,)f(b,) < 0y tomando limite (usando que f es continua) resulta

f(r)? <o.

Entonces 7 es la raiz buscada pues cumple, f(r) = 0.
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Por otra parte el error se puede acotar de la siguiente forma. Tenemos que

ap—1+ bp—1
ThE T

entonces

b—a
on

1
’T - xn| < i(bn—l - an—l) =

Resumiendo, hemos demostrado,
TEOREMA 4.2. Si f : [a,b] — IR es continua y f(a)f(b) < 0 entonces, el método de biseccion
genera una sucesion T, tal que,

1. xp — 7 con f(r) =0,

—a
2. |r—x,| < ST

Una de las ventajas que tiene el método de biseccién es que converge para cualquier f continua,
es decir no hace falta derivabilidad como en otros métodos que veremos mads adelante.

EJEMPLO 4.3. Calculemos v/2.

Tomemos f(z) = 22 — 2 y [a,b] = [1,3]. Se tiene f(1) = —1 < 0 < f(3) = 7 y con un grafico de
f podemos asegurar que no hay otra raiz positiva. La suecsién que produce el método es:

r] =2 f(z1) =2 [a1,b1] = [1, 2]

2y =15 Fla2) = 0,25 [az, bo] = [1,1,5]

3 = 1,25 F(x3) = —0,4375 [az, bs] = [1,25,1,5]

24 = 1,375 F(x4) = —0,109375 [aq, ba] = [1,375,1,5]

o5 = 1,4375 F(x5) = 0,06640625 [as, bs] = [1,375, 1,4375]

26 = 1,40625 F(z6) = —0,022. .. [ag, bs] = [1,40625, 1,4375]
o7 = 1,421875 Flar) = 0,02. .. a7, by] = [1,40625, 1,421875]

zs = 1,4140625

Para xg, vemos que la aproximacién lograda tiene 4 cifras exactas. Fue necesario hacer ocho
pasos para obtener cuatro cifras exactas (v/2 = 1,4142...).

Del analisis hecho en general sabiamos que,
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b—a 2 1
2 — <—= —= = —.
V2—asl < =5 = 55 128
Entonces el error relativo es
V2~ ] <1 0005~
V2 128v/2 1000

La desventaja del método de biseccion es que converge muy lentamente, por ejemplo en com-
paracion con el método de Newton-Raphson que veremos més adelante.

En cada paso la cota del error, (b — a)/2", se reduce a la mitad,
b—a
2TL

leny1] <

En consecuencia se reduce % en tres o cuatro pasos (se gana una cifra en tres o cuatro pasos).

2. Meétodo regula falsi

Este método llamado “regula falsi” o de falsa posiciéon puede verse tanto como una variante del
método de biseccion como del método Newton-Raphson, que veremos en la proxima seccién.

Supongamos, nuevamente, que tenemos una funcién f : [a,b] — IR continua que verifica
f(a)f(b) < 0 (entonces existe una raiz, r, en [a, b], por el teorema de Bolzano) y supongamos
que la raiz es tinica en ese intervalo.

Definimos x1 como la interseccién de la recta secante L con el eje x (en lugar de tomar el
promedio bfT“, como se hace con el método de biseccién).

La recta L, que une los puntos (a, f(a)) con (b, f(b)) tiene ecuacién:

y—f(a):f(bl)):f(a)

" (x —a).

Como z1 es el valor de x que cumple y = 0, se tiene,

xlza—&(bfa):M

f(6) = f(a) f(0) = f(a)

Si f(z1) # 0 entonces f(a)f(z1) < 0o bien f(b)f(z1) < 0. Supongamos f(b) f(x1) < 0, definimos
x9 con el mismo procedimiento anterior con el intervalo [z1,b] = I1, y asi sucesivamente.

Observemos que puede suceder que |I,,| no tienda a cero, pero sin embargo x,, — r para toda f
continua.
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Método de Regula Falsi: tres iteraciones

Solucion exacta

Ficura 4.1.

3. Meétodo de Newton-Raphson

La idea del método es “ir por la tangente” como se describe a continuacion.

Se empieza con xg. Se traza la tangente en xg y se define x1 como la interseccién de la tangente
con el eje x. Luego se traza la tangente por x1 y se toma x9 la interseccién de la tangente con
el eje x, y asi sucesivamente. Esto genera una sucesién z,, como muestra la Figura 4.2.

Observemos que hace falta que f sea derivable. Ademads, puede ocurrir que la sucesiéon que
produce este método no sea convergente. Esto ltimo se puede ver graficamente con el ejemplo
que muestra la Figura 4.3.

Sin embargo veremos que el método converge muy rapidamente si g estd “suficientemente cerca”
de una raiz, bajo condiciones bastante generales sobre la funcién f.

Descripcion analitica de método de Newton-Raphson.

Sea f :[a,b] — IR derivable, xy € [a, b], se toma x; tal que

f(xo) + (z1 — o) f'(0) = 0
Y en general, se toma x,4+1 tal que

F(@n) + (Tny1 — x0) f'(2n) = 0
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Método de Newton—Raphson

Ficura 4.2.

f(x)

Figura 4.3.

o sea,

T = T )
n

Observemos que para que esto tenga sentido, hay que suponer f’(z,) # 0, esto es obvio grafica-
mente como muestra la figura 4.3.
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OBSERVACION 4.4. Si f' es continua, una sucesion () construida con este método, si converge,
converge a una raiz de f.

Demostracion. Se r = lim x,,. Tenemos

f/(ﬁn)@n-&-l —xp) = f(@n).

Como f y f’ son continuas, al tomar limite queda 0 = f'(r)(r —r) = f(r). m

Notemos que, En efecto,

Ahora analicemos la convergencia del método. Sea r una raiz simple de f, es decir, f(r) = 0,
f'(r) # 0 y supongamos que f” es acotada.

Debemos estimar el error que se comete al usar x,, en lugar de la solucién exacta (y desconocida)
r. Esto es, estudiamos la expresién e, = x, — r y vemos si e, — 0.

e

Recta tangente afenx;

Ficura 4.4.

Para analizar la convergencia del error miramos la sucesién recursiva

— — — —— Y _r=e, — —7
€n+1 Tntl — T = Tn f/(xn) n f’(xn)

entonces

enf'(Tn) — f(zn)

Ent+l1 = f’($n)

(4.1)



72 4. RESOLUCION DE ECUACIONES NO LINEALES

Observemos que si f/(r) # 0 entonces f’(x,) # 0 para x,, cercano a r (esto lo justificaremos con
maés precisién después).

Usando el desarrollo de Taylor de orden 2 centrado en la raiz r se tiene,

0= £(r) = Flan)  (on — 1) (@) + 5 (on — )20

donde ¢ es un valor intermedio entre z, y r. Entonces

et (ea) = F(n) = 3 T"(F

Reemplazando en la igualdad 4.1 queda

L f"(€) »

T S P

Con todo esto podemos demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 4.5. (de convergencia) Si r es un cero simple de f (i.e. f'(r) # 0) y sea I =
[r — a,r + o] un intervalo tal que |f'(x)] > 5 >0y |f"(z)] < M en I. Entonces,

Eziste ¢ > 0 tal que I = [r —e,r +¢] C I y se tiene que |e,| — 0y
1M
lenta| < §F’€n|27 (4.3)

stempre que xg € I..

Demostracién. Como las cotas para [’y f” siguen siendo ciertas para cualquier subintervalo de
I, podemos elegir € > 0 tal que

1M

-—e=A<L
29
Entonces, si xg € I. tenemos que |eg| = |xg — 7| < € y usando (4.2) obtenemos
ler] = |z1 — 7] < Aleol.

En particular, 1 € I.. Andlogamente,

le2] = |22 — 7] < Aex| < Aeo
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y x2 € I.. Continuando de esta manera, obtenemos una sucesion (z,),eny C I tal que
len| < A™eg].

Como 0 < X\ < 1 se tiene que |e,| — 0 si n — oo. Finalmente, la desigualdad (4.3) se obtiene de
(4.2). m

COROLARIO 4.6. Si f" es continua y f" es acotada en [a,b] y r € [a,b] es una raiz simple de
f, entonces existe un € > 0 tal que si xy € I. = [r —e,r + €] C [a,b], el método de Newton
empezando en xy converge a r.

Demostracion. Como f'(r) # 0y f’ es continua, existen « > 0y § > 0 tales que I = [r—a, r+a] C
[a,b] y |f'(z)| > 0 para todo = € I. Ahora estamos en las condiciones del teorema 4.5. m

OBSERVACION 4.7. Un caso particular del corolario 4.6 es una funcion C?([a,b]) que tiene a
r € [a,b] como raiz simple.

Ahora, queremos estudiar la rapidez con la que una sucesion generada por un método, converge
a la solucién exacta. Para eso necesitamos la siguiente

DEFINICION 4.8. En general podemos definir que un método es de orden p si existe una constante
C > 0 tal que

lim |6n+l’ — C

y h/m |€n+l’ — O

n—r00 |€n|p n—o00 |en|p_5

Observemos primero que cuanto mas grande sea p mejor. Ahora, veamos qué significa esto
geométricamente. Para valores grandes de n, es decir, asintéticamente, se puede considerar que
el comportamiento de las sucesiones |e,11| y |en|P son equivalentes, lo que se expresa como

‘en+1’ ~ C’en|p'

Por otra parte, si se obtiene una desigualdad de la forma
lent1| < Clenl?

podemos asegurar que el orden de convergencia es por lo menos p.

La convergencia para el método de Newton-Raphson es cuadrética, es decir, p = 2. Si bien, con
la desigualdad (4.3) podemos asegurar que existe C' > 0 tal que

leny1] < C|6n|2
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de la igualdad (4.2) se deduce que el método, en general, converge cuadréticamente. Esto es, en
cada paso el error se reduce cuadriticamente (o sea es menor o igual que el cuadrado del error
del paso anterior).

Esta es la gran ventaja del método de Newton. El nimero de cifras correctas se duplica (esen-
cialmente) en un paso.

Este resultado de convergencia es “local”’, o sea, el teorema garantiza la convergencia si se
empieza “suficientemente cerca” de r. En la préactica es un tema dificil determinar lo que es
“suficientemente cerca”’. Muchas veces, se combinan unos pasos del método de biseccién para
encontrar un intervalo en el que se aplique el Teorema 4.5. Sin embargo, el método de Newton
funciona en forma excelente (incluso en N variables) y es de los mas usados.

EJEMPLO 4.9. Calculemos, aplicando el método de Newton una aproximacién de v/2. Compare-
mos el resultado con el que se obtuvo al aplicar el método de biseccién. Como antes la funcién
es f(z) = 22 — 2 y elegimos z¢ = 3. Tenemos

fxn) 2 -2 x, 1
=T, — =xp — =— 4+ — 4.4
:I;n-i-l mn f/(xn) xn 23':71 2 + xn ( )
Y aplicando esto obtenemos
x0 =3 xg = 1,41499843 ...
x1 =1,833... xq = 1,41421378...
xo = 1,4621212. .. x5 = 1,414213562. ..

Observemos que

V2 =1,414213562.. ..

Es decir, con cinco pasos del método tenemos mas de diez cifras exactas, mientras que con
biseccién en ocho pasos tenfamos cuatro cifras exactas.

Comentario. Hacia el afio 2000 a.C. los Babilonios usaban el siguiente método para “calcular”
el nimero /p si p € IN. Si a > /p se tiene que P < 4/p. Luego /p es un niimero entre P y a.
a a

: .1 P . o , :
Entonces, consideraban el promedio i(a + =) como primera aproximacién, asi sucesivamente.
a

Esto coincide con el método de Newton, de 1669 d.C., aplicado a la funcién x> — p. Comparar
con (4.4).

EJEMPLO 4.10. Como segundo ejemplo veamos qué sucede con f(z) = 23, r = 0. Es claro que

la Unica raiz es r = 0. Lo que se pretende con este ejemplo es mostrar alguna de las dificultades
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a tener en cuenta cuando se aplica el método de Newton. La sucesiéon que produce este método
es:

Ip+1 = Tn — =

Entonces

2
lent1| = g\en’

En este caso, observamos que la convergencia es lineal y no es cuadrética. Lo que sucede es que
no se verifica la hip6tesis de que r sea una raiz simple (f/(r) = 0 en este caso).

EJjEMPLO 4.11. Este es un ejemplo donde el método de Newton-Raphson no converge. En este
caso, la hipdtesis que no se cumple es la derivabilidad de f. Consideremos la funcion

NI x>0

con r = 0.
Un célculo sencillo permite ver que f no es derivable en la raiz. En cualquier otro valor se tiene
1 1
5117 2 x > 0
f'w) = 1
3(—x)72 x < 0.
Es decir,
’ .
fila) = gl=l72.

La sueciéon que produce el método se escribe como

Tptl =Ty — —— = Ty — 2Ty, = —Tp.

Ahora, salvo que comencemos en la raiz (con lo cual no necesitariamos de un método para
hallarla) se tiene que x,, es positivo o negativo.

Supongamos que x,, > 0, entonces Tp11 = —xp < 0y Tpio = —Tp41 > 0.

Si seguimos el proceso que genera x,, desde un xq inicial vemos que la sucesién es:

Zo — —Z0 — Zo — —Z0 — ...
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Concluimos que, en este ejemplo, el método de Newton no converge para ningin xy por mas
cerca de r = 0 que esté.

Ahora veamos un teorema de convergencia global para el método de Newton que se aplica a
funciones convexas. Una funcién se dice convexa en (a,b) si la recta tangente al gréfico de f
estd por debajo de éste para todo los x en el intervalo. Si la funcién es dos veces derivable esto
corresponde con la condicién f” > 0.

TEOREMA 4.12. Sea f dos wveces derivable en R tal que f” > 0 y f cambia de signo. Dado
cualquier valor inicial xo, si f no alcanza su minimo en xy entonces, el método de Newton-
Raphson.

Demostracion. Supongamos que f es monotona creciente. En este caso, f tiene una tnica raiz,
T.

Si zg > r entonces 1 < g pues ¥4 = xg — ]{,(é((’))) con f(zg)y f'(xg) positivos. Ahora, usando el

desarrollo de orden 2 de Taylor en x( evaluado en r, queda que 0 = f(r) > f(xo)+ f'(z0)(r —z0).
Ademds, la definicién de z1 queda f(xo) + f'(zo)(x1 — z0) = 0. Asi,

f(@o) + f'(wo) (w1 — x0) > f(wo) + f'(wo)(r — o). (4.5)

Y, por lo tanto, x1 > r. Si se llega en finitos pasos a la raiz, el método es convergente. Si no,
con el razonamiento de arriba podemos ver que el método genera una sucesiéon x, mondtona y
acotada:

xo>2x1>T2>...>Tp > ... >T.

Luego, es convergente. Por la Observacién 4.4, (x,) converge a una raiz de f. Como supusimos
f mondétona, la raiz es r.

Si f es mondtona decreciente, una demostraciéon anédloga prueba el resultado. Finalmente, si f
no es mondétona, f tiene un minimo que lo alcanza en algiin valor, digamos x*. Por hipétesis,
tomamos un valos inicial zg # z*. Supongamos que zo > z*, el caso xg < x* es andlogo. Si
xo > r se repiten los pasos del caso f monétona creciente. Si por el contrario xy < r, de (4.5),
se sigue que x; > 7 y procedemos tomando x; como valor inicial. |

Si bien este teorema es bastante claro geométricamente para funciones definidas en IR, su interés
radica en su extensién a IRV,

4. Método de punto fijo

El método de Newton puede verse como un caso particular del método de punto fijo.

La idea es reemplazar la ecuacién f(x) = 0 por otra de la forma x = g(x) de manera que la
solucion de ésta sea la solucién del problema original.
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Esto puede hacerse de diversas maneras, por ejemplo, si

f(z)=2®— 13z + 18

podemos tomar g(z) como cualquiera de las siguientes funciones

_ 13x — 18
= e

ol

g1(x) = : g2(x) = (13x — 18)3, g3(x)

Una vez encontrada ¢ una funcién continua, el problema se reduje a encontrar puntos fijos de
g, es decir, r tales que

r=g(r).

Se define una sucesién por iteracion, se elige un xg y después se toma

Tni1 = g(@n)- (4.6)

Observemos que si la sucesién generada por (4.6) x,, converge, entonces lo hace a un punto fijo
de g. En efecto, tomando limite y usando que g es continua se tiene que si x,, — r entonces

r=g(r).

TEOREMA 4.13. Sea I = [a,b] si g(I) C I entonces g tiene al menos un punto fijo en I.

Demostracion. Como g(I) C I se tiene que a < g(a) < by a < g(b) <b,si a=g(a) o b= g(b)
listo. Si no, g(a) —a >0y g(b) — b < 0. Entonces la funcién F(x) = g(x) — x cumple, F(a) > 0
y F(b) <0y como F es continua existe un r en I tal que 0 = F(r) = g(r) — r. o

TEOREMA 4.14. Si g es ademds derivable y |¢'(x)] < A< 1Vx €I yg(I) C I entonces g tiene
un unico punto fijo.

Demostracion. Si hay dos puntos fijos, 71, 79 con r| # 7y, tenemos

[r1 —ra| = [g(r1) — g(r2)| = |g"(€)(r1 — r2)| < Alry — 12| < |r1— 79
una contradiccion. O

Bajo estas mismas hipdtesis, la sucesiéon generada iterativamente converge y se puede dar una
cota del error en términos de A.

TEOREMA 4.15. Sea g tal que |¢'(x)] < X< 1Vax €I yg(I) C I entonces la sucesion x,, definida
por
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Tpy1 = 9(Tn)
converge al unico punto fijo de g y ademds,

L. |zy — 7] < AN?ag — 7]

n . e z .
2. len| < 1)‘_—)\|x1 — xo|. O sea, se tiene una acotacion en términos de |r1 — xo| que es
conocido.

Demostracion. Por el teorema anterior sabemos que existe un tnico punto fijo de g que llamamos
r. La hipétesis sobre la derivada de g implica que |g(z) — g(y)| < Az — y|, o sea g es Lipschitz
con constante A. Entonces

[Tng1 — 7| = [g(@n) — g(r)] < Alzn —r
y de aqui, como A < 1 se tiene que

|z — 7| < AN zg —r| — 0.
En particular demostramos que z,, — r.

Por otra parte, intercalando x; y usando desigualdad triangular,

lxo —r| <l|zo — x1| + |21 — 7] < |20 — 21| + Mo — 7.

Entonces
(I =XN)|xg—7] <|z1 — 20
y como
|zy, —r| < N xg — 7|
se obtine la estimacién 2). m

La figura 4.5 muestra graficamente como se genera una sucesion por el método de punto fijo. En
dicho grafico 0 < f'(z) < 1.

Para aplicar el teorema 4.15 hay que garantizar que g(I) C I (o sea primero hay que encontrar
un tal I).

Si r es un punto fijo de g con |¢'(r)| < 1 este intervalo I existe, resultado que probamos en el
siguiente teorema.

TEOREMA 4.16. ¢’ continua en (a,b), r € (a,b) un punto fijo de g. Si |¢'(r)| < 1, entonces existe
e > 0 tal que la iteracion es convergente siempre que g € I. = (r —e,r +¢€).
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Ficura 4.5.

Demostracién. Como |¢'(r)| < 1, existe una constante K < 1y un € > 0 tales que |¢'(z)| < K,
Vo € I. = (r —e,r +¢) (por la continuidad de ¢’). Entonces, Vz € I,

lg(z) — 7| =g(z) —g(r)| < K|z —r| < Ke <e¢

o sea, g(I.) C I., y podemos aplicar el teorema anterior en I.. o

5. Método de la secante

En este método tenemos que x,41 es funcién de z, y de z,—1. La idea es la misma que en
el método “regula falsi”, trazar la secante, pero este método es diferente pues se usan las dos
ultimas aproximaciones x,_1 y Z, en lugar de encerrar la raiz como en “regula falsi”. Para
empezar hay que dar dos valores xg y x;.

La ecuacién de la secante que une los puntos (zn—1, f(zn—1)) y (zn, f(x,)) es

f(xn) — f(zn-1)

Tp — Tn-1

y:f(ﬂjn)-i-(SU—xn)

entonces se define x,41 como la interseccién de esta recta con el eje z, asi, x,41 verifica
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f($n) - f(xn—l)

Tp — Tp—-1

0= f(zn) + (Tn+1 — Tn)
es decir,

Tp — Tn-1

flan) = f(zn-1)

Tn+l = Tp — f(frn)

Observemos que esta férmula es andloga a la de Newton reemplazando f’ por un cociente
incremental.

La ventaja es que no hay que calcular la derivada de f (esto es de gran ayuda en un caso en que
1 sea dificil de calcular).

La desventaja es, segin veremos, que la convergencia de la sucesién es mas lenta que la que
produce el método de Newton.

Observemos que la iteracién del método de la secante también puede escribirse como

€T 1= f(flfn)l‘n,l - f(xnfl)gjn
" F@n) — f@n)

Analicemos el orden de convergencia de este método, segin la definicién 4.8. Tenemos

fr)=0 y e,=r—a,
Luego,

f(xn)$n—1 - f(xn—l)xn
f(@n) = f(zn-1)

_ en—1f(Tn) — enf(Tn-1)
f(n) = f(xn-1)

enfl(f(mn) - f(?”)) - en(f(T) — f(mnfl))
f(xn) — f(zn-1)

HE 0 4 enens

f(xn) = f(zn-1)

€nt+1 =T —Tnpy1 =T —

fr)=f(@n-1)

—€n€n—1 Trm1—T

Es decir,

f@n-1)=f(r) _ flr)=f(zn)

Tp_1—T Typ—T
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Definamos ahora las diferencias.

Primera diferencia :

Segunda diferencia :

f)=f®) _ f(b)=f(a)

f‘l:a7 b, C] — c—b b—a
cC—a

Entonces el error del método de la secante verifica,

€n+1 = —€En€n—1 f[SU L@ ] .
n—1,Tn

LEMA 4.17. )
f[a7b7 C] = §f”(77)

Demostracion.
f(z) = f(a) + fla,bl(x — a) + f[a,b, c](z — a)(x — b) + Resto.

Despreciamos el resto y nos quedamos con el polinomio de grado 2:

f(a) + f[a,b](x - CL) + f[CL, ba C]($ - a)(x - b)
Se verd mas adelante que este polinomio es el polinomio interpolador de grado dos.

Sea

9(x) = f(x) = f(a) + fla,b](x — a) + fla, b, c](z — a)(x — b) (4.8)

g cumple que g(a) =0, g(b) =0y g(c) = 0.

Entonces ¢’ se anula en por lo menos dos puntos y de ahi que existe  con ¢g”(n) = 0. Ahora,
derivando dos veces la expresién (4.8) y evaluando en 7 se obtiene

0=yg"(n) = f"(n) - 2fa,b,c,
es decir,
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flasboe] = 37" ()

Aplicando el lema 4.17 a nuestra expresién de e, 11 dada en (4.7) queda

1),
n+1 2 f,(fn) ntn—1

y de acd se puede deducir la convergencia local.

TEOREMA 4.18. Si f'(r) # 0, |f"] < K en un entorno de r y xo, x1 estdn suficientemente cerca
de r, es decir existe € > 0 tal que si xg,x1 € I. = (r — e, + €), entonces

en — 0.

Demostracidn. Existe € > 0 tal que |f'| > § en I, entonces si xg, 21 € I. tenemos que

|e2] < le1]leo| < ?
e eille €
2= 26 HITor = 20
y si ahora pedimos (quizds achicando el ) que

K

—e=A<1

256 <
nos queda que

lea] < Ae < e

y entonces x2 € I.. Ahora bien
K K
leg| < %]egHel\ < %)\82 <\

K K
eq| < —lesllea] < ——eXZeX < Ne.
leal < S5lesllea] < o5 <
Y podemos concluir por induccién que

len| < A le = 0.

Veamos el orden de convergencia del método de la secante, teniamos
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1 f" ()

|en+1| = | - 5 fl(gn) ”en|‘6n71| — Cn|€n”€n71‘a

y ademas, si llamamos ¢y, al limite de ¢, tenemos

1/"(r)
2 f/(r) |

Cn—)Coo:‘

Supongamos que f”(r) # 0, de esta forma co, # 0.

Buscamos p tal que

Tenemos

Sia=1—pyap=—1,0sea

entonces p es solucién de

y como p > 0,

Con esta elecciéon de p tenemos que
_ len+t1]
len P

n

cumple la iteracién de punto fijo (salvo que ¢, es variable pero converge a c¢o),

=

Yn+1 = CnYn .

1
Entonces, y, converge al punto fijo de la ecuacién x = ¢z ? (esto es cierto porque p > 1y se
1

ve directamente escribiendo la iteracién). El punto fijo es T = ¢Z,. Entonces nos queda que
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P

1/7(r)
2 f'(r)

‘en—i-l’
lenlP

~Y
‘ )

para n grande.

Ahora veamos una idea intuitiva de la demostracién directamente.

Si suponemos |e;, 1| ~ len|P tenemos |eny1| ~ |en|P NQ\en_ﬂpQ y de la relacién entre e,y1,e,
Y en_1 se tiene |e, 1P ~ |en_1|P|en_1]. O sea, |en_1[P" 7P~ ~ cte. Luego p > 0 tiene que ser
solucién de p> — p —1 =0 y entonces p = 1‘*'2—‘/5 =1,618....

6. Ejercicios

1. Usar el método de biseccién para hallar una raiz positiva de la ecuacién trascendente:
2x = tan(z)

;Cudntos pasos hay que hacer para garantizar que el error sea menor que 107°?

2. Hacer un programa en Matlab que ejecute los primeros 20 pasos de los métodos de
biseccién y Regula-Falsi para hallar una raiz de la ecuacién 22% 4z — 2 = 0 comenzando
con el intervalo [0, 1].

3. Hacer un programa en Matlab que ejecute los primeros 20 pasos de los métodos de
biseccién y N-R, para calcular /2 comenzando con valores iniciales apropiados.

4. Demostrar que la ecuacién

f(z) =€e"+5senz —2=0

tiene una tnica rafz en el intervalo (0,3). Encontrar las cotas necesarias de |f'| y |f”|

para determinar un valor inicial de modo que el método N-R converja a la raiz. Aplicar
el método para hallar una aproximacion de ésta. ;Cudl es el orden de convergencia?

5. Considerar la funcién f(z) =

T4l Determinar para qué valores de z( la iteracién
N-R es convergente, para cudles es divergente, y cuando se obtienen ciclos periédicos.
6. Se quiere resolver la ecuacién f(z) = 0, donde f(x) = e* — 2. Calcular los 10 primeros
términos de las sucesiones generadas por los métodos N-R y de la secante, comenzando
con los valores iniciales 1 = 3 para el primer método e y; = 3, y2 = 2,3 para el segundo.
Graficar simultdneamente las dos sucesiones obtenidas.
7. Sea f una funcién C! y sea (z,,)neN la sucesién que se obtiene de aplicar el método N-R
a f. Supongamos que x, converge a ry f'(r) # 0, mostrar que r es raiz de f.
8. Sea f una funcién suave, y a tal que f(a) =0,y f'(a) # 0.
a) Suponiendo que en (a,b], f, f', f” son positivas, probar que la iteraciéon de N-R
generada a partir de xg € (a,b) converge decrecientemente hacia a.
b) Con las mismas hipétesis, si 1 € (a, (), probar que la sucesién generada por el
método de la secante a partir de zg, x1 converge decrecientemente hacia a.
9. Sea f(z) = z®. Se desea utilizar el método N-R para resolver la ecuacién f(z) = 0,
comenzando con zg > 0. Analizar el comportamiento del método en los casos

(a) a>1 (b) a =12 (c)a=3
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a) Sea f(x) = (x —rm)(x —ry)...(x —ry) donde r; < r9 < --- < ry. Probar que si
o > rq la sucesion de N-R converge a ry.

b) Para un polinomio P € R[z], P(x) = agx?+ - - -+ aog,aq # 0, tal que sus d raices son
reales y distintas, se propone el siguiente método que aproxima los valores de todas
sus raices:

1) Se comienza con un valor zp mayor que M = max{1, Z?;ol ||Z;‘|} (Dato: M es
una cota para el médulo de todas las raices del polinomio).

2) Se genera a partir de xg la sucesiéon de N-R, que, segtin el {tem anterior, converge
a la raiz mas grande de P, llamémosla ry; obteniéndose de este modo un valor
aproximado 7.

3) Se divide P por x — 74 y se desprecia el resto, dado que r4 ~ 74. Se redefine
ahora P como el resultado de esta divisiéon y se comienza nuevamente desde el
primer item, para hallar las otras raices.

Aplicar este método para aproximar todas las raices del polinomio P(z) = 22 —
4x + 1.
Recordar que una raiz multiple de un polinomio f es una raiz simple del polinomio
f/ ged(f, f), donde ged indica el méximo comin divisor. Hacer un programa en Matlab
que aplique el método N-R a f(z) y a f(z)/ged(f, f') para hallar la rafz miltiple de

fla) = (z = 1)(z - 2)%

Demostrar que, a pesar que la funciéon f no esta en las hipdtesis del método N-R, éste
converge (aunque no tan velozmente como cuando la raiz miltiple se halla como solucién
de f/ged(f, f')).
Para f una funcién C? que tiene una raiz de orden 2 en xz:

a) Demostrar que el método N-R converge sélo linealmente a .

b) {Cudl es el orden de convergencia de la siguiente modificacién?

f'(zn)

Sea f(z) = 423 — 3x + 1 = 0. La ecuacién f(x) = 0 tiene una raiz doble. Aproximarla
calculando las 10 primeras iteraciones de los métodos N-R y N-R con la modificaciéon
del ejercicio anterior, comenzando con los valores iniciales x1 = y; = 25. Graficar si-
multaneamente las dos sucesiones obtenidas.

Se quiere aplicar el método N-R para dar una tabla de valores de la funcién y(z) definida

implicitamente por la ecuacién G(x,y) = 0 en un intervalo [a, b].

El método consiste en comenzar la tabla en un par de valores xg,yo que verifican

xg =ay G(xo,y0) = 0 y proceder por incrementos en x hasta llegar al valor zy = b.
En cada paso se obtiene el valor de y,4+1 aplicando el método N-R a la funcion

G(xp+1,y) donde y es la variable y x,11 permanece fijo; con valor inicial el valor de y,

obtenido en el paso anterior. Dado que la funcién y(z) se supone continua, esta eleccién

del valor inicial se supone apropiada.

a) Aplicar el método para la ecuacién G(z,y) = 22 + y?> — 1 = 0, comenzando en
xg = 0,y0 = 1 para valores de x en [0,1]. Graficar junto con la solucién que se
obtiene de despejar analiticamente y comparar. Utilizar distintos valores para el
incremento y para la cantidad de iteraciones del método N-R en cada paso.

T+l = Ty — 2
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b) Aplicar el método para G(x,y) = 3z + 2y° — 23 + ¢y — 3. Comenzar la tabla en
xo = 0,90 = 1 y proceder por incrementos en = de 0,2 hasta llegar a z59 = 10.
Dada F': IR™ — IR” el método N-R generalizado consiste en realizar la iteracién vectorial

M =gk — (DF| )L F(ab),
k

donde (DF|,x)~! es la inversa de la matriz diferencial de F' evaluada en z*.
Usar la versién generalizada a varias variables del método N-R para para resolver el
sistema de ecuaciones

20 —3y=0, 22—y>*—3=0

comenzando con valores iniciales (xg,yo) = (2,1).
Resolver cos(z) = 2z, x > 0 comenzando con zg = 0,5 y utilizando:

a) La iteracién de punto fijo z,+1 = 3 cos(z,)

b) El método N-R.
Graficar, usando Matlab, las sucesiones obtenidas y comparar.
Sea g una funcién tal que ¢’ es continua en [s,b], donde s es un punto fijo de g. Si
ademds, se verifica que 0 < ¢’'(z) < K < 1 para todo = € [s,b], mostrar que la iteracion,
comenzando con zg € [s,b], converge decrecientemente a s.

—1
Sea f : IRs¢ — IR definida como f(z) = sz

a) Dibujar la grafica de f y determinar el nimero de raices de la ecuacién f(z) = 0,
localizando cada raiz entre dos enteros consecutivos.
b) Para cada una de las siguientes funciones:

filw) = 50+ 2e), faw) = o (

consideramos el siguiente método iterativo: dado xg = 1 sea
Tpt1 = fi(zn), ne N, (i =1,2).

Estudiar si estas sucesiones convergen hacia alguna de las raices de f = 0.
¢) Utilizando Matlab, estimar las raices con estos dos métodos.
Sea f(x) = 2 — x — 1. Se consideran las dos siguientes iteraciones de método de punto
fijo.

—e”.

8:1:—1)

g(z) =23 — 1, h(z) = vz + 1.

a) Determinar cudles de estas funciones son apropiadas para la iteracion.
b) Para las que si lo sean:

s Determinar un intervalo inicial I en el cual el método converja.

» Dar un valor inicial zg € I y la cantidad de iteraciones necesarias para aproximar

la raiz de f con error menor que 10~° comenzando con el xy dado.

Dada la funcién f(z) = x4+ 1/x — 2, f : IR>¢ — IR, se construye el siguiente algoritmo
para aproximar la raiz r = 1:

Tn4+1 = 2 — 1/1'71
a) Verificar que si zp > 1 entonces la sucesién {z,} es mondtona decreciente y acotada
inferiormente por 1. Concluir que x, — 1, aunque esta iteracién no estd en las

hipétesis del teorema del punto fijo. ;Qué hipdtesis no se cumple?
b) Dar un algoritmo para aproximar la raiz de f que converja cuadréaticamente.
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21. Sea f una funcién C! en las condiciones del método N-R. Sea g(z) = = — J{,(é)). Mostrar

que el método N-R es un método de punto fijo.






Capitulo 5

Interpolacion

El objetivo de este capitulo es estudiar cémo puede aproximarse una funcién por polinomios.
Una forma de hacer esto es construir los polinomios de manera que coincidan con la funcién
dada en algunos puntos predeterminados, lo que recibe el nombre de interpolacion polinomial.
Analizaremos distintos métodos para resolver este problema y estudiaremos el error que se
comete al reemplazar una funcién por un polinomio interpolante.

Hay diversos motivos para estudiar este problema. Por un lado, el polinomio interpolante puede
utilizarse para reconstruir una funciéon f a partir de una tabla de valores. Por otra parte, es
una herramienta fundamental para integracion y diferenciacion numérica, como veremos mas
adelante.

1. Interpolaciéon de Lagrange

En lo que sigue, si n € INp, llamaremos P,, al conjunto de polinomios de grado menor o igual
que n, incluyendo el polinomio nulo.

Supongamos que se sabe que la tabla de valores

(wj): To |1 | T2 | ... | Tp
(yj)i Yo | Y1 [ Y2 |--- | Yn

corresponde con datos de una funcién continua que se desconoce. Queremos poder modelizar
dicha funciéon por medio de un polinomio. Es decir, queremos encontrar un polinomio tal que

p(zj) =y;,  Vi=0,1,....,n (5.1)

Nuestro primer paso sera dar un resultado béasico que establece que esto es posible. Mostraremos
una forma concreta de hallar un polinomio p que verifique (5.1) y ademds veremos que si el
polinomio es de grado menor o igual que n, éste es tnico. Vamos a basar nuestra demostracion
en la Base de Lagrange que es una base de polinomios que construimos a continuacion.

Base de Lagrange: Para cada punto z;,j = 0,...,n, buscamos un polinomio de grado n que
se anule en todos los x; salvo z; donde queremos que valga 1. Por ejemplo, ¢y serd un polinomio
en P, tal que se anula en x1,...,x, y fo(zp) = 1.
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Como z1,...,x, son raices de £y, {o(z) = o [[_;(x — z;); donde « es una constante que se elige
de modo que ¢yp(zp) = 1. Imponiendo esta condicién obtenemos

(zo — )

—.

De manera andloga, para cada j = 1,...,n,, el polinomio ¢; € P, tal que
1 i=j
fj(fvi)z&'j:{ 0 it

estard dado por

H(:U =)

i#]
li(z) = Lo (5.2)
[T — =)
i#j
Los polinomios {{y,¢1,...,¢,} se conocen como la base de Lagrange. Vale destacar que estos
polinomios sélo dependen de los datos {xg, x1,..., 2T}
TEOREMA 5.1. Dados xy,. .., y valores yg, ..., Y, existe un unico polinomio p, € Py tal que

pn(zj) =y;; Vi=0,...,n.

Demostracion. Usando la base de Lagrange definimos

polx) =Y yili(x). (5.3)
j=0

obteniendo un polinomio p,, € P,, que verifica (5.1). Veamos que es uinico. Supongamos que hay
dos polinomios p,,, g, € P, que interpolan la tabla de pares (x;,y;), esto es
(Pn—qn)(z;) =0  Vj=0,...,n.

Entonces p, — ¢, es un polinomio de grado menor o igual que n con n + 1 raices distintas; es
decir, p, — ¢, es el polinomio nulo. O
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OBSERVACION 5.2.
interpolador.

91

1. Laescritura (5.3) se conoce como la forma de Lagrange del polinomio

2. El polinomio p,, puede tener grado estrictamente menor que n. Por ejemplo, si se con-

sidera la tabla de 5 valores

(xj): | -4 -2 113
(y;): |9 |5 -11-5
El polinomio de grado menor o igual que 4 que interpola la tabla es py(z) = —2x + 1.

i unici u i i ufici
Gracias a la unicidad, como se trata de un polinomio de grado 1, es suficiente mostrar
que en cada xj, ps toma el valor y;; esto es inmediato.

. Silos datos corresponden con una funcién f que es un polinomio de grado menor o igual

que n, es decir, f € P, y los valores y; = f(x;); entonces f = p, (la interpolacién es
exacta para polinomios).

. El polinomio que interpola en n+ 1 puntos distintos es unico en P,. Si se permite mayor

grado hay infinitos. Por ejemplo, si ¢ es un polinomio cualquiera, el polinomio
p(x) = (=22 +1) +q(z)(z + 4)(z + 2)z(z — 1)(z - 3),

también interpola la tabla dada arriba.

Otra forma de demostrar la existencia (y de encontrar el polinomio) es por el método de los
coeficientes indeterminados. El polinomio sera de la forma

y se buscan ag, . .

pn(z) = ap + a1z + - + apa”

., ay tales que

pn(xj) = Yj.

Al evaluar, queda formado un sistema (n + 1) x (n+ 1)

1 xo a3 e ap Yo
1 x x% x al Y1
1 2 n

Tn X5 xn an Yn

La matriz de la izquierda se llama matriz de Van der Monde y como sélo depende de los datos

{.7}0, .

., Tn} suele notarse por V (zg, ..

S Tp)-

Para ver que existe una solucién (ao, . . ., a,) y que es unica hay que ver que la matriz V (zo, ..., z,)

es inversible. Esto equivale a ver que el niicleo es nulo. Ahora, si (ag, . . .

yapn) € Nu(V(zo,...,xn))

tendriamos
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ao—l—alxj—l—agx?—i—...—l—anw?zo Vji=0,...,n.

Entonces ag = ... = a, = 0 (pues un polinomio de grado n no nulo no puede tener n + 1 raices
distintas).

2
3

EJEMPLO 5.3. Analicemos qué sucede si interpolamos la funcién f(x) = x5 en el intervalo

[—1,1] por un polinomio considerando puntos equiespaciados.

En este caso, sin encontrar explicitamente el polinomio, si tenemos en cuenta la paridad de la
funcién, podemos pensar que un polinomio de grado par serd una buena eleccion. La Figura 5.1
muestra el grafico de f junto con el polinomio interpolante p que se obtiene al considerar 11
puntos equiespaciados. Si consideramos la diferencia maxima entre f y el polinomio p evaluados
en una malla suficientemente fina (puntos equiespaciados con distancia h = 0,01), el error que
se obtiene es grande como puede observarse en el gréfico; el error numérico = 1.4886. . .

121

0.8
0.6
0.4

0.2

~0.6U ! ! ! ! ! ! ! ! ! I
-1 -0.8 -0.6 -04 -02 0 0.2 04 0.6 0.8 1

FIGURA 5.1. Interpolacién de f(x) = z3 en [—1,1], (11 puntos equiespaciados)

2. Error de interpolacién

Cuando los datos obtenidos corresponden con datos de una funcién f definida en [a,b] y =0,
Z1,..., Tn € [a,b] son n + 1 puntos distintos, el polinomio interpolador a encontrar serd un
polinomio p,, € P, que coincida con f en dichos puntos, es decir p,, verifica que

pn(zj) = f(xj) Vi =0,...,n.

La ventaja de obtener un polinomio que interpola a una funcién f de la cual sélo se conocen
sus valores en los puntos {zg,...,z,} es que, el polinomio, arroja una férmula que permite
sustituir la funcién f y hacer evaluaciones en puntos diferentes a los conocidos. Para que este
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reemplazo tenga alguna validez numérica es importante conocer una estimacion del error que
se comete. Para esto serd necesario suponer que la funcion f verifica algunas condiciones de
suavidad. Llamemos a este error:

E,(x) = f(z) — pp(x), x € a,b].

Con el siguiente teorema, damos el primer paso para poder estimar el error cometido; es decir,
damos una expresién para E,(z).

Dados los puntos xo, ..., x,, utilizaremos la notacion W, para designar al polinomio ménico
de grado n 4+ 1 que se anula en esos puntos. Es decir,

Wit (@) = (& = 20) -+ (z — @)

TEOREMA 5.4. Sean f € C""a,b] y p, € Py el polinomio interpolador de f en xg,...,Tn
puntos del intervalo [a,b]. Para cada x € [a,b], eziste & € [a,b], & = &(x), tal que

FI(e)

En(.ilf) = f(x) _pn(w) - (n+ 1)!

Wn+1(.%').

Demostracion. Notar que Ep(xzj) = 0y Wyii(xzj) = 0 para todo j. Por lo tanto, podemos
suponer z # z;. Fijado x definimos la siguiente funcién de ¢,

F(t) = f(t) — pu(t) — aWpya(t)

(z)—pn(z)

donde « se elige de modo que F(z) = 0. O sea, a = an+1(w) , que estd bien definida pues

Wh+1(x) # 0. Observemos que para todo j,
F(x;) = f(x) = pn(a;) — aWnqa(z5) = 0.

Entonces F' se anula en los n+ 2 puntos xg, ..., x,,z. En consecuencia, por el teorema de Rolle,
F’ tiene al menos n + 1 ceros, F” al menos n ceros y asi siguiendo se tiene que existe un punto
¢ € (a,b) tal que F("*D(£) = 0. Como

FO(@) = (1) — (n+ Dl

Se obtiene,

FOE)  f(@) = pal)
(n+1)! Wht1(x)

lo que concluye la demostracién. o

3

EJEMPLO 5.5. Analicemos qué sucede si se quiere interpolar la funcion f(x) = cos(z)” en el

intervalo [—3, 3] por un polinomio.
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Si se eligen 10 puntos equiespaciados se obtiene un polinomio como muestra la Figura 5.2.
Si consideramos el error numérico, que es el que se obtiene como diferencia maxima entre f
y el polinomio evaluados en una malla suficientemente fina (puntos equiespaciados con paso
h = 0,01) se tiene un error de 0.4303. . . Tan s6lo al considerar 25 puntos equiespaciados (tomados
a intervalos de longitud 0.25) se obtiene un error numérico menor que 107%. En este caso, en
una figura como la anterior, los graficos del polinomio y la funcién se confunden.

FIGURA 5.2. Interpolacion de f(x) = cos(x)® en [—3,3], (10 puntos equiespaciados)

3. Forma de Newton

La forma de Newton es conveniente para calcular el polinomio, en P,, que interpola a una
funcién f en xzq,...,Tn_1, T, una vez conocido el polinomio interpolador de f en xg,...,x,_1.

La forma de Newton del polinomio interpolador puede verse como una generalizacion del poli-
nomio de Taylor asociado a una funcién. En esta construccion aparecen las diferencias divididas
que presentamos a continuacion.

Primera diferencia dividida

Flon, g — 1) = F@0)
Tr1 — X0

Segunda diferencia dividida

floo,ar,az) = o022 Lo

Asi sucesivamente se define la diferencia de orden k asociada a los puntos xg, ..., Tk,
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f[xo’ . 7$k] _ f[xl, e ,Jfk‘ik—_fi:?;o, e 7$k71].

La construccién de la forma de Newton se basa en la siguiente idea. Una vez obtenido pi € Py
que interpola a f en xg, ...,z escribimos pyi1 € Pri1 como

Prr1(7) = pr(®) + agy1(z — w0) - - - (T — 2.

Observemos que como el término agregado no modifica el valor de pg en zg, . .., Tk, Pr+1 también
interpola a f en esos puntos independientemente del valor de api1. Por otra parte, podemos
elegir

f(@p+1) — pr(@r41)
Tk+1 — 20) *++ (Th1 — T)

Ap4+1 = (

de modo que pyy1(Tpt1) = f(@pt1)-
Iterando este procedimiento desde k = 1 hasta kK = n — 1 se obtiene la forma de Newton

pn(z) = ap + a1 (x — x0) + az(z —xo)(x — 1) + ... +an(z —x0) - (. — 2p—1)

En lo que sigue veremos que los a; resultan ser las diferencias divididas y por lo tanto esta
expresion es andloga al polinomio de Taylor.

Por ejemplo sin =1,

p1(x) = ap + a1 (x — xo)

y COmo
p1(xo) = f(xo)  pi(z1) = f21)
tenemos
ao = f(zo) ar = flxo, z1].
Sin=2,

p2(x) = ap + ai1(x — xg) + ag(z — x0)(x — 7).

Como en el caso n = 1, de las igualdades pi(xo) = f(z0) y pi(x1) = f(z1) queda
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Veamos ahora que

as = flzo, x1, z2].

Sabemos ya que el polinomio pi(z) que interpola a f en xg,x; se escribe como

pi(x) = f(xo) + flzo, z1](x — x0).

Anélogamente, si q(z) € P interpola a f en z1, z9 tenemos,

@1 (x) = f(z1) + fley, z2)(z —21).

Entonces, el polinomio

tiene grado menor o igual que 2 y verifica r(x;) = f(x;) para j = 0,1, 2. Por lo tanto, coincide
con pa.

En consecuencia, igualando los coeficientes de 2% de r y po se obtiene

L flz1, xo] — flwo, 24] = flwo, z1, x2].
Ty — X0

El mismo argumento puede aplicarse para demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 5.6. El polinomio p, € P, que interpola a f en los puntos xg,...,x, estd dado por
pn(z) = f(zo) + flxo, z1](z — xo) + -+ + flxo,...,zp](x — 20) ... (T — zp_1) (5.4)

No sélo los coeficientes del polinomio interpolador pueden expresarse en términos de las difer-

encias divididas, sino también el error como lo muestra el siguiente teorema.

TEOREMA 5.7. Si p, € Py, interpola a f en los puntos xg, ..., x,, se tiene la siguiente expresion
del error

En(‘r) = f(x) _pn(x) = f[x07 cees xnax]WnJrl(x)'

Demostracion. Agregamos x,41 a la sucesién {zg,...,z,} y consideramos p, y pp4+1 como en
(5.4), entonces se tiene
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Pnt1(x) = f(xo) + flzo, z1)(z — x0) + - -+ + flzo,. .., Znt1](x — 20) - - - (x — 2p)
= pn(x) + f[.To, s ,xn+1]Wn+1(x).

Por lo tanto

f(@nt1) = Pns1(@nt1) = Pn(@ng1) + 2oy - s Tppt)Wig1 (Tn1)-

De aqui se deduce que el error satisface

En(tny1) = f(@nr1) — pu(@nt1) = flzo, - s Tat]Waga (Tng1).

Como tomamos z,41 cualquier punto distinto de xg, ..., z, se tiene para todo x,

E.(z) = f(z) — pn(z) = f[zo, ..., Tn, 2] Whpi1(x).

]
COROLARIO 5.8. Dados xq, . . ., z, puntos distintos, existe & intermedio, es decir & entre xg, . .., Ty
tal que
ARI(S
flzo, .- xn] = '()
n!

Demostracion. Evaluando en x = z,, la expresién del error E,_1 = f—p,_1, dada por el teorema
anterior tenemos,

En71($n) = f[ﬂ:'o, cee mn] ($n - $0) T (mn - mnfl)
lo que junto con la férmula del error dada en el Teorema 5.4 concluye la demostracién. o

4. Polinomios de Tchebychev - Minimizacion del Error

Una pregunta natural es como elegir los puntos de interpolacién para optimizar la aproximacion.
El Teorema 5.4 nos dice que el error depende de (™1 en algin punto del intervalo y de los
puntos z; a través del polinomio Wyy1(z) = (x — 20)(z — x1) -+ (x — 2,). Como se pretende
obtener una buena aproximacién sin tener informacién sobre la funcién f, la idea es elegir los
puntos de manera tal que ||[W,,41(-)||c sea minima. Este problema, que en principio parece com-
plicado, fue resuelto por Tchebychev en el siglo XIX introduciendo una sucesién de polinomios,
que hoy llevan su nombre.

Para simplificar la presentacion resolveremos el problema para funciones definidas en el intervalo
[—1,1]. Més adelante veremos que se puede trasladar la construccién a cualquier intervalo [a, b]
mediante un cambio de variables.

Los polinomios de Tchebychev se definen para k =0,1,2,... por
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Ti(z) = cos(kcos™ z)
donde cos™! es la inversa de cos : [0, 7] — [1,1].

En principio no es evidente que T}, sea un polinomio. Pero esto puede verse utilizando identidades
trigonométricas. En efecto,

y como cos(a + ) + cos(a — ) = 2 cos accos 3, si ponemos = = cos 6 resulta

Tit1(z) = cos((k + 1)0) = 2 cos 0 cos(k#) — cos((k — 1)),

es decir,

Tiy1(2) = 22Tk (z) — Th—1 (). (5.5)

Algunos ejemplos que siguen a Ty y 11 cuyos graficos se muestran en la Figura 5.3 son

Ty(z) = 222 — 1, Ty(z) = 8x* — 822 +1,
Ts(z) = 423 — 3, Ts(v) = 162° — 2023 + 5z
n=3 n=4
1 1
0.5 0.5
(o) 0
-0.5 -0.5
= -1
-1 -0.5 (o) 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
n=5 n=6
1 1
0.5 0.5
(o) 0
-0.5 -0.5
1 -1
-1 -0.5 o) 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

FIGURA 5.3. Polinomios de Tchebychev
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Los polinomios de Tchebychev tienen las siguientes propiedades.

PROPOSICION 5.9. Sea T}, el polinomio de Tchebychev de grado k.

1. El coeficiente principal de Ty, es 2871, para todo k € IN.
2. Las raices del polinomio Ty, se encuentran en el intervalo [—1,1] y son de la forma

(2i4+ )7
x; = cos | ————
2k

para it =0,1,...,k — 1. En particular, son todas distintas.
3. || Tkllco = 1. Ademds, Ty, alcanza los valores 1 y -1 en k + 1 puntos, es decir,
s
ITilloo = |Th(i)l =1 para i = cos(-)
coni=0,...,k.

Demostracion. La primer afirmacién puede verse de la relacion de recurrencia (5.5).

Como T (x) = cos(kcos ' z), Ty(x) = 0 si y sélo si el argumento es multiplo impar de 5. Es
decir, para i € Z,

kcos™l(z) = (2i+1)%
x = cos((m;:l Z)

ambas afirmaciones de (2) quedan probadas. Es decir, las raices pertenecen al intervalo [—1, 1]
y variando los valores de ¢ = 0,1,...,k — 1 se obtienen todas.

Para probar (3), basta notar que |Tj(x)| < 1 por ser imagen de la funcién coseno. Ademds, sobre
los puntos y; = cos(f), T toma alternativamente los valores 1, —1 y por lo tanto la norma es
exactamente 1. o

Ahora si, estamos en condiciones de enunciar y probar el resultado que anticipamos. Es decir,
entre todas las posibles elecciones de n + 1 puntos en [—1,1], los ceros de T,4+1 son los puntos
de interpolacién que hay que elegir para minimizar la expresién ||(z — zg) ... (x — x,)|lco que
aparece en la férmula del error.
TEOREMA 5.10. Entre todos los polinomios monicos de grado n + 1,
1
Whii(z) = 27Tn+1(x)

minimiza la norma || ||ec en [—1,1]. O sea, si P € Ppt1 y es monico entonces,

Whtilloo < [IPloo-

Demostracion. Como el coeficiente principal de T), 1 es 2" se tiene que W, 41 es ménico.

Supongamos que existe un polinomio P € P11, moénico tal que

[Plloo < [Whtalloo-
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Por la proposicién anterior, |W,11(z)| alcanza su méximo (que es 3-) en los n + 2 puntos

Y = cos(nijrrl)7 i =0,...,n+ 1. Esto es, si restringimos W, 11 a [y;,yi+1], Wn+1 alcanza la
norma infinito en cada uno de estos subintervalos. Entonces, en cada subintervalo se mantiene

la relacion

1
HP”LOO[yi,yHl] < 27 = HWn+1|’L°°[yi,yi+1}' (56)

Por otra parte, Wy 11(y;) = —Wit1(yit1). Supongamos, por ejemplo, que W, 11(y;) > 0 (en el
caso contrario se procede de manera andloga). Entonces, de la desigualdad (5.6) se sigue que
P(yi) < Wit1(vi) y que P(yit1) > Wit1(Yit1)-

Luego, el polinomio Q(z) = P(x) — Wy41(x) tiene al menos un cero en el intervalo (y;, yi+1) vy
como hay n + 2 valores de y;, resulta que @ tiene al menos n+ 1 ceros. Pero tanto P como W11
son polinomios de grado n + 1 y ambos son moénicos de donde se deduce que @ tiene grado a
lo sumo n. Esto es una contradiccién pues acabamos de ver que () tiene n + 1 raices distintas.
Luego, un tal P no puede existir. O

OBSERVACION 5.11. Puede demostrarse, aunque no lo haremos aqui, que la desigualdad del
teorema es estricta, o sea, ||[Wyt1lloo < ||Plloo si P # Wy41 es un polinomio ménico P € Ppq.
Es decir el minimizante es tnico.

EJEMPLO 5.12. Se quiere aproximar la funcion f(x) = 25 en el intervalo [—1, 1] por un polinomio
que la interpola en 11 puntos.

FIGURA 5.4. Interpolacion de f(x) = z3 en los ceros de Ti1

Si se eligen los nodos como los ceros de T7; se obtiene un polinomio como muestra la Figu-
ra 5.4 (comparar con Figura 5.1). En este caso el error numérico cometido es menor que 0.1408,
(comparar con Ejemplo 5.3).
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Veamos ahora como se aplica el Teorema 5.7 para acotar el error cuando se usan las raices de
T,+1 como puntos de interpolacién.

TEOREMA 5.13. Sea f € C""[—1,1]. Si p, € Py es el polinomio que interpola a f en las raices
de Ty, +1 entonces,

£ o

I = palle < e

Demostracion. Basta observar que W41 = Q%T n+1 para obtener

F(e) FUE)
— Pn = 7Wn = 7Tn )
f(@) = pul2) (n+1)! +1(2) 27(n + 1)! +1(2)
donde & € [—1, 1]. Entonces, el resultado se sigue del hecho de que |T},4+1(z)] < 1. o
EJEMPLO 5.14. Sea f : [-1,1] — R dada por f(x) = €3*. Queremos comparar las cotas del

error que se produce al estimar el valor de f(0,8) al usar el polinomio interpolador de grado 4
construido con puntos equiespaciados y con los ceros del polinomio Ts.

Comencemos observando que f©)(z) = 243e3* y por lo tanto

() 3
[/ Plloe _ 243¢* _ 4880,79
5t — 5 — 5l
Si interpolamos f en cinco puntos equiespaciados tenemos que
W5(IL') = (:E + 1)(1‘ + 0,5)$(1‘ - 0,5)(1‘ - 1)7

entonces |W5(0,8)| = 0,11232 y usando la férmula del error obtenemos

4
|(f —pa)(08)] < %0,11232 ~ 4,57,

Cuando en realidad

|E4(0,8)] = 0,4591 ...

Notar que en este caso, se sobre estima el error en un factor de 10.

Ahora, interpolamos usando los ceros de T). La cota que se obtiene de la formula de error es

4880,79

= 2,54,

mientras que F4(0,8) = f(0,8) — p4(0,8) = 0,2544.



102 5. INTERPOLACION

Observemos que tanto el error como su estimacién se reducen aproximadamente la mitad que
en el caso de puntos equiespaciados.

OBSERVACION 5.15. Una traslacién lineal del intervalo [a, b] al intervalo [—1, 1] nos permite dar
los polinomios de Tchebychev correspondientes al intervalo [a, b].

2(x —a)
b—a

En efecto, es ficil ver que el cambio de variables t = — 1 es la transformacién men-

cionada. Por lo tanto

Ti(z) = Tp(t) = Ty, (2(;__67) - 1) = cos (k cos ! (2(;”__;) - 1>>

es un polinomio de grado k que tiene propiedades andlogas a T} pero ahora en el intervalo [a, b].
En particular se tiene:

1. La relacién de recurrencia:
~ 2(x —a ~ ~
Tiot1(z) =2 <(b—a) - 1> Tis(x) — Ti—1(x)

2. El coeficiente principal de Tj(z) es 2k=1( 2k,

3. Los ceros de Tj(x) son de la forma

— 27 +1
:L'j:b acos((j+ )W>+b+a Vi=0,...,k—1.

2 2k 2

4. Interpolando en los ceros de an
1 b —a n+1 . 1 b —a ’I’L+1
Wan@) =50 (“537) T v IWenle =g ("5
obteniéndose, para x € [a, b], la cota del error

1" D o (b—a\™"!
(n+ 1)12n 2 '

[f(x) = pn(2)] <

Antes de proceder con algunos comentarios finales estudiemos el analogo al Ejemplo 5.5 con-
siderando como nodos los ceros del correspondiente polinomio de Tchebychev.

3

EJEMPLO 5.16. Se quiere aproximar la funcion f(x) = cos(x)® en el intervalo [—3,3] por un

polinomio que la interpola en los ceros de Thy.

Al elegirse como nodos los ceros de Ty se obtiene un polinomio como muestra la Figura 5.5
(comparar con Figura 5.2). En este caso el error numérico cometido es menor que 4 x 1073.
Comparar con Ejemplo 5.5 en el que se interpola la misma funcién en 10 puntos equiespaciados.
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FIGURA 5.5. Interpolacién de f(x) = cos(t)? en [—3,3], (en los ceros de T1p)

Comentarios:

1. A partir de la férmula del error dada en el Teorema 5.4 puede demostrarse que si f es una
funcién entera, es decir, admite desarrollo de Taylor convergente en todo IR, entonces

If = pollpcfas =0 (n— 00).

cualesquiera sean los puntos de interpolacién.

2. No podemos asegurar convergencia uniforme, es decir, en norma infinito, si se cambia la
hipétesis f entera por f € C*°(IR). Por ejemplo, si se eligen puntos equidistribuidos en
el intervalo [—1, 1] se sabe que el error no tiende a cero para la funcién de Runge

1

1) = o5,

3. El comportamiento de la interpolacién en los puntos de Tchebychev es mucho mejor.
Por ejemplo, puede demostrarse que si la funcién f es derivable

If = Pnlla >0 (n — o0).

4. La interpolacion en los puntos de Tchebychev no converge para cualquier funcién con-
tinua. O sea, puede verse que existe f continua tal que ||f — pn|lco 7 0. Mds ain puede
demostrarse el siguiente
Teorema. (Faber) Dados puntos
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0

1 .1
I
I
Lo T1 Lo 3

arbitrarios en [a, b], existe f continua tal que ||f — pnllco 7 0, donde p, es el polinomio

interpolador en zfj, ..., z}.

5. Interpolacién de Hermite

En algunos casos interesa también considerar junto con los valores de una funciéon f datos
relacionados con sus derivadas. Por ejemplo, puede buscarse un polinomio p que interpola a f
en determinados puntos y que ademds p’ coincida con f’ en algunos de esos puntos. Mds en
general, se tiene el siguiente teorema que fue probado por Hermite.

TEOREMA 5.17. Dada una funcidn f, puntos xg,...,xE y mo,...,mi € INg tales que mo+...+
myp =n+ 1, existe un dnico polinomio p € Py, que satisface

p(x0) = F(zo), (x0) = f(x0), ... P D(zg) = FmoD) (ay),
p(a1) = f(z1), P) = fFlan), .. pD(ay) = fm D (ay),
plaw) = flan), pen) = flan)s . pmD(ay) = FomD(zy).

No haremos una demostracion de este teorema pero para dar una idea mostramos la construccion
del polinomio interpolador en un caso particular; donde ademas puede verse como se generaliza
la definicién de diferencias divididas para valores de x; no todos distintos.

Se busca un polinomio p € Ps que cumpla

Como {1,z — xq, (z — 20)?, (x — 20)%(x — 21)} forman una base de P53 por ser todos de distinto
grado, cualquier polinomio en Pj3 se puede escribir de la forma

p(z) = ag + a1(z — 20) + as(x — x0)? + az(z — 20)*(z — 21).

Las condiciones (7), (i) se satisfacen si y sélo si ag = f(zo) vy a1 = f'(x9). Ahora hay que
determinar as y ag para que se cumplan las dos condiciones restantes. Para simplificar la notacion
ponemos h = (x1 — xg), entonces se tiene
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p(z1) = ap + ha1 + h*az = f(x0) + f'(z0)h + azh?

Para que se satisfaga la condicién (iii) debe ser

1) — f(zo) — f'(x0)h ) —J\ ! 1
o = L) S0~ Flah _ (100 J) _ pie) L

Observemos que limg, 4, f[xo,z1] = f'(zo) por lo que resulta natural generalizar la primer
diferencia dividida poniendo

flxo, zo] = f'(wo).

De esta manera se obtiene, de la definicién de segunda diferencia dividida,

flzo, o, 1] =

flzo, z1] = flzo,xo] ([ f(21) — f(wo) 1
p— = ( . —f($0)>h

y por lo tanto, as = f[zg, zo, x1].

Por tltimo, queremos que p/(z1) = f’(x1). Entonces, debemos elegir as para que se cumpla

f/(.%'l) = a1 + 2a9h + a3h2 = f’(l‘o) + 2f[$0, X0, xl]h + a3h2

de dénde,
a5 = o (7'(ex) — f'(wo) — 2f [wo, 70, ma])
= % (flz1, z1]) = flzo, xo] — 2f[w0, o, x1]h)
= % (flz1, z1) = flwo, z1] + flzo, 1] — flxo, 0] — 2f[x0, 20, 1]h)
=5 (flzo, x1, 21] + flxo, w0, 21] — 2f[20, T0, 21])
_ f[l'(),.%'l,xl] - f[l’o,l'(),xl]
N Tr1 — X0 '
O sea

a3z = flxo, zo, 1, 21].
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En consecuencia, hemos demostrado que el inico polinomio en P3 que satisface las condiciones
pedidas es
p3(x) = flwo] + flwo, wo](x — x0) + flzo, xo, x1](x — 20)* + flao, xo, 21, 21])(x — 20)*(x — 21).

Esto generaliza la forma de Newton para x; no todos distintos.

6. Interpolacién por polinomios a trozos

En muchos casos para lograr una mejor aproximacién es conveniente utilizar funciones polinomi-
ales a trozos como interpolantes. De esta manera se parte el intervalo de manera tal que en cada
subintervalo se elige un polinomio distinto que interpola los datos. Por ejemplo, al interpolar
con polinomios de grado uno a trozos, quedan poligonales.

Aproximacién por poligonales

Figura 5.2

Partimos el intervalo [a,b] en subintervalos [z, zj11], a = 20 < 21 < z3... < z, = b. Dada
f i [a,b] = IR definimos la funcién interpolante ¢, (x) tal que

4n |[~’0j71‘j+1}€ Pr.

b—a

Consideremos el caso de puntos equiespaciados o sea, ; = a + jh con h = >-%. Para cualquier

f € C?[a,b] y cualquier x € [z;,z;+1], usando el Teorema 5.4 tenemos

()
2

f(@) = gn(2)

(z —zj)(x — zj41).

Entonces
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1f"loo 22 [1f"loo (b — a)?
2 4 8 n2

”f*QnHoo < —0

cuando n — oo.

EJEMPLO 5.18. Sea f : [-1,1] — IR, la funcién de Runge f(x) Puede verse que

1
1+ 2522
| /”loc = 50. En consecuencia, aproximando por poligonales obtenemos

" 2\? 25
Hf - QnHoo < HfSHOO <> = -

n n

Luego, en este caso, interpolando por poligonales obtenemos una aproximacién mucho mejor
que la que se obtiene interpolando con un polinomio, si se utilizan los mismos puntos.

Splines cubicos.

En muchos problemas interesa aproximar por funciones derivables. Esto no puede lograrse aprox-
imando por poligonales y por lo tanto es necesario aumentar el grado de los aproximantes. Un
método clasico es el correspondiente a grado tres, splines cubicos. Vamos a ver que, de esta
manera, puede obtenerse un aproximante C?.

Dada f € Cla,bl y a =29 < 1 < x2... < 2, = b buscamos S tal que S, S’ y S” sean continuas
en [a,b] y ademds se verifique

S(x;) = fzj) para 0<j<n y Slu € Ps

zj41]

Por ejemplo si n = 3, como S; € P3 tenemos 4 x 3 = 12 coeficientes a determinar. Veamos
cuantas condiciones se tienen que satisfacer. Tenemos que verificar,

es decir, seis condiciones. Si ademds queremos S’ y S” continuas en 7, xo tenemos cuatro
condiciones méas. O sea, en total diez condiciones para doce incognitas. Una cuenta analoga
puede hacerse en el caso general para ver que la cantidad de coeficientes a determinar supera en
dos al niimero de condiciones.

Luego, si hay solucién habra infinitas pues tenemos dos coeficientes para fijar arbitrariamente.
Lo natural entonces es fijar S'(zg) y S’(x,) o bien S”(zg) y S”(x,). Elegiremos esta tltima
opcién por ser mas simple.



108 5. INTERPOLACION

TEOREMA 5.19. Dada f € Cla,b] ya =120 <11 < T2... < T, = b, existe un unica S € C*[a, b]
tal que

con S"(a) = S"(b) = 0.

Demostracion. Para j = 0,...,n — 1 usaremos la notacién

Sj = S ’[l"j,l“j+1] y hj = IL’]‘_H — :IZ]‘.

La funcién S buscada debe cumplir que S” es una poligonal. Por lo tanto, si S”(z;) = y;, S} se
escribe como

Tiy1 — T T —T; .
S;'/(x):yjﬁT‘i‘yj—i-l W 2 0<j<n-1
J J

Veremos que es posible encontrar valores y; de tal forma que se cumplan las condiciones requeri-
das para S. Integrando dos veces obtenemos, para = € [,z 1], con 0 < j<n—1

Yj Yj+1
Sj(@) = G-z —2)* + 6%,(37 —2j)° + iz — @) + dj (541 — @) (5.7)
J J

donde ¢;, d; son constantes a determinar que provienen de la integracion.

Observemos que para cualquier eleccién de y;, ¢; y dj, S” resulta continua por ser poligonal.
Por lo tanto resta ver que esas constantes pueden elegirse de manera que se verifiquen las otras
condiciones requeridas sobre S y S’.

Para que S sea continua e interpole a f tenemos que elegir ¢;, d; tal que

Si(xs) = flz;) vy Sj(xje1) = fl@jp1), 0<j<n-—1

de lo que, reemplazando en (5.7), obtenemos

 flzia1) oy  f=y) oy
cj = — d; = —
hj 6 hj 6
y por lo tanto, paracada 0 <j<n—1
Yj Yj+1
Siz) = 672(%’#& — )’ + ngj(x —a;)+

+ (f(mhj;rl) . yj+61hj> (z —z;) + <f(hﬂij) _ yJGh]> (zj41 — ).
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Derivando, y utilizando la notacién Af; = f(x;j4+1) — f(x;), obtenemos

Yj Yj+1 Afj  hy
Si(z) = —ﬁ’j(xjﬂ —z)?+ QJTj(x — ;)% + TJJ - Ej(yj+1 — ;)

nem u ir y; para qu um ndiciéon qu ir, qu ntinu
tenemos que ele j para que se ¢ la la condicio e falta, es decir, que S’ sea continua,
0 sea

Si(zj) =S;_1(z;) 1<j<n-1

de lo que resulta que las n + 1 incdgnitas y; deben ser solucién del siguiente sistema de n — 1
ecuaciones,

hj—1yj—1+2(h; + hj—1)y; + hjyj41 = b;
con

A (Af; Afia
bi=0 ( hij  hjz

Como tenemos dos incégnitas mas que ecuaciones, podemos dar valores arbitrarios a yg, yn ¥,
pasando los términos correspondientes al lado derecho, obtenemos el sistema tridiagonal,

v hi 0 .- 0 U1 b1 — hoyo
0 e e Yrn—1 Yn—1 bnfl - hnflyn

donde v; = 2(h; + hi_1).

Ahora, como A es diagonal estrictamente dominante, entonces es inversible. Por lo tanto existe
solucién tnica una vez elegidos yg, Yn-

Por ejemplo podemos elegir yo = y, = 0 para que se satisfagan las condiciones S”(z¢) = 0y
S (x,,) = 0, lo que concluye la demostracién. |

Observemos que en general S'(z;) # f'(z;) y S"(z;) # f"(x;).

7. Ejercicios

1. Para cada uno de los conjuntos de datos dados en las siguientes tablas calcular el poli-
nomio p(z) interpolador de grado menor o igual que 3, en la forma de Lagrange. Verificar
utilizando el comando polyfit de Matlab. Graficar el polinomio interpolador, usando el
comando polyval.

x[-1]0]2 [3 x[-1]0[1]2
y|-1]3]11 |27 v|-3|1]1]3

2. Repetir el problema anterior, usando el método de coeficientes indeterminados.
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10.

11.

5. INTERPOLACION

a) Construir las tablas de diferencias divididas para los datos del Ejercicio 1, y em-
plearlas para construir los polinomios interpoladores.

b) Agregar a las tablas de datos del Ejercicio 1 el punto z = 4, y = 1. Aumentar las
tablas de diferencias divididas y calcular los polinomios interpoladores.

1
. Considerar la funcién f(x) = T o522 @ el intervalo [-1,1]. Graficar f junto con los
x
polinomios que resultan de interpolar a f en los n + 1 puntos equiespaciados g =

9
—1,...,xi:m0+—l,...,xn: 1; para n = 5,10, 15.

n
Repetir el Ejercicio 4 para la funcién f; : [-1,1] — IR, fi(z) = |z| y para la funcién
fo:[-1,1] = R, fa(x) = sen(wx).
Sea f:[0,5] — IR, f(x) = 2*. Sea P, un polinomio de grado n que interpola a f en n+1
puntos distintos cualesquiera de dicho intervalo. Demostrar que para todo z € [0, 5],

32’5n+1
|Po(z) — f(z)] < m

Sea f una funcién C° tal que para todo k € IN y para todo x € [a, ] se tiene:

| ®) (2)] < C*k!

1
Mostrar que, si 0 < C' < —— y P, en un polinomio de grado n que interpola a f en
—a
n+1 puntos distintos, entonces P,, converge a f uniformemente, es decir, || f — Pp||cc — 0

cuando n tiende a oco. .

Sea f : [-1,1] —» R, f(x) = PR Sean (z,,),>0 una sucesién arbitraria de puntos
a+x =

en [—1,1] y P,(x) el polinomio que interpola a f(z) en xg,z1,...,Z,. Demostrar que si

a > 3 entonces P, converge a f uniformemente.

a) Dado el intervalo [a,b], sea m el punto medio entre a y by sea h < (b — a)/2. Sea
p=m—hy q=m+ h. Demostrar que para todo = en |a, b],

(b—a)?
@ —p)e—a) < O
b) Sean xyp = a,...,x; = x9 + Z’_Ta,...,xn = b, n + 1 puntos equiespaciados en el
intervalo [a, b]. Demostrar que para todo x en [a, b,
(b _ a)n+1

(x —x0)...(x —xy)| < St

Sea f : [—m, ] = R, f(x) = sen(z). Sea P, un polinomio de grado n que interpola a f
en n + 1 puntos equiespaciados en dicho intervalo.
a) Demostrar que para todo = € [—m, 7]

7rnJrl

(n+1)!
b) Concluir que P, converge uniformemente a f.
Sea f:[0,1] = R, f(z) =sen(mx) + e”. Sea P, el polinomio de grado n que interpola a
f en n + 1 puntos equiespaciados.
a) Usando el ejercicio 9, acotar el error ||f — Pp||oc-
b) Sea C), la cota hallada en (a). Para n = 1, 3,5 graficar simultdneamente f, f + Cp,
f—=Chy Pn.

| Pa(z) = f(2)] <



12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

7. EJERCICIOS 111

Calcular el grado minimo n que debe tener un polinomio P, que interpola en los ceros
de Ty 41 a la funcién f(z) = €**, z € [~1, 1], para que el error ||f — Ppleo < 1072,
Repetir el ejercicio anterior para f(x) = e, z € [0,4].

Para n = 5,10,15; graficar simultdneamente el polinomio Wy41(z) = [ (z — ),
donde z; = =1+ 2i/n; i =0,...,n y el polinomio de Tchebychev T}, 1.

Repetir los Ejercicios 4 y 5 usando los polinomios que interpolan a la funcién f en los
ceros del polinomio de Tchebychev de grado n + 1, para n = 5,10, 15.

Utilizar el método de coeficientes indeterminados para hallar un polinomio p de grado 2
que satisfaga:

p(1) =0, p'(1)=7, p(2)=10
a) Sea f(x) = cos(mz), hallar un polinomio de grado menor o igual que 3 que verifique

p(=1) = f(=1), p(0) = £(0), p(1) = f(1), p'(1) = f'(1).

b) Hallar un polinomio de grado menor o igual que 4 que verifique las condiciones del
item anterior, mas la condicién

p'(1) = f"(1).

Sea f : [~1,1] — R la funcién f(x) = €?*~! y sean 29 < 1 < ... < x,, los ceros del
polinomio de Tchebychev, T, 1. Se interpola a f con un polinomio P de grado < n+1 de
modo que P(zg) = f(z0), P(x1) = f(21), .., P(n) = (z) y ademds P'(zy) = f'(wn).
Probar que si n > 6 entonces, el error cometido en la interpolacién sobre el intervalo
[~1, 1] es menor que 1073.
Para ilustrar qué pasa cuando se desea interpolar no sélo una funcién sino también sus
derivadas, consideramos el problema de hallar p de grado a lo sumo 3 que verifique:

(a) p(0)=1, pO)=1,  pA)=2 p2) =1L

(b) p(-1) =1, p(=1)=1 pA)=2 p2)=L

() p(=1) =1, p(-1)=-6, p'(1)=2, p2)=1L

Usando el método de coeficientes indeterminados, demostrar que el problema (a)

tiene solucién unica, el problema (b) no tiene solucién, y el problema (c) tiene infinitas
soluciones.
Analizar para qué valores de xg, 1, 2, v ap, a1, ao existe un polinomio de grado 2
que satisface:

p(z0) = a0, p(z1) = a1, p'(z2) = az.
Sea f € C?[a,b], y sean 29 = a,21 = a+h,..., 2z, = b, donde h = (b — a)/n. Considerar
la poligonal [(x) que interpola a f en los puntos x;, i = 0...n. Probar que

a)

2

7() ~ 1)) < o i ()

z€[a,b]
b)
7'() =V (@)] < b max |£7(2)
z€a,b]
a) Determinar valores de «, 8 y 7 en IR para que S sea una funcién spline cibica,
siendo:
S(z) = aa:3+7:n, 0<z<1
Tl —axd 4+ B2 —bar+1, 1<z<2.
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b) Con los valores de «, 8 y v obtenidos en el item anterior, decidir si S interpola a la
funcién f(x) = 2% + 0,522 — 0,5z — 1,0 < 2 < 2 respecto de la particién {0, 1, 2}.
¢) Graficar simultdneamente f y S en el intervalo [0, 2].

23. Sea f como en el Ejercicio 4. Utilizando Matlab, graficar la funcién f junto con una spline
ctbica que la interpola en la red {—1,—0,75,...,0,75, 1}, tomando como condiciones de
borde las derivadas de f.

24. Encontrar una funcién del tipo 20¢°+bz*+ez+d (e interpole la siguiente tabla de datos:

c[-1]0] 1 ]2

y | 1[1]054

25. Utilizando Matlab, encontrar y graficar una funcién del tipo %' +asz*+-+a0 que inter-
pole a la funcién f(x) = 1/x en 5 nodos equiespaciados en el intervalo [1, 10].




Capitulo 6

Polinomios ortogonales y aproximacion por cuadrados minimos

FEn el capitulo anterior hemos discutido cémo aproximar una funcién por polinomios que in-
terpolan a la funcién misma y/o a sus derivadas en algunos puntos. Hasta ahora, los métodos
analizados nos permiten construir polinomios de grado n a partir de n + 1 datos. Cierto es que,
en un problema a modelizar, cuantos mas datos se conocen es de esperar que se pueda lograr
mayor precisién. Pero, como vimos, muchas veces polinomios de alto grado producen efectos no
deseados como por ejemplo grandes oscilaciones. En este capitulo consideraremos otra forma de
aproximar funciones conocida como el método de cuadrados minimos. Este método nos permi-
tird, cuando se trate de aproximar por polinomios, contemplar una tabla de valores sin sujetar
el grado del polinomio a la cantidad de datos. También serd posible considerar funciones méas
generales que ajusten de manera natural los valores predeterminados.

En general, en esta clase de problemas uno sabe a priori a qué tipo de funcién corresponden
los datos. Una situacién frecuente es la de aproximar una tabla de mas de dos valores por una
recta (como muestra la Figura 6.1). Es decir, se tienen valores (x;,¥;), i = 0,...,n y se quiere
encontrar una recta que ajuste estos datos lo mejor posible. Si escribimos la ecuacién de la recta
como y = mx + b nuestro problema consiste en encontrar valores de m y b que hagan que el
error |y; — (mx; + b)| sea lo mas chico posible para todo i. Por ejemplo, una manera de lograr
esto seria pedir que m y b minimicen

4 R . b
dx lys — (max; +b)|

o también podriamos pedir que minimicen

Dolgi—(mzi+b) oD |y~ (may +b)%
=0 =0

De todas estas opciones es usual considerar la dltima, llamada “aproximacién por cuadrados
minimos”, debido a que es la més simple ya que el problema se reduce a resolver ecuaciones
lineales.

En este capitulo estudiaremos distintos métodos para resolver éste y otros problemas. Como
en general los valores de y; corresponden a datos de una funcién f, podemos plantear estos
problemas en el contexto de aproximacion de funciones. Dada una funcién f consideramos:
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FIGURA 6.1. Aprozimacion de 10 valores por una recta

Problema A. Dados wo,...,w, constantes positivas (pesos), m < n y valores (x;, f(z;)), con
1 =0,...,n se trata de hallar p € P,, que minimice

Problema B. Dada w(z) una funcién positiva en [a,b], dada f y m € IN se trata de hallar
p € Pp, que minimice

b
/ w(a)(f(z) - p(x))? d.

1. Preliminares

Nos dedicaremos especialmente al estudio de aproximaciones por polinomios. Comenzamos esta
seccion presentando un resultado clasico de Weierstrass que muestra que toda funcién continua
puede aproximarse uniformemente por polinomios, en todo intervalo cerrado y acotado.

TEOREMA 6.1. (Weierstrass) Sea f € Cla,b]. Para todo € > 0 existe un polinomio p tal que
If =Pl <e

Demostracion. Damos la demostracion para el intervalo [0, 1], el caso general se obtiene facil-
mente mediante un cambio de variables.
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Definimos los polinomios de Bernstein,

B f(x) = no (Z)f (i) (1 — z)nh

k=

y vamos a demostrar que B, f converge uniformemente a f en el intervalo [0, 1]. Para eso nece-
sitaremos calcular By h; para h;(z) =27, j =0,1,2.

Usando la férmula del binomio de Newton, se tiene:

k=1
2\ (k)2 e " (n—1\k e
B"hZ(x):Z(k:) (n) 21 -a) kzz(k—1>nxk(1x) '
k=0 k=0
“n—1\(n—-1k—-1 1\ ., e
= _— —_ 1— n
<k—1)< n n—1+n>x( 7)
k=0
n—1 ,¢ =2\ o n—k
= 1
p— (/{:—2>$ (1—2x) +n
k=2
:n_1x2(a:+1 x)”*2+§::c2+x(1_z)
n n

Dado y € IR consideremos la funcién g,(r) = (z — y)?. Desarrollando (z — y)? = 2 — 2zy + y*

y usando que B, es lineal (o sea, B, (f1 + f2) = Bnfi + Bnf2 y Bu(kf) = kB, f) se obtiene

x(l—m).

- (6.1)

Brgy(x) = gy(2) +

Por otra parte, como toda funcién continua en un intervalo cerrado es uniformemente continua,
dado € > 0, existe 6 > 0 tal que,

Ademéds, para los x,y tales que |z — y| > J se tiene
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£(@) ~ )] < 20l < W e 2

Luego, para todo z,y, podemos asegurar que,

2| flloo
62

[f(z) = fly)l < e+ (x—y)°

es decir,

20l 2| flloo
52 52

(-9 < fla) =~ fly) <e+ (x—y)*

Ahora, si f1 < fo, de la definicién de B,, puede verse que B, f1 < B,f2; esto es B,, preserva
el orden. En consecuencia, aplicando B,, en la desigualdad anterior, teniendo en cuenta (6.1), y
recordando que B,, es lineal y que B, 1 = 1 se obtiene (tener presente que hasta aqui estamos
considerando y como una constante),

2| flloc z(1 — z)
62 n

(x—y)*+

Buf(@) — f(w) < e+ W]

y por lo tanto, evaluando ambos lados de la desigualdad en y, resulta

2[| flloo y(1 —y)

|1Buf(y) = fy)l = e+ —5 -

y por lo tanto

|Bnf(y) — f(y)| <2

para n suficientemente grande independientemente de y, es decir que B, f converge uniforme-
mente a f en el [0,1]. m

Los Problemas A y B se enmarcan dentro de la teoria de espacios con producto interno. El
producto interno no sélo permite definir distancia entre vectores, como vimos que se puede
hacer mediante la nocién de norma; sino que, ademds, permite introducir el concepto de angulo
entre vectores y por tanto tiene sentido hablar de ortogonalidad.

DEFINICION 6.2. Sea V' un IR espacio vectorial. Un producto interno (o producto escalar) sobre
V' es una funcion (.,.) : VXV — IR que asigna a cada par de vectores un niumero real de manera
tal que, para todo x,y,z € V y todo a € IR se satisfacen las propiedades:

i) (z+
(i) <041’7 ! x,y ;
(iil) (z,y) = (y,z);
(iv) (z,x) >0six#0
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EJEMPLOS 6.3. 1. El producto interno usual en R", para = (z1,...,2,);y = (Y1, -, Yn)s
esta dado por

n
Jj=1

Es facil ver (queda como ejercicio) que se satisfacen todas las condiciones de la definicion.

2. Otros productos internos para IR" similares al usual son los dados por pesos w; > 0 para
jg=1 ...,

n
(@ yhw =D wizsy;.
j=1

Ahora, si definimos la matriz D,, € IR"*" como:

0 wo ... 0
Dw: . . .
0O 0 ... wy

el producto interno con pesos (wj)?zl puede darse a través del producto interno usual
(.,.) yla matriz D,,,

n
j=1

3. Si V = (0, 1] es el espacio de funciones continuas y f,g € V,

1
(f. ) = /0 f(@)g(z) dr,

define un producto interno. Las condiciones (i)-(iii) se satisfacen gracias a la linealidad
del producto y de la integral. Para asegurar que vale la condicién (iv) basta ver que la
integral de una funcién no negativa y continua, ¢ = f2, sélo puede ser nula si la funcién
lo es. En efecto, supongamos que existe un zg € [0, 1] para el cual g(zg) = § > 0. Ahora,
por continuidad, existe un subintervalo [a,b] tal que, para todo x € [a,b] es g(x) > % y

por ser g no negativa se tiene

1 b
)
/ g(x) dx > / g(x) dx > i(b—a) >0,
0 a
lo que es una contradiccién.

4. Otros productos internos para espacios de funciones son los dados por una funcién de
peso w, con w(x) > 0 para todo z € (a,b):

b
(f,9) :/ f(@)g(x)w(z) d.
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En los espacios vectoriales con producto interno se tiene la norma inducida por dicho producto:
1
]| = (z,2)2, para todo x € V.

No es inmediato ver que con esta definicion se obtiene efectivamente una norma. Esto es posible
gracias a la siguiente desigualdad.

PROPOSICION 6.4. (Desigualdad de Cauchy - Schwarz) Si (.,.) es un producto interno sobre
un espacio vectorial V', entonces

N
[NIE

[z, 9)| < (z,2)2(y,y)

para todo x,y € V.

Demostracion. Sean x,y € V dos vectores fijos. Si (y,y) = 0, no hay nada que probar. Supong-
amos entonces que (y,y) # 0.
Para cada t € IR consideramos x — ty, entonces

= (2,2) — t{z,y) — t{y, =) + t*(y,y)

= <.’E,$> - 2t<l‘,y> + t2<y7y>
=c—2bt + at® = p(t).

De esta manera se obtiene una funcién cuadratica donde a = (y,y),b = (z,y) y ¢ = (z,x).
Como p(t) > 0 para todo t € IR, esta cuadrética tiene a lo sumo una raiz real y por lo tanto
4% — 4ac < 0. Luego,

0> 0% —ac=(z,9)? — (z,2)(y,y)

de donde se sigue el resultado. o

COROLARIO 6.5. Si (.,.) es un producto interno sobre un espacio vectorial V , entonces
1
]| = (z, z)>

define una norma sobre V.

Demostracion. La tnica dificultad estd en probar la desigualdad triangular, para eso notemos
que dados z,y € V se tiene,

|z + yl|? =<:v45y,9:+y> )
= [lz]|* + 2(z,y) + [ly]*.

Usando la desigualdad de Cauchy - Schwarz vale, (z,y) < [(x,y)| < ||z]/||y||- Luego,

lz+yll* <=+ 2|l + Iy 112
= ([l + [ly1)
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La desigualdad triangular se obtiene al tomar raiz cuadrada. m]

La norma asociada al producto escalar usual en IR? o IR? definido en el Ejemplo 6.3 (1) corre-
sponde a la norma ||z|2 y da la longitud del vector x. Recordemos ademés que este producto
escalar puede escribirse, para = e y no nulos, en términos de las longitudes de ambos vectores y
de 6, el angulo entre estos, a saber,

{2, 9) = l|z[lllyll cos 6.

En particular, x e y son ortogonales si y sélo si (z,y) = 0.

La gran ventaja de trabajar en espacios con producto interno es que se puede generalizar esta
nocién de ortogonalidad.

Notar que la desigualdad de Cauchy - Schwartz da, para todo x,y # 0

(=, y)|
[yl

<1

Esto permite definir el dngulo entre dos vectores x,y no nulos mediante la funcién coseno. Es
decir 6 € [0, 7] serd el dngulo entre x e y si verifica

_ Azy)
<0s(0) = Tzl

Luego resulta natural la siguiente definicién.

DEFINICION 6.6. Si V' es un espacio con producto interno (.,.), se dice que x e y son ortogonales
si (x,y) = 0. En este caso suele notarse x L y.

DEFINICION 6.7. Dos conjuntos A,B C V se dicen ortogonales (A L B) si x L y para todo
reAeyeB.

El siguiente teorema relaciona los problemas de aproximacién que queremos estudiar con la
nocién de ortogonalidad.

TEOREMA 6.8. Dados S un subespacio de un espacio V con producto interno, x € V e y €S,
son equivalentes:

L |z — y|| = min{[lz — s[|}
ses
2. (x —y,s) =0, Vs € S.

Ademds, un elemento y € S que verifique alguna de las propiedades anteriores es unico.

Demostracion. Veamos primero que (1) implica (2). Sabemos que y € S minimiza la distancia
de z a S. Como S es un subespacio, se tiene que y + s € S para todo s € S, y por lo tanto,

lz =yl < llz = (g + $)I> = Iz = y) = )I” = llz — yl* = 2(x — g, 5) + |Is]|*.
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Asi,
2(z —y,s) < |ls||?

para todo s € S. Si ahora consideramos t € IR y s € S se tiene que ts € S y de la desigualdad
anterior obtenemos

2(z —y,ts) < [ts]?

26(z —y,5) < |5
para todo t € IR y para todo s € S. Para los t > 0 tenemos 2(z —y, s) < t||s||? y haciendo t — 0
queda 2(x — gy, s) < 0. Los t < 0 dan la otra desigualdad, 0 < 2(x — y, s); de dénde

(x—y,s)=0 para todo s € S.

Para ver que (2) implica (1), supongamos que y € S es tal que z —y L s para todo s € S. Como
S es un subespacio x —y L y — s para todo s € S. Luego,

o =slP = [l =y)+ (s
= =] +lly = 51
o = yIP.

|z —yl| = min{|lz — s]|}.

(AVAI

Tomando raiz cuadrada se obtiene que

Nos queda mostrar que no puede haber mas de un elemento que cumpla las condiciones (1) o
(2). Para esto, veamos que si y,y € S verifican (2) entonces, y = y. En efecto, para cada s € S
fijo se tiene

<.’E—y,8>:0, y <$—g,8>:0,
luego, restando miembro a miembro, queda
<g - Y, S> = 07
en particular, tomado s =y — y € S obtenemos ||y — y|| = 0 de donde y = y. o

Veremos mas adelante que cuando S es de dimensién finita siempre existe y en las condiciones
del teorema anterior. Este y se llama proyecciéon ortogonal de x sobre S.

2. Solucion de los Problemas de Aproximacion

Ahora si, estamos en condiciones de describir los métodos para hallar las soluciones de los
problemas A y B planteados. En lo que sigue de este capitulo trabajaremos sobre espacios con
un producto interno.

El primer problema se puede reformular de la siguiente manera: Se considera en IR™ el producto
escalar dado por los pesos wy, ..., w,, es decir,

n
(@,y) = wyiw;.
=1
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Para los datos (x;, f(x;)), se quiere encontrar un polinomio p € P, con n > m+ 1 que minimice
la distancia entre los vectores (f(z1),..., f(zn)) y (p(z1),...,p(xy)) en la norma asociada al
producto escalar.

Sip(z) = amaz™ + ... 4+ a1x + ag entonces

p(z1) 1 x x ag
p(z2) 1 z9 --- 2 ax
p(zy) 1 z, xm am
Ahora, llamando b = (f(z1),...,f(x,)) el problema se reduce a encontrar un vector a =
(ag,...,an) € R™! que minimice
| Aa — bl|,

donde A € R™ (™1 e5 1a matriz de (6.2).

En forma genérica el problema puede plantearse de la siguiente manera:

Dada A € R™*™ y b € IR™ se quiere hallar x tal que

[ Az —bl|

sea lo menor posible.

Considerando el subespacio S:

S={yeR", y= Az, paraalginxz € R™}

el problema se transforma en hallar y € S tal que

lly — b|| < ||s — b]| para todo s € S
y luego x tal que Ax = y.

En el caso del producto interno usual, es decir (x,y) = Z?Zl x;y;, la solucién de este problema
puede obtenerse resolviendo las llamadas ecuaciones normales que pueden obtenerse facilmente
a partir del Teorema 6.8 como veremos en el teorema que sigue. Recordemos que AT denota la
matriz traspuesta de A.

LEMA 6.9. Sea A € R™™, z € R", y € R™. Si (., .) indica el producto interno usual (tanto
en R™ como en R™) entonces,

(ATy,z) = (y, Ax)
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Demostracion.

n n

(ATy, z) = Z a;iyj | ©i = Zyj <Z ajix,) = (y, Az)
j=1 j=1

i=1 =1

TEOREMA 6.10. Sea A € R™™ ybe R". Si (., .) indica el producto interno usual (tanto en
IR™ como en IR™) entonces, son equivalentes

1. g € R™ minimiza ||Ax — b||
2. xo es solucidén del sistema AT Az = ATb.

Ademds, si los vectores columnas de la matriz A son linealmente independientes, existe xy solu-
cion del sistema AT Az = ATb y es inico.

Demostracion. Considerando el subespacio S = {y € R", y = Az, parax € IR™}, por el
Teorema 6.8 y € S es tal que ||b — y| = miél{”b — s||} sty sélo si (b—y,s) = 0 para todo
sE

s € S. Como y € S existe g € IR™ tal que y = Axg y s = Ax, con x variando en IR™, luego la
condicién (b —y, s) = 0 para todo s € S podemos reescribirla
(b—Axg,Az) =0 VazelR™,
o equivalentemente, por el Lema 6.9,
0= (AT(b— Axg),z) = (ATb — AT Azg),z) Ve R™,

lo que ocurre si y sélo si AT Azg = ATb.

Para mostrar la existencia y unicidad de un elemento xy que cumpla con el enunciado, llamemos
Aj € IR™ a los vectores columna de la matriz A, para j = 1,...,m.

Six = (x1,22,...,Tm) €l vector Ax puede escribirse en términos de las columnas de A por
Az =377 Ajx;. Luego, si las columnas de A son linealmente independientes resulta Az = 0
si y sélo si & = 0. Veamos que esto implica que AT A es una matriz inversible. En efecto, si
AT Az = 0 entonces (AT Az,x) = 0, y por el Lema 6.9 tenemos que (Ax, Az) = 0. Es decir
| Az||?> = 0, con lo cual Az = 0y por tanto x = 0.

Como la tnica solucién del sistema AT Az = 0 es la trivial, se deduce que AT A es inversible y
hay una tnica solucién para el sistema AT Az = ATb. ]

OBSERVACION 6.11. Si el producto interno no es el usual sino que viene dado por pesos wj, o
sea, (z,y)w = D _q W;z;y;, entonces g € IR™ minimiza || Az — bl|,, si y sélo si zg es solucién
del sistema AT D, Az = ATD,b.

La demostracién es andloga a la del teorema anterior considerando la escritura (x, y),, = (x, Dyy)
(ver Ejemplo 6.3 (b)).
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Notemos que si el problema original
Ax =b
tiene una solucion exacta x, este x también es solucién de
AT Az = AT

Este sistema de m x m puede resolverse por el método de eliminacién de Gauss o bien por
métodos iterativos.

EJEMPLO 6.12. Veamos un ejemplo sencillo, como presentamos a través de la Figura 6.1. Se
quiere trazar una recta (p(z) = ag + a12) que aproxime los puntos

(a;): ] 01 [02] 0304 [05[06]07] 0.8 [09] 1
(y;): | 0.35 | 0.5 0.45 | 0.55 | 0.6 | 0.1 0.9 0.75| 0.8 | 0.8

Siguiendo (6.2) el sistema a resolver es:

1 01 0,35
1 02 0,5
103 0,45
1 04 0,55
1 05 w06
1 06 ~ | o1l
10,7 “ 0,9
1 08 0,75
1 09 0,8
11 0,8

Que, después de multiplicar por la transpuesta de A, queda

10 55 ao \ _ [ 58
55 3,85 a )\ 36

al = 0,497

La solucién es

ap = 0,3067

Es decir la recta que mejor aproxima, en el sentido de minimizar > (f(x;) — p(x;))?, a f en los
puntos dados es

p(z) = 0,497z + 0,3067
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Esta forma de resolver no puede aplicarse, en general, para resolver el problema B. Para abordar
esta clase de problemas necesitamos desarrollar més teoria relacionada con el producto interno
y la idea de ortogonalizacién. Es decir, vamos a dar una descripcion de la solucién a través de
la proyeccién ortogonal sobre un subespacio.

DEFINICION 6.13. Un subconjunto A de un espacio vectorial V' se dice ortonormal si A para
todo f # g en A se tiene que f L g y ademds (f, f) =1 para cualquier f € A.

Si se considera en el espacio V una base ortonormal B = {vi,...,v,} cada elemento x € V
admite una unica escritura de la forma

n
Xr = E Z;U;.
=1

La ventaja de trabajar con una base ortonormal es que podemos describir facilmente los escalares
x; en términos de = y de la base. En efecto, tenemos

n n
(@, ve) = O wivi, ok = @i, ve) =
i=1 =1

Luego,

n

x = Z(:}:, V;)V;.

i=1

Ahora, dado un subespacio S de dimensién finita de V', una base ortonormal de S puede en-
contrarse a partir de una base dada de S mediante el proceso de ortonormalizacién de Gram-
Schmidt que damos en el siguiente teorema.

TEOREMA 6.14. Dada una base de S,

BS == {7’177”2, o 7Tm}7

se consideran
up =71, v1 = uy/[luq].

Yy, para k= 2,...,m,

k—1

up =1 — Y (rk,vi)oi, Y vk = up/||ugl-

=1

Entonces, el conjunto {uy,...,un} es ortogonal y el conjunto {vy,...,v,} es una base ortonor-

mal del subespacio S.
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Demostracion. Se hace por induccién. ]

Con el siguiente teorema demostramos la existencia de la proyeccién ortogonal sobre S un
subespacio de V, cuando S tienen dimensién finita.

TEOREMA 6.15. Dado x € V y un subespacio S C V de dimension finita, existe un unico y € S
que satisface

(x —y,s) =0, Vs € S. (6.3)

Demostracion. Sea {v1,...,v,} una base ortonormal de S (que sabemos que existe gracias al
Teorema 6.14). Veamos que el elemento y € S buscado es

y= Z(x,w)w. (6.4)

En efecto, es claro que y € S ya que es una combinacién lineal de elementos de la base y. Por

otra parte, para verificar (6.3) es suficiente ver que se cumple para s = v;, j =1,...,m. Pero
m
(@ —y,v5) = (2, 05) = O (@, 0)vi, 05) = (@,05) = (w,0;) =0
i=1
donde en el ultimo paso hemos usado la ortonormalidad de la base. La unicidad la probamos en
el Teorema 6.8 o

El teorema anterior nos permite definir una aplicacién
P:V—S5
que a cada elemento z € V le asigna Px € S de tal forma que
(x — Pz,s) =0, Vse S

generalizando a espacios con producto interno la nocién de proyeccion ortogonal conocida en
IR™. Teniendo en cuenta el Teorema 6.8, Px nos da la mejor aproximacion a x por elementos
del subespacio S en la norma asociada al producto interno.

Estos resultados nos permiten encontrar la mejor approximacion a una funcién continua por
polinomios de un grado dado, en la norma asociada a un producto interno. Para esto basta
considerar el espacio V' = C|[a, b] y el subespacio S = P,.

Aplicando el proceso de ortogonalizaciéon dado en el Teorema 6.14 a la base candnica de Py,
es decir B = {1,z,22,...,2"}, en un producto interno dado, obtenemos los polinomios ortog-
onales ¢ asociados a dicho producto y los correspondientes polinomios ortonormales py. Estos
polinomios estan dados por,
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qo(x) =1, po(z) =1/[qll-
y, definiendo hy(x) = 2*, para k =1,...,n,

k-1
gr(@) = hi(w) = > (b, pi)pi(e), v pi(e) = qu(@) /|-

=1

Observemos que, como este procedimiento puede hacerse para cualquier n € IN lo que se obtiene
es una sucesion de polinomios ortogonales qg, q1, . - - , ¢n, - . . cuyas propiedades basicas resumimos
en el siguiente teorema.

TEOREMA 6.16. Dado el espacio V- = Cla,b] con un producto interno, los polinomios ortogonales
q0,q1s- - -5 qn, ... obtenidos mediante el proceso de Gram-Schmidt aplicado a la base candnica
dada por las potencias satisfacen las siguientes propiedades. Para todo k € INp,

1. qi es un polinomio mdnico de grado k.
2. {q0,q1,---,qr} es una base ortogonal de Py.
3. qir es ortogonal a todo polinomio de grado menor que k.

Las conclusiones del teorema son vélidas si se considera la base canénica de Py: B = {1,z,22,.. ., :ck}
El orden en que se toman los elementos es importante. La demostracién se sigue de todo lo an-
terior y por tanto la omitimos.

En lo que sigue consideramos fijado el producto interno y usamos la notacién p; para indicar la
sucesion de polinomios ortonormales asociados a dicho producto, es decir py, = g /||qx||- Una vez
obtenidos estos polinomios podemos encontrar la mejor aproximacién a una funciéon continua
utilizando la teoria general que hemos visto. En efecto, tenemos

TEOREMA 6.17. Si f € Cla,b] entonces el polinomio p, € P, que satisface

If =ppll < [If =pll,  Yp€Py,
estd dado por pl, = Pf, donde P : Cla,b] — Py, es la proyeccion ortogonal, o sea,
n

Py =Y {f.pi)pi,

=0

Demostracion. Se sigue del Teorema 6.4. ]

Observemos que esto resuelve simultaneamente los problemas A y B. Para resolver cualquiera
de los dos hay que, primero generar los polinomios ortonormales p; y luego calcular (f,p;). En
el caso continuo (problema B) aplicamos la teorfa trabajando en el espacio de dimensién infinita
Cla, b] mientras que en el caso discreto (problema A) trabajamos en el espacio de dimensién finita
IR"*! identificando a los valores de una funcién continua f con el vector (f(zo), ..., f(x,)). De
esta forma se tiene un procedimiento alternativo al dado en el Teorema 6.10 para el problema
discreto. En algunos casos el método basado en el uso de los polinomios ortogonales resulta
mejor respecto de la propagacion de errores de redondeo.
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FEl teorema de Weierstrass nos permite demostrar que el error entre la f y su mejor aproxi-
macién en la norma asociada al producto interno tiende a cero cuando el grado del polinomio
aproximante tiende a infinito. Este es el objetivo del siguiente teorema.

TEOREMA 6.18. Si el producto interno en Cla,b] estd dado por

/f (2)da

donde w es una funcidn positiva e integrable en (a,b) entonces,

py, — f cuando n — oo.

Demostracion. Por el teorema de Weierstrass, dado € > 0 existe un polinomio p € P, (n depende
de ¢) tal que

mix [f(z) —p(z)| = [|f = plloc <e

a<z<b

Entonces

If —pal? <IIf —pl? = [ w(@)(f(z) - p(z)? da
< |If = pll% [P w(z) de < 2 [Pw(x) da.

Por lo tanto,
lim [|f — py| = 0.
n—ro0

COROLARIO 6.19. (Igualdad de Parseval) Para un producto interno como el del teorema

anterior se tiene,
o

IFI% =D (f.p5)*

J=0

Demostracion. Recordemos que pf; = > (f,pi)pi, y por lo tanto

n

s ll? = > (fop)*.

7=0

Entonces, de la ortogonalidad entre f — p} y p;, se obtiene

FIZ = 1F =25l + losll? = 11F = il® + D _4F, )

J=0
pero por el teorema sabemos que el primer sumando del término de la derecha tiende a cero
cuando n tiende a infinito con lo que concluye la demostracion. o



128 6. POLINOMIOS ORTOGONALES Y APROXIMACION POR CUADRADOS MINIMOS

Terminamos el capitulo dando una forma mas eficiente de encontrar los polinomios ortogonales
asociados a un producto interno. En efecto, el siguiente teorema muestra que cada polinomio ¢,
se escribe en funcion de los dos anteriores y por lo tanto la sucesién de polinomios ortogonales
monicos puede obtenerse por recurrencia.

TEOREMA 6.20. Si un producto interno en Cla,b] satisface (xf,g) = (f,zg) entonces los poli-
nomios ortogonales monicos qn satisfacen la relacion de recurrencia

Qn(x) = (IL‘ - an)‘]n—l(x) - ann—Q(fE) > Vn > 2 (65)
donde a,, y b, estdn dados por
p— <$QH—17qn—1> b _ <Qn—1,Qn—1>
" (g1, Gn-1) " {Gn-2, n—2)

Demostracion. Sea n > 2. Como cero es raiz del polinomio ¢,(x) — ¢,(0) podemos escribir

@n(z) — qn(0) = 21y 1

donde 7,1 es un polinomio de grado menor o igual que n — 1. Ademds, como ¢,, es ménico, r,_1
también lo es. Tenemos entonces,

qn(z) = 270-1(2) + ¢n(0) = 2gn-1(2) + 2(rn-1(2) — gn-1()) + ¢n(0). (6.6)
Pero como r,_1 v gn,—1 son moénicos su diferencia resulta un polinomio de grado menor o igual
que n — 2 y por lo tanto, como qo,...,¢,—1 forman una base de P, _1, existen coeficientes 3;

tales que
n—1
2(rn-1(2) = gu1(2)) + 4a(0) = Y Big;(x)
§=0

y reemplazando en (6.6) obtenemos

n—1
0a(@) = 2an1(2) + 3 By05(a): (6.7)
7=0

Ahora, para i < n — 2, tenemos

n—2
0= (gn, ) = (& + Bu-1)n—1 + > _(Bij» @) = (@aqn—1, %) + Bi{ai @)
=0

donde en el tltimo paso hemos usado la ortogonalidad de los g;. Pero, como xg; es un polinomio
de grado menor que n — 1, resulta

(qn-1,6) = (gn-1,2¢;) = 0
y en consecuencia 3; = 0 para todo ¢ < n—2. Por lo tanto, definiendo a,, = —f8,,—1 y b, = —Bn—_2,
(6.5) se obtiene de (6.7).
Finalmente, usando (6.5) y la ortogonalidad de los ¢; tenemos,
0= <Qn7Qn—1> = (UCQn—l, Qn—1> - an<Qn—17Qn—1>
de donde se obtiene la expresién para a,. Andlogamente,

0= <(Ina Qn—2> = <an—l) qn—2> — by <Qn—2a Qn—2>
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y por lo tanto,
b, — <xQn—17Q’n—2>
= ——————— .
<Qn—27 qn—2>
Para terminar la demostracién falta ver que

<an—1) QH—2> = <Qn—la Qn—1>a
pero como
<xQn—17 Qn—2> = <Qn—17 $Qn—2>a
basta ver que
(@n—1,7qn—2—qn—1) =0
lo que resulta del hecho de que zg,—2 — g,—1 es un polinomio de grado menor que n — 1 porque
tanto xg,_2 como ¢,_1 son monicos de grado n — 1. O

OBSERVACION 6.21. Los productos internos asociados a los problemas A y B satisfacen trivial-
mente la hipotesis del teorema.
3. Ejercicios

1. a) Encontrar el polinomio de grado 1 que aproxima en el sentido de cuadrados minimos
la siguiente tabla de datos:

2] 0] 112 3] 4]5]6]7]8]09
y|-1]1.1]1.9]32]38|5|6|7.3]81]89

y el polinomio de grado 2 que aproxima en el mismo sentido la siguiente tabla de
datos:

z|-110 113 6
y|61)28]22]|6]26.9

b) En cada caso, comparar graficamente, usando Matlab, con el polinomio interpolador.

2. Considerar la funcién f(x) = en el intervalo [-1,1].

1+ 2522
Para n = 5,10, 15; graficar simultdneamente f junto con

= los polinomios que aproximan a f en el sentido de cuadrados minimos en n+1 puntos
equiespaciados y tienen grado %n y %n,
= el polinomio que resulta de interpolar a f en los puntos anteriores.
3. Probar que si se tienen n + 1 puntos distintos, el polinomio de cuadrados minimos de
grado n coincide con el polinomio interpolador.
Concluir que para ciertas aplicaciones puede ser una mala idea aumentar el gra-
do del polinomio de cuadrados minimos, hasta hacerlo cercano al grado del polinomio
interpolador.

4. Sea A la matriz en IR**2 dada por A = . Mostrar que

o o
-
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a) det(ATA) = (ad — bc)? + (af — be)? + (cf — ed)?.
b) Los rangos de las matrices AT A y A coinciden.
¢) El polinomio de grado 1 que aproxima en el sentido de cuadrados minimos una tabla
de 3 datos es tnico.
5. Aproximar la siguiente tabla de datos en el sentido de cuadrados minimos

x| -1] 0 2 3
y03]-02]|73|233

con funciones del tipo: (a) y = a2® 4 b3%, (b) y=a2"+ b3" + c.
6. Considerar erf: IR — IR la funcién dada por

2 x
erf(z) = ﬁ/o e dt.

a) Graficar la funcién con el comando erf de Matlab en el intervalo [—5,5] y verificar
numéricamente que h’rin erf(z) = £1.
T—>IT00

b) Ajustar la funcién erf en el sentido de cuadrados minimos con polinomios de grado
1, 2, 5y 10; considerando 15 puntos equiespaciados en el intervalo [—1, 1]. Graficar
erf junto con estos polinomios en el intervalo [—5, 5]. Observar que la aproximacién
es mala fuera del intervalo [—1,1].

¢) Utilizando los mismos puntos, hallar la aproximacién de cuadrados minimos que
utiliza el siguiente modelo:

¢ 42 et —t? et
erf(t) ~ 1+ 2 e + ¢ Tt e + ¢35 TETiEk
Comparar el error obtenido al aproximar por la funciéon hallada con el del item
anterior.
7. Aproximar los datos de la tabla siguiente

z|-1]0|1 2
y|81]13|11]0.5

con un modelo de la forma: f(x) ~ a €

la funcién In(f(x)).
8. Aproximar los datos de la tabla siguiente

; en el sentido de cuadrados minimos para

z| -1 0 1 2
y|-11]-04|-09|-27

con un modelo de la forma: f(z) ~ —e®@ +07+¢ e el sentido de cuadrados minimos
para la funcién In(f(x)).
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. Decidir cuéales de las siguientes aplicaciones < , >: X x X — IR, son productos internos,

siendo X = {polinomios de grado menor o igual a 1 definidos en[0, 1]}.
a) < f,g>= f(0) +29(0)

b) < f,g>=(f(0)+ 9(0))21

) < Lo >= 10+ [ 7050

d) < f,9>=f(0)g(0) + f(1)g(1)

Sea < f, g > cualquiera de los siguientes productos escalares:

n b
(@) <fig>=Y faglw, (b)) <fig>= / J(@)g(@)w(z)dz
0 a

Probar que S = {1,z,22,...,2"} no puede ser un conjunto ortogonal para n > 2.
Polinomios de Laguerre. Utilizando el método de Gram-Schmidt, calcular los primeros
cuatro polinomios moénicos ortogonales con respecto al producto escalar:

< f,g >:/O e T f(x)g(x)de.

Polinomios de Hermite. Repetir el ejercicio anterior con el producto escalar

< f,g>= /OO e f(x)g(x)da.

—0oQ
Considerar
1
<fg>= [ F@)
-1
a) Probar que <, > es un producto interno en S,,, el espacio generado por {z, 22,23, --- , 2™},

b) Hallar una base ortonormal para Ss.
c) Hallar la mejor aproximacién en el sentido de cuadrados minimos sobre S3 para
f(z) =2y para g(z) = 1.
Sea S el subespacio de las funciones derivables definidas en el intervalo [—7, ] generado
por {1,cos(z),sen(z)} y considerar
<fg>=F(=35)g(-3

2

a) Probar que <, > es un producto interno en S.

b) Hallar una base ortonormal para S.

c) Hallar la mejor aproximacién en el sentido de cuadrados minimos sobre S para
f(z) = sen(2z), g(x) = cos(2x) y h(x) = 3 sen(2z) — 5 cos(2x).

a) Probar que el conjunto de funciones: {1, sen(kx), cos(mz), k,m € IN} es ortogonal
con el producto escalar

s

)+ £1(0)g'(0) + £(5)9(3).

27
< f,g>= ; f(z)g(z)dz.

y calcular las normas de cada una de estas funciones.
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b) Verificar la ortogonalidad y calcular la norma de los polinomios de Tchebychev, con
el producto escalar

b fa)g()
< f,g> /_ Vi dr.
(Sugerencia: usar el cambio de variables u = arcsin(z)).
Hallar los primeros 5 términos de la expansion en serie de Tchebychev para la funcion
f(z) = |z|. Graficar en el intervalo [—1, 1].
Sea Tj el polinomio de Tchebychev de grado j; (j € IN). Considerar las relaciones de
ortogonalidad discretas para estos polinomios:

m 0  i#j
> Ti(wp)Tylar) =4 m/2 i=j#0
=1 m  i=j=0
donde {zy; k=1,...,m} es el conjunto de ceros de Ty,.
Para una funcién f : [—1,1] — IR se definen m coeficientes ¢;j, j = 1,...,m segin

¢ = ”2%; F @) Ty ().

m
Probar que el polinomio [Z cka_1($)] — 0,5¢; interpola a f en las raices de Ty,.
k=1
(Sugerencia: usar Ejercicio 3).
Notar que esta férmula proporciona una manera més directa de encontrar el polino-
mio interpolador en los ceros de T,.



Capitulo 7

Integracién numérica

En este capitulo estudiamos métodos para aproximar el valor de una integral definida en un
intervalo [a,b]. En los cursos elementales de Célculo se aprende que el valor ff f(z)dz puede
obtenerse a partir de una primitiva de f mediante la regla de Barrow. Sin embargo, en muchos
casos no es posible encontrar una primitiva expresable en términos de funciones conocidas.
. . b 2 . . .
Un ejemplo es el de la integral fa e ¥ dxr que juega un papel muy importante en la teoria de
probabilidades. Puede demostrarse que la funcién e~ no tiene primitiva expresable mediante
composiciones y operaciones algebraicas de las funciones conocidas. Mas alla de este ejemplo
clasico, esta situacion se da en una gran variedad de funciones.

En consecuencia serd necesario recurrir a las llamadas reglas de integracién numérica o de
cuadratura. La idea bésica para construir estas reglas es reemplazar la funcién por un polinomio
puesto que:

1. Es fécil integrar polinomios.
2. Toda funcién continua puede aproximarse por polinomios.

Entonces, dada una funcién f € C|a, b] aproximamos el valor fab f(z)dz por f(fp(ac)dx donde p
es algin polinomio que esta cerca de f.

A continuacién describimos el procedimiento mas usual para construir reglas de integracion, el
cual consiste en elegir el polinomio aproximante como uno que interpole a f. Para esto se eligen
en primer lugar n + 1 puntos zy,...,z, € [a,b]. Sabemos que existe un unico p, € P, tal que
pn(xj) = f(xj) para j =0,...,n y definimos entonces la regla de integraciéon numérica Q(f) por

b
QUf) = / pul(z) da.

Si escribimos p,, en la forma de Lagrange (ver (5.3)), o sea,
n

polx) = fla;)t(x),
i=0

donde ¢;(xj) =1y £j(z;) = 0 para i # j, tenemos

b b n n b
/ pal(z) dz = / S Fat@) de = 3 () / Gy de =3 A ().
a @ =0 7=0 a j
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Luego, obtenemos las férmulas de cuadratura usuales () para aproximar una integral buscada,
de la forma:

b
/ f@yde ~ Q) =3 Af(a) (7.1)

Jj=0

donde los puntos z; son llamados los nodos y los A; los pesos de la integracién numérica
(1=0,...,n).

Los pesos A; = f: ¢j(x) dx dependen sélo de los nodos z;, una vez calculados se usan para
aproximar la integral de cualquier funcién f.

Notemos que si f es un polinomio de grado n entonces, como la interpolaciéon en n 4+ 1 puntos,
es exacta, la formula que obtuvimos para aproximar la integral sera exacta sobre los polinomios
de grado menor o igual que n. En otro caso, habra que estudiar el error que se comete al utilizar
este tipo de aproximaciones. Es decir, estudiaremos para cada férmula de cuadratura el error
que viene dado por:

R = [ ey di - / () di = / (f - po)(@) da.

Hay, esencialmente, dos maneras de determinar una férmula de cuadratura como en (7.1).

» Los nodos {xg,z1,...,x,} estdn prefijados. En este caso, se trata de hallar los pesos
{Ap, A1, ..., A,}. Cuando los nodos se toman equiespaciados, las reglas que se obtienen
se conocen como las Formulas de Newton-Cotes.

= Se buscan a la vez los nodos {xg,z1,...,2,} y los pesos {4y, A1,..., A, }. Este método
se conoce como Formulas de cuadratura gaussiana.

1. Formulas de Newton-Cotes

Si queremos aproximar la integral una funcién continua f : [a,b] — IR por la integral de un
polinomio interpolador de grado n, probablemente la eleccién mas natural para los nodos x; es
tomarlos equiespaciados en el intervalo [a, b]. para esto consideramos h = (b—a)/ny z; = a+jh
con j =0,...,n. Una férmula de aproximacion basada en estos puntos se conoce como “formula
de Newton-Cotes cerrada” y si los puntos son tomados como z; = a+ jhcon j =1,...,n—1
se llama “férmula de Newton-Cotes abierta” (no incluye a los extremos del intervalo). Estas
férmulas seran exactas cuando el polinomio interpolador coincida con la funcién f, esto es, para
todo polinomio en P,,.
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1.1. Férmulas simples de Newton-Cotes. Veamos primero las formulas de cuadratura
si se considera el intervalo [a, b] considerando nodos equiespaciados. Comencemos interpolando
por una recta o por una funcién cuadrarica.

Regla de Trapecios: es la que se obtiene si se reemplaza en el intervalo [a,b] la integral de
la funcién f por la de la recta que une los puntos (a, f(a)) con (b, f(b)). De ahi el nombre de
trapecios (ver Figura 7.1). Como los nodos de interpolacién son los extremos del intervalo, esta
férmula también suele llamarse de trapecios cerrada.

Ficura 7.1. Regla de los Trapecios simple cerrada

f(0) — f(a)

La recta estd dada por p(z) = f(a) + 2
—a

(z — a), integrado p obtenemos

fb) = fla) (z —a)?

b
[ pe) de = fla)a+

b—a 2 a
= ja)b-a)+ 1O g,
es decir:
b (-0
[ t@de ~ 1) = 5 )+ s (72)

EJEMPLO 7.1. Consideremos la funcion f(z) = 23 — 4z + 4 en el intervalo [—1,0]. ;Cudl es el
valor aproximado de la integral en este intervalo que da la regla de trapecios?

Segin vimos, se tiene

0 J— J—
[ —terade ~ =G + 0 = 549 =

-1
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En este caso, es sencillo calcular el valor exacto de fBl 2 —dr+4de = % con lo cual se puede

calcular exactamente el error que se comete, R(f) = i =0,25.

Mas adelante nos dedicaremos al estudio del error. Veamos ahora una pequena modificacién a
la regla de trapecios.

Regla de Trapecios abierta: en este caso, en lugar de considerar como nodos los extremos del
intervalo [a,b] vamos a usar dos puntos interiores equiespaciados {z1,z2}. Luego, sustituimos
la funcién f por la recta que la interpola en esos nodos (ver Figura 7.2). Para ésto partimos
al intervalo [a,b] en tercios, es decir en subintervalos de longitud h = b_T“. De esta manera
consideramos {1, z2} los extremos del intervalo medio, es decir x; = a + jh para j = 1,2. El
polinomio de grado 1 que interpola a f en esos nodos es

f(z2) — f(z1)

T2 — X1

p(z) = f(x1) + (r —x1).

Integrando p en [a,b] y recordando que h = b_?a (ésto es: b—a =3h, x9 —x1 =h, b—x1 = 2h,
y @ —x1 = —h) tenemos

(%, 10x,)

(%, 105,))

FicurA 7.2. Regla de Trapecios simple abierta

b

f(@2) — f(z1) (x — 31)?

Tro — I 2 a

f(@1) — f(x2) [(2h)? — (—h)2}
h 2

b
/ p(z) dv = f(z1)z +
= f(z1)3h +
— 3hf(ar) + L)~ L(@2) 317

_3h<f(l’1)42rf($2)>

b—a
3 )

Luego, para h =
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b
[ r@ar ~ e + fa) (7.3

EJEMPLO 7.2. Consideremos nuevamente la funcion f(z) = 23 — 4z + 4 en el intervalo [—1,0].
Queremos calcular la aprorimacion que da la formula de Trapecios abierta.

La regla de trapecios abierta tienen por nodos {z; = —%, To = —%} con h = % El valor
aproximado de la integral de f en [—1,0] es

0 1 2 1 1 8 8 1 4 153
S _dx+ddr ~ =(f(—= — NV==(—-—=4-44— —+-+44)=-"2=58333...
/1”6 rdde ~ S(f(=3)+f(=3)) 2( 7 T3t 27+3+) 23 7

Usando el valor exacto, ya calculado, de f81 23 —dr+4de = 2743 podemos asegurar que el error
cometido es, R(f) = —0,08333...

Regla de Simpson: es la que se obtiene si se reemplaza en el intervalo [a,b] la integral de la
funcion f por la de una funcién cuadratica que interpola a f. Como para dar un tinico polinomio

de grado 2 que interpole a f se necesitan tres nodos, se consideran los extremos del intervalo y
su punto medio, es decir, {a, ‘ITH’, b} (ver Figura 7.3). Como a y b forman parte de los nodos,

esta formula también suele llamarse de Simpson cerrada.

(b, (b))

(a+h, f(a+h))

Ficura 7.3. Regla de Simpson

Para simplificar los calculos, queremos hallar la férmula que le corresponde a una funcién con-
tinua cuando se considera el intervalo [—1,1] y derivar de ésta la férmula general. Para ésto
necesitaremos el siguiente lema.
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n

LEMA 7.3. Si Qo(f) = ZAjf(tj) es una formula de cuadratura para aproximar la integral
§=0

fil f(x) dx entonces, para

(b—a) (a+b)
.’Ej = 9 t]’ 9 ,

se tiene una formula de cuadratura para el intervalo |a,b]:

v " (b a)
/ﬂmmvamzz A;f (). (7.4)

a 2
7=0

Demostracion. Consideremos el cambio de variables x = at+ 3, con a = (b—a)/2y B = (a+b)/2
que transforma el intervalo [—1, 1] en [a, b]. Asi,

/abf(ac) dwz/_llf(at—i—ﬁ) a dt.

Aplicando la férmula @ a la funcién g(t) = af(at + ) para el intervalo [—1, 1] tenemos,

[rww=[ retimaa ~ a &
con,
Qolg) =D Ajg(t;) =Y ad;f(at;+B).
j=0 Jj=0
Si llamamos z; = at; + 3, para j = 0,...,n, tenemos que
zj = (b;a)thr (a;b) Vji=0,....n

Luego, podemos re-escribir la aproximacioén en [a, b] dada en (7.5) como en la férmula (7.4). O

Ahora si, procedemos a dar la férmula de Simpson, que aproxima a fil f(z) dz, usando el
polinomio interpolador p en los nodos equiespaciados {—1,0,1}. Si p(z) = ag + a17 + aga?,

1 a9 2
/ p(x) dr = 2[a0 + *] = - [6(10 + 2@2] .
. 3176
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2

Por otro lado, sabemos que p(z) = ag + a1z + agx® verifica el sistema:

1 -1 1 ag f(=1)
1 0 0 ap | = 1(0)
1 1 1 as f()
Por lo tanto, ag = f(0),a; = 1) _Qf(_l) V as = f(=1) - 2.;(0) + f( )

Luego,

1 1
/flfm»dx ~ /"zxx>dw=: F(—1) +47(0) + £(1)).

-1

Ahora, por el Lema 7.3, se tiene para un intervalo [a, b] la férmula de Simpson simple cerrada:

s = C= D (@) + 4@+ 072 + 10

b—a

Si escribimos la férmula en términos de la distancia entre un nodo y otro, h = 5%, se tiene:

S(f) =5 [f(a) +4f(a+h)+ f(b)]. (7.6)

w| =

EJEMPLO 7.4. Para la funcién f(x) = 3 —4x+4 consideremos ahora el intervalo [—1,2]. ;Cudl
es el valor que se obtiene al aproximar la integral de f en este intervalo si se emplea la formula
de Simpson cerrada?

Para este intervalo tenemos, b —a = 3, luego h = % va+h= QTH’ = %, entonces la fémula (7.6)

nos da 1 1 1 17 39
S(f)y==|f(-1)+4f(= ) ==|7T4+4— +4] = —.
(1) = S[FD) +47G) + @) = [T+ +4 ==

En este caso el calculo es exacto puesto que al calcular la integral de f en [—1, 2] obtenemos por

resultado %.

Regla de Simpson abierta: es la que se obtiene al reemplazar f por un polinomio de grado
2 que la interpola en nodos equiespaciados en el interior del intervalo [a, b]. Para ésto partimos
al intervalo [a,b] en cuartos, es decir en subintervalos de longitud h = bﬁTa. De esta manera
consideramos {z1,x2,x3} los extremos de los intervalos medios, es decir z; = a + jh para
j = 1,2,3; (ver Figura 7.4). Como a y b no forman parte de los nodos, esta férmula recibe el
nombre de Simpson abierta.

Si procedemos como antes, podemos hallar el polinomio de grado 2 que interpola a una funcién
en el intervalo [—1,1] y luego por el Lema 7.3 extendemos la férmula a cualquier intervalo [a, b].
En este caso, el polinomio p(x) = ag+a1z+asz? interpola a f en los nodos {—%, 0, %} y resultan

ag = f(0), a1 = f(3) — f(=3). v a2 =2f(~3) — 4f(0) +2f(3).
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(ath, f(ath))

(a+2h, f(a+2h))

(a+3h, f(a+3h))

0
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Ficura 7.4. Regla de Simpson abierta

Luego, f_llp(:v) dr = %[3a0 + (12] = %[2]‘(—%) — f(0)+ 2f(%)] Al pasar a un intervalo [a, b] por

medio del Lema 7.3 y escribiendo la formula en términos del paso h = bfTa obtenemos,

b 4h
/f(a:)da; ~ 3[2f(a+h)—f(a+2h)+2f(a+3h)].

EJEMPLO 7.5. Consideremos nuevamente la funcion f(z) = x> — 4z + 4 en el intervalo [—1,2].
Queremos hallar una aproximacion de la integral de f en dicho intervalo por medio de la regla
de Simpson abierta.

Como h = bTT“ = %, entonces a + h = —%, a+ 2h = %, a+ 3h = %, asi tenemos
2
1 1 5 319 17 61 624 39
3
x —dx+4de ~12f(—=)—f(z)+2f=5)|=12—F——4+2—~|=— = —,
/, 2 =1+ 2] - G ] = G =

que vuelve a ser un célculo exacto.

Es claro que la férmula de Simpson es exacta para polinomios de Po y que la férmula de
Trapecios lo es para polinomios de P;. En general, una regla como la dada en (7.1), construida
interpolando en n 4+ 1 puntos, es exacta para polinomios de P,,, sin embargo, veremos que para
ciertas elecciones de puntos la regla resulta exacta también para polinomios de P, para algin
k > n. Por otra parte, veremos luego que el grado de polinomios para el cual una regla es exacta
se relaciona con el error cometido al usar dicha regla. Esto motiva la siguiente definicién.
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n

DEFINICION 7.6. Decimos que una férmula de cuadratura Q(f) = ZAjf($j) tiene grado de
§=0

b
evactitud k, st / p(x) de = Q(p) para todo polinomio p € Py y no para Pi1.
a

b n
OBSERVACION 7.7. Toda férmula de cuadratura/ flx)de ~ Q(f) = Z A;f(x;) es lineal.
a =0
Es decir, Q(af + g) = aQ(f) + Q(g) para todo a € IR, f y g funciones.

En virtud de este resultado, podemos reducir el estudio del grado de exactitud al comportamiento
de la féormula sobre una base del espacio de polinomios. Esto queda expresado en la siguiente
observacién.

OBSERVACION 7.8. Una férmula de cuadratura Q tiene grado de exactitud & si y solo si es exacta

para la base de Py, B = {1,z,22, ... ,a:k} y 1o lo es para el polinomio z¥*1. Esto es, la igualdad
b n
/ 2™ dx = Z Ajxl
a §=0
debe verificarse para todo m =0,...,k y no para m = k + 1.

Ademas, gracias al Lema 7.3, una férmula de cuadratura tiene grado de exactitud k independi-
entemente del intervalo [a, b] para el cual estd calculada.

EJEMPLO 7.9. Se quiere calcular el grado de exactitud de la férmula de Simpson cerrada.

Es claro que las férmulas de Simpson, tanto abiertas como cerradas, son exactas para polinomios

de P,. Luego, por Observacién 7.8, basta ver qué sucede con z3,2%,..., y esto puede hacerse,

sin perder generalidad, en el intervalo [—1,1]. Tenemos

/1 2dr =0= %[(—1)3 +4(0)* + (1),
2 1

1
/ iy =22 % = -1+ 40) + (1))

Luego, la formula de Simpson cerrada tiene grado de exactitud k = 3. Lo mismo sucederd para
la férmula abierta.

2. Estimacién del error

En lo que sigue notaremos por I(f / f(z) dzx. Una vez obtenida una regla de cuadratura

Q(f) surge la pregunta de qué se puede decir sobre el error cometido R(f) = I(f) — Q(f).
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La forma mas usual de aproximar integrales es mediante las llamadas reglas de integracion
compuestas que veremos més adelante, las cuales se basan en partir el intervalo [a, b] en intervalos
chicos y aplicar en cada uno de ellos alguna de las reglas construidas mediante interpolacion.
Por esta razén nos interesa saber como es el error en términos de la longitud del intervalo donde
se aplica la regla. El siguiente teorema nos da un resultado general que nos dice que el error
depende del grado de exactitud de la regla.

TEOREMA 7.10. Dada una regla de cuadratura Q(f) en el intervalo [a,b] tal que
i) Q(f) es lineal,

i1) Q(f) tiene grado de exactitud k,

i11) |Q(f)| < M(b—a)||fllco, para alguna constante M.

Entonces, si f € CkT1]a,b], se tiene

(1 + M)(b - a)k+2 ka-i—lHoo

RO = 11(5) = QU < 3y

Demostracion. Observemos que, como f € C*+1[a, b], existe un polinomio py € Py, tal que

(b—a)tt k+1

e 17
En efecto, podemos tomar por ejemplo el polinomio dado por el desarrollo de Taylor de f en
cualquier punto del intervalo.

I = prllos <

Entonces, como la regla tiene exactitud k, tenemos que I(pg) = Q(px). Luego, usando la lineal-
idad de Q(f),

R(f) =1(f) = Q(f) = I(f — pr) — Q(f — pr)-
Por lo tanto, usando la hipétesis iii) y que |I(f — px)| < (b — a)||f — prl/c, Obtenemos
L+ M)(b—a)**? i

concluyendo la demostracion. o

R < L(f —pe)| + QU —pr)| <

OBSERVACION 7.11. Si la regla estd dada como en (7.1) con A; > 0 para todo j =0,...,n,y
tiene grado de exactitud al menos 0, entonces la hip6tesis i7i) del teorema se cumple con M = 1.
En efecto, como la regla es exacta para constantes se tiene que > 7 A; = Q(1) = I(1) = (b—a)
y por lo tanto,

QNI =1D_Ajf)) <> Ajlf(a))] < (b= a)l|flloo-

j=0 7=0
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Consideremos la regla del trapecio en el intervalo [a, b]. Como ésta tiene grado de exactitud 1 el
Teorema 7.10 y la Observacién 7.11 nos dicen que

() =T < (0= )’ -
Tomando por ejemplo la funcién f(z) = (x — a)? y calculando I(f) y T'(f) observamos que

o
10 -1(n = -2

lo que muestra que el orden obtenido en términos de la longitud del intervalo no puede mejorarse.

Lo que si se puede es, analizando cada regla en particular, obtener una expresién més precisa del
error mejorando en particular la constante que aparece en la estimacién de éste. Esto es lo que
haremos a continuacién para algunas de las reglas clasicas. Para esto necesitamos la siguiente
version del teorema del valor medio para integrales, la cual es un poco mas general que la que
se ve en los cursos elementales de Célculo.

TEOREMA 7.12. (Valor Medio Integral Generalizado). Si g : [a,b] = R, & : [a,b] — [c,d],
y h:c,d] — R son tales que g es continua y no cambia de signo, h es continua y h(&(x))g(x)
es una funcion integrable, entonces existe n € (¢, d) tal que

b b
[ w@ng(e) dz = bn) [ g(a) da,

Demostracion. Supongamos que g(z) > 0 (el caso g(x) < 0 se hace de manera anéloga). Sean
m y M el minimo y maximo de h respectivamente. Entonces, m < h({(z)) < M y por lo tanto
mg(x) < h(&(z))g(z) < Mg(z) para todo x € [a, b]. Integrando obtenemos,

w [ s < [ o < [ g

y COmo f; g(x)dx > 0 (suponiendo que g no es idénticamente cero) resulta,

o Ja @)y (@)de
B f:g(:c)dm

y por lo tanto, como h es continua, por el teorema de Bolzano sabemos que existe 1 € (¢, d) tal
que

<M

lo que concluye la demostracién. o

El otro ingrediente para obtener las formulas del error para las reglas de cuadratura es la

expresion para el error de interpolacién estudiada en el capitulo anterior. El Teorema 5.4 nos

dice que, para cualquier funcién f € C"*1[a, ], si p,, € P, es su polinomio interpolador se tiene
F (e

E,(z) = f(z) — pn(x) = mWnH(ﬂf) con ¢ € (a,b) que depende de x.
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Luego, si @ es una férmula de cuadratura como en (7.1) podemos expresar el error de integracién
como

b
RO = 1) =@ = [ (7= pa)la) da.

fn+l)
/ o Wi (a) d

Es decir

TEOREMA 7.13. (Error para la Regla de Trapecios) Si f € C?[a,b], el error que se produce

al aproximar/ f(z)dx usando la regla de Trapecios estd dado por

3
" (n), para algin n € (a,b). (7.7)

Demostracion. Para calcular el error de la regla de los trapecios recordemos que los nodos son
{a, b}, y por tanto Wa(x) = (z — a)(z — b), que no cambia de signo en [a, b], entonces usando el
Teorema 7.12,

b e
R(f) o= [ LPwaw) 4o
f” / x—a)(x—0b) dx
_ f// ) a>3

Notar que hay una forma directa de calcular ff(:v —a)(z —b) dx que es calcularla por partes. Si
derivamos (z — b) e integramos (x — a), tenemos

(z —a)

b
/(x—a)(x—b) da::(:c—b)T

1
EJEMPLO 7.14. Estimar el error cometido al aprozimar [ 2t — 22 4 22 + 3 dx por la formula
de trapecios cerrada. ;Cudl es el valor de dicha aproximacion? ;Qué andlisis se puede hacer si
se considera la misma funcion en el intervalo [—1,1]?

h3
Sih=b—atenemos h = 3, f(z) = 2* —2?+22+3y f’(z) = 122% —2. Como R(f) = —ﬁf"(n)

para algin n € (0, 3), acotamos |f”(z)| para todo z € [0, 3]. Esto es, |f”(z)| < 2, puesto que
alcanza su valor maximo en el extremo izquierdo del intervalo.
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h? 11
Luego, |R(f)| = E\f”(n)| < §52 = 0,020833. ..

El valor de la aproximacion estd dado por T(f) = $(f(0) + f(3)) = (3 + &) = 3,81250

A veces, al estimar el error perdemos informacion. Por ejemplo, si queremos estimar el error
cometido al considerar z € [—1,1], no logramos un resultado muy fino. Por un lado |f”(z)| =
|1222 — 2| < 10, pues alcanza su valor méaximo en los extremos del intervalo y h = b—a = 2, asf,

h3 8 20

Aunque f_ll zt — 2?2 4204+ 3 de = Ef—g = 5,7333... y el valor que arroja la férmula es T'(f) =

2(f(=1) + f(1)) = 6 y el error real es 0,2666. . .

Analizar el error para la regla de Simpson es un poco més dificil pues el polinomio Ws3(z) =
(z —a)(z — 2£2)(z — b) cambia de signo en [a,b] y por lo tanto no se puede aplicar directamente
un argumento analogo al usado para la regla de Trapecios. Hay varias formas de obtener la
férmula del error para la regla de Simpson. Daremos aqui la que consideramos mas elemental
pues utiliza sélo herramientas de los cursos bésicos de Calculo.

TEOREMA 7.15. (Error para la Regla de Simpson) Si f € C*[a,b], el error que se produce

b
al apmximar/ f(x)dx usando la regla de Simpson estd dado por
a

R(f) = —%(b ; a)5f(4)(7]), para algin n € (a,b). (7.8)

. Definamos

hl
F(x) = /wa(a:)dx

Demostracion. Consideremos el intervalo [—h,

Y, para te [_h7 h}v

“(t) = F(0) = F(=0) =t |3 1(-0) + 370+ 310

de tal forma que
R(f) =1(f) = S(f) = e(h).

Nuestro objetivo es entonces encontrar una expresion para e(h). Derivando obtenemos,

()= 2F(0)+ 25(~1) — S FO) + L7~ — L7/0),
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Entonces, por el teorema del valor medio, existe £ = &1 (t) tal que

B(1) =~ (&)

Observemos que e(0) = 0 y que de las expresiones obtenidas resulta que también €’(0) = €”(0) =
0. Por lo tanto, integrando entre 0 y h y usando el Teorema 7.12, obtenemos

2

h h h
') = [Tt = =3 [TRrOend = 26 [ ar= 5O

para algin & = & (h). Andlogamente, existe un &3 = £3(h) tal que,
h 2
) = [ o=~ O e
0 36
e integrando una vez més, obtenemos que existe un n € [—h, h| tal que

5
e(h) =~ FO ).

Ahora, en cualquier intervalo [a, b], mediante un cambio de variable, se obtiene

R() = g5 ("5 %) F V)

para algiin punto intermedio 7 € (a,b); como querifamos demostrar. O

1
EJEMPLO 7.16. Aprozimar e~ dz mediante la regla de Simpson cerrada y estimar el error

0
que se comete al efectuar dicho cdlculo.

2

Tenemos h = %, flx)=e7", asi

1
/6_12 Ao~ é(f(0)+4f(%)+f(1)):é(ue—he—l):o,mgm...
0

_ho .
if(zv)(n)

Para estimar el error consideramos f%(z) = 4(4z* — 1222 + 3)e=*". Como R(f) = 90

para algiun n € (0,1), acotamos |f”(z)| para todo x € [0, 1].
Por una parte tenemos que en [0, 1], e <1 y por otra parte puede verse que |4x* — 1222 + 3|

alcanza su valor maximo en el extremo superior del intervalo. Luego, [4z* — 1222 + 3| < 5 en
[0,1] y por lo tanto

1 /1,\5
IR(f)| < %(5) 20 = 0,006944 .. .
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3. Férmulas de cuadratura compuestas

147

Si queremos aumentar la precision al aproximar fab f(z) dz, podemos aumentar el nimero de
nodos. Esto es, considerar n 4+ 1 nodos y el polinomio de P, que interpola a f en esos nodos,
con n € IN grande. Esto no siempre es conducente. Como vimos en el Capitulo 5, aumentar el
grado del polinomio interpolador puede producir errores grandes en la aproximacién, los que
podrian trasladarse al cdlculo de la integral. Otra posibilidad es partir el intervalo [a,b] en
pequenos subintervalos y en cada uno de estos aplicar una aproximacion del tipo Trapecios o
Simpson. Este método que vamos a desarrollar en esta seccién es el mas usual y se conoce como

“cuadratura compuesta”.

La idea general es como sigue. Partimos el intervalo [a,b] en subintervalos eligiendo puntos z;

cona=x9 <z <...<zxy,=>0 Sabemos que

Tjy1

1(f) = / ) dwzg / T

Ahora si para cada

tenemos una férmula de cuadratura @Q;(f) y consideramos el error respectivo,

R;(f) = Li(f) — Q;(f)

obtenemos

n—1 n—1
R(f) =Y _Ri(f) =D I(f)—Q(f)
j=0 i=0

j:b n—1
— [ @ dr -3 Qi)
a j=0

Esto es, la férmula de cuadratura sera

b n—1 n—1
[ 1@ e Y conerror R(H)= Y Bi(5)
a =0 =0

Usando el Teorema 7.10 podemos obtener un resultado general de estimacién del error.

TEOREMA 7.17. Sea Q(f) una regla de cuadratura como en (7.9) donde cada Q;(f) es lineal,
tiene grado de exactitud k y satisface en el intervalo [z, x4+1] que |Q;(f)] < M(xj41—x;) flloos

para alguna constante M.
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Entonces, si f € C¥Ta,b) y h = max;(zj11 — x;) se tiene que

1+M)b—a
RO = 11) - QoI < 2= wiet et
Demostracion. Por el Teorema 7.10 sabemos que

(1 + M)(l‘j_;,_l — l‘j)k+2 k41
G

En consecuencia, acotando (zj4+1 — x;)¥! por h**! se tiene

[R;(f)] <

n—1 n—1
(1+M)
‘R(f)‘ < Z |R](f)’ < m Z(ijrl — xj)k+2||fk+1||oo
J=0 T j=0
(L+ M) S k41| pk+1
< G 2@ — TR e
| —
pero Z?;(} (zj4+1 — x;) = b — a, lo que concluye la demostracion. O

El teorema anterior puede aplicarse a las reglas compuestas usuales (tales como Trapecios y
Simpson) para obtener una estimacién del error en términos de h = max;(z;4+1 — z;). Sin
embargo, un analisis mas detallado permite dar una expresién mas precisa del error en esos
casos particulares. Para esto vamos a necesitar el siguiente lema.

LEMA 7.18. Sea g € Cla,b] y sean {ag,...,ar} constantes con el mismo signo y {to, ..., tx} €
[a,b], entonces se tiene

k k
> ajglty) =g a;
=0

7=0
para algin n € [a,b].

Demostracion. Sea m = ming(z) y M = maxg(x) en [a,b]. Podemos suponer que a; > 0 para
todo j =1,...,k, luego

para cada j : m < g(tj) < M
(aj > 0) maj < ajg(ty) < Mkaj
k k
(sumando) m Z a; < Z g(tj)a; < M Z a;
=0 =0 =0

Ahora, definimos la funcién G : [a,b] — 1R,

k
G(2) = 9(x) Y ay,
j=0
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como G es un multiplo de g, resulta continua en [a,b]. Ademds, el valor méximo de G en [a, ]
es M Z§zo a; y el valor minimo es m Z?:o a;. Entonces, por el teorema del valor medio, existe
n € [a,b] tal que

7=0
es decir
k k
gy a; = ajg(ty),
7=0 7=0
como queriamos demostrar. ]

Consideremos el caso de nodos equiespaciados. Esto nos permitird aprovechar las férmulas ya
calculadas (Trapecios y Simpson) dado que la distancia entre dos nodos, que también llamaremos
‘paso h’ no varia.

Regla de Trapecios compuesta: para la férmula cerrada se tiene que tanto a como b son
nodos, luego tomamos los nodos z; = a + jh para j =0,...,n —1 con h = (b —a)/n.

La férmula (7.2) nos da para cada integral
Tj+1 h
[ i@ ds ~ T = 5 + fap),
z;

Luego,
-1

3

f(z) + f(z541))

M\D

0

f(@o) + f(z1) + fz1) + f(22) + ... + f(@n1) + f20)]
n—1
flao) + > 2f(x)) + flzn)

=1

N w\v\ﬁ

Entonces la cuadratura compuesta usando la regla de Trapecios cerrada viene dada por

n—1

h

T(f) =5 | flxo) + Y _2f(x;) + f(xn) (7.10)
j=1
Como para cada subintervalo se comete un error (ver (7.7)) R;(f) = —%h?’ se tiene
n—1 n—1
f// 3 _ h3 "e .
=19 J"(nj)-

j=0 7=0
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Ahora, gracias al Lema 7.18 (con a; = 1 para todo j) y teniendo en cuenta que h = (b —a)/n
si y solo si n = (b— a)/h, tenemos que existe n € (a,b) tal que

Eb—a B h?

)= —5l—a)f @) (7.11)

3
R(T) = s (n) =

EJEMPLO 7.19. Determinar el nuimero n de subintervalos necesario para que el error cometido
1
. . . . a2
con la regla de Trapecios compuesta de una aprorimacion de la mtegml/ e” " dx con error
0

menor que 1074,

Para hallar el niimero de subintervalos a considerar usamos la expresién del error (7.11). Debemos
acotar |f”(z)| para z € [0,1] siendo f”(z) = (42% — 2)e=™", Como e < 1y |[422 —2| < 2 en
este intervalo, se tiene:

2 2
R =56 ol < 2= (1)

Si tomamos n > 40,8248 ... podemos asegurar que |R(f)| < 10~*. Es decir, basta tomar n = 41.

Regla de Simpson compuesta: se trata de obtener una férmula del tipo (7.9) cuando se usa
la férmula de Simpson en cada particién del intervalo [a, b].

La férmula (7.6) nos da para cada integral

Tj+ Tj1

) flagi)

[ i@~ s = 5+ 45

J

Como interpolamos f por un polinomio de grado 2, en puntos equiespaciados, en cada integral

intervienen los nodos {z;, ittt ,Tjt1}. Asi, el paso h entre dos nodos de cada integral es la

2
longitud media del intervalo [z, xj41]. Es decir, h = %b—Ta = I’Q_—n‘l. Luego,

L
w| >

n

S(f) =

J

Tj+ Tt

(Flag) + 47 (2

)+ f(zj41))

Il
)

férmula que podemos expresar como

n—1

n—1
S() =3 | £l@) + 23 fay) + 43 FEEIE) 4+ p) (7.12)

=0 =0
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Para analizar el error cometido al usar esta férmula, recordemos que en cada subintervalo el
error estd dado por

B,
R;(f) = —%f(“’)(nj)-

n—1 5
R() = 30— F ) = Z 70 ).
=0

Por el Lema 7.18 (con a; = 1 para todo j) y teniendo en cuenta que h = bg—n“ siysolosin = bg—h‘l,

tenemos que existe 7 € (a,b) tal que

h° b —
90 2h

5
R(f) = — @) ) =

50 i 1) = 15 (0= a) V). (7.13)

EJjEMPLO 7.20. Determinar el numero n de subintervalos necesario para que el error cometido

. . iy . a2
con la regla de Simpson compuesta de una aprorimacion de la integral e dx con error
0

menor que 10~*. Comparar con el ejemplo 7.19

El error viene dado por la férmula (7.13). Necesitamos acotar f(*)(x) en el intervalo [0, 1].
Usamos la cota hallada en el Ejemplo 7.16. Esto es, | f@)(z)| = [4(4z* — 1222 + 3)e*"| < 20.
—a

Entonces, con h = W = 2n se tiene

Y L/ 1\4
RO = 155/l < 5(55) -

Si tomamos n > 2,886 ... podemos asegurar que |R(f)| < 10~*. Es decir, basta tomar n = 3,
mientras que para la regla de Trapecios compuesta podiamos asegurar el mismo error partiendo
en 41 subintervalos de igual longitud.

Finalizaremos esta seccién con una aplicacién de los métodos hasta ahora estudiados al calculo
aproximado de integrales multiples.

OBSERVACION 7.21. Es posible aplicar en forma iterada las reglas de integracién que acabamos
de desarrollar para aproximar integrales multiples de funciones continuas, para las cuales el
teorema de Fubini puede aplicarse.

Por ejemplo, si D C IR? es una regién que podemos describir por medio de funciones reales,
podemos escribir (si la regién es de Tipo 1)

//fxy da:dy—// Fe.y) dyde,

y calcular las integrales iteradas por los procedlmlentos anteriores.
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EJEMPLO 7.22. Para f : IR? — IR una funcion continua y D = [0,1] x [0, 1], se define la funcién

1
F(I)Z/O f(z,y) dy y luego

= Se aproziman los valores F(0), F(3), F(1) con la regla de Simpson.

1
= Se aproxima / F(z) dx usando otra vez la misma regla.
0

El valor de F(0) es el valor de la integral fol 9(y) dy con g(y) = f(0,y), luego aplicando la regla
de Simpson simple cerrada tenemos

F(0) ~ §[£(0,0)+47(0,3) + f(0,1)]
Analogamente se obtiene los otros dos valores:
F3,0)+4f(3,5) + 73 1)]
F0L,0) +4£(1,3) + £(1,1)]

D= o=

Ahora,

/IF(x) de ~ L[FO) +4R(2) + F()],
0
(3)

donde cada valor F'(0), F(5) y F(1) se reemplazan por los valores aproximados ya calculados.

En la forma explicita de esta regla aparecen los 9 nodos:

{(0.0),(5,0),(1,0), 0, ). (5. 5 (1, ), 0,1, (5, 1), (1, 1)}

para los cuales se debe calcular el valor de f(z,y).

4. Cuadratura Gaussiana

Segin vimos en las secciones anteriores, la precisiéon de una regla de cuadratura depende de
su grado de exactitud. En consecuencia resulta natural plantearse el problema de cémo elegir
los puntos para optimizar el grado de exactitud. Es decir, fijada la cantidad de puntos, n + 1,
queremos encontrar {xg,z1,...,x,} de tal forma que la regla construida interpolando en esos
puntos tenga el mayor grado de exactitud posible. Este problema fue estudiado y resuelto por
Gauss por lo que una regla de este tipo se conoce como cuadratura gaussiana.

Observemos que si consideramos una regla de la forma

n

b
/ fw@dr ~ Q) =3 Aif(z;)

=0

donde podamos elegir tanto los pesos {Ag, A1,..., Ay} como los nodos {xg,x1,...,2,}, ten-
dremos 2n + 2 variables a determinar. Parece entonces natural pedir que la regla sea exacta
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hasta el grado 2n + 1, pues de esta manera la cantidad de condiciones es igual al nimero de
incognitas. Es decir, nos quedan las siguientes ecuaciones

b n
/ ka(ac) dmzZAj:r? 0<k<2n+1

Esto es un sistema no lineal de 2n + 2 ecuaciones con 2n + 2 incégnitas. Gauss demostré que
este sistema tiene solucién unica cuando w = 1 y el intervalo es [—1,1]. El Lema 7.3 nos
permite independizarnos del intervalo mientras que la teoria de espacios con producto interno y
polinomios ortogonales vistos en el Capitulo 6 nos permitira resolver el problema para un peso
arbitrario w, (w(xz) > 0). En efecto, los puntos de interpolacién estaran dados por los ceros de
polinomios ortogonales.

Recordemos que los ceros del polinomio de Tchebychev de grado n son todos distintos, para
cada n fijo, y estdn en el intervalo [—1, 1]. El Teorema que sigue nos da un resultado anédlogo
para cualquier familia de polinomios ortogonales.

Consideremos sobre C|a, b] el producto interno

b
(19) = [ Fa)g@yut) do
a
y llamemos {g;} a los polinomios ortogonales y ménicos con respecto a este producto interno.
Respectivamente, notemos {p;} los polinomios ortonormales.

TEOREMA 7.23. Las raices de py, son distintas entre si y pertenecen al intervalo (a,b).

Demostracion. Sea n > 1 fijo. Veamos primero p, tiene al menos una raiz real. Si no fuera asi,
pn, tiene signo constante, en particular, tiene signo constante en el intervalo (a,b). Supongamos
que py(z) > 0 en (a,b). Como p, y go (g0 = 1) son ortogonales tenemos

b
0= (pn,1) = / pn(x)w(z) dx > 0

esta contradiccién muestra que p, no sélamente tiene una raiz real sino que tiene al menos un
cero en (a,b).

El segundo paso serd ver que las raices de p, son simples. Supongamos que p,, tiene algin cero
multiple y veamos que esto no es posible. Si zg € IR es una raiz multiple, entonces p,, es divisible

x
por (x — x9)?, y entonces q(x) = (pn())2 es un polinomio de grado n — 2. Luego, ¢ es una
T — X
combinacién lineal de {pg, p1,...,pn—2} y resulta ser ortogonal a p,, por consiguiente,

b X
0= (pn,q) =/ pn(x)(p"()gw(w) dx

x — x)

_ /b (p"(f”)Q w(z) dz > 0,

T — 3p)?
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que resulta, nuevamente, una contradiccion. En consecuencia todos lo ceros de p,, son simples.
Finalmente, resta ver que todas las raices de p,, pertenecen al intervalo (a,b).

Supongamos que o, . .., T) son los ceros de p, que estdn en (a,b) y supongamos que k < n — 1,
es decir que p,, tiene ceros que no pertenecen a (a,b). Como las raices zy, ...,z son simples el
polinomio r dado por

r(x) = pn(x)/(x — z0)(x — 1) ... (x — TR).

tiene grado n—(k+1), con lo cual es ortogonal a p,, y tiene signo constante en (a, b). Supongamos
que r(z) > 0.

b
= (pn, (x — x0) ... (x — x)) :/ pn()(x —20) ... (2 — xp)w(2) do

b
= / r(z)(x—x0)?... (x — )% (@)w(x) dz > 0,

Esta contradiccién proviene de suponer que el grado de r es no nulo, luego Kk =n — 1 y todos lo
ceros de p,, estan en (a,b). o

Ahora probemos el teorema bésico de las cuadraturas de Gauss.

TEOREMA 7.24. La férmula
b n
/ p(x)w(z) doe = ZAjp(xj),
a =0

vale para cualquier polinomio de grado menor o igual a 2n+ 1 si y solo si los puntos {x;} son
los ceros de ppy1(x).

Demostracion. Sea p(x) € Pyp11 y supongamos que los puntos x; estan dados por
Pny1(z;) =0  0<j<n.

Por el algoritmo de divisién para polinomios se puede escribir
p(x) = pni1(2)S(x) + R(x)

con S(z) y R(z) en P,(x).

Por la definicién de los pesos A;, como el grado de R es a lo sumo n, tenemos

I(R) = Qn(R).
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Entonces

b
I(p) = / p(a)u(z) d

b b
- / Pt (2)S(2)w(z) do + / R(z)w(z) dx

= (Pns1,9) + I(R)

= 0+ Qn(R)

= > AjR(z))
§=0

= ) Ajp(z)) = Qu(p).
Jj=0

Ahora supongamos que {z;} es un conjunto de puntos distintos y que se verifica

b n
[ peyut) de =Y Ajp(a;)

j=0
para todo p € Pa,+1. Dado r un polinomio de grado menor o igual que ny W(z) = H;LZO(:E — )
el producto r(z)W (z) estd en Pa,41. Luego, por hipétesis I(rW) = @, (rW). En consecuencia

b n
(W) = / F@)W (@)u(z) do =3 Agr(a;)W(z;) =0,
a =0

pues W (x) se anula en los ;. Entonces W (x) es un polinomio ménico de grado (n+1) que resulta
ortogonal a cualquier polinomio de grado menor o igual que n, en consecuencia W(z) = ¢,41(x)
y por lo tanto los x; son los ceros de py1. m]

OBSERVACION 7.25. El resultado anterior es éptimo. Es decir, no es posible encontrar n + 1
puntos de manera que, para un peso w > 0, una regla de cuadratura de la forma

n

b
/ f@)w(x) de = ZAjf(xj),

J=0

sea exacta para polinomios de grado 2n + 2.

b

En efecto, el polinomio p(z) = [[j_(z — z7)? verifica que / p(z)w(z) dr > 0 mientras que
a

2 =0 Ajp(z;) =0
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COROLARIO 7.26. Sea Q,(f) = Z?:o A;f(z;) una formula de cuadratura gaussiana, entonces
Aj > 0 para todo 5 =0,...,n.

Demostracion. Consideremos los polinomios de la base de Lagrange. Cada ¢, £k = 0,...,n
verifica que (£))? € P, y entonces I({3) = Qn(¢2). Como lx(x;) = Oy,

b n
0< / Gx)yw(x) de =" Aj(ly(z)))* = Ag.

J=0

EJEMPLO 7.27. La férmula de cuadratura gaussiana para peso w(x) = 1 e intervalo [—1,1]
corresponde a los polinomios ortogonales de Legendre. Se quiere,

1. Hallar la formula de tres puntos.

3
2. Usar las formulas de Gauss-Legendre de tres puntos para estimar/ In(z) dz.
1

Para resolver la primer parte, los nodos son las raices del polinomio ortogonal de grado 3. Para
el peso w(z) = 1, la familia de polinomios ortogonales es {1, z, $(3z% — 1), 1z(52? — 3)}. Los
ceros de p3 coinciden con los de g3(x) = %x(5m2 — 3) siendo zy = —\/g,:nl = 0,29 = \/g
Los coeficientes {Ap, A1, A2} pueden encontrase por el método de coeficientes indeterminados,
teniendo en cuenta la exactitud de la férmula. Esto es, (n = 2)

1
/ " dr = Aogxg' + Aot + Agxy'; param =0,1,2,3,4,5.
-1

Como se conocen los nodos, al quedar determinado un sistema lineal de 3 ecuaciones con 3
incognitas, sélo se usaran las igualdades de arriba para m = 0,1,2; las correspondientes a
m = 3,4, 5; necesariamente van a satisfacerse gracias al Teorema 7.24.

Queda entonces por resolver el sistema

111 A 5
3 3 _
—\/3 0 5 ﬁl - (2) ’
3 Z
5 0 5 2 3
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3
Si queremos usar la férmula anterior para estimar / In(z) dz, primero tenemos que trasladar
1
la férmula al intervalo [1, 3], esto es segtn el Lema 7.3. Con a = 1,b = 3 queda
2

: (3-1) :
[ @i~ e =3 SR a0w) = 3 s,
=0

=0

siendo y; = x; + 2, para j = 0,1, 2. Luego,

/lgln(:v) dz ~ 1n(2—\/§) +§1n(2)+gln(2+\/§)

5
9
~ 20,12572880 + 50,69314718 + 21,05292619
1,27093916

~

Error en la integracién de Gauss

Una cota del error cometido al aproximar una integral mediante una regla gaussiana se puede
obtener mediante el Teorema 7.10. Se puede, sin embargo, dar una expresion més precisa para
el error utilizando estimaciones de error de interpolacién de Hermite. Para esto usaremos la
siguiente notacion.

Sea Q,(f) la regla de Gauss que usa los n + 1 puntos, o, ..., Z,, dados por los ceros de ¢,+1,

el polinomio ortogonal ménico de grado n + 1 asociado al peso w en un intervalo [a, ].

TEOREMA 7.28. Si f € C*"*2[a, b] se tiene,

2n+2 b
1) = Quh) =l [ @)z, pra aginn € (ab)

Demostracién. Sea p € Papi1 el polinomio tal que p(z;) = f(z;), v p'(z;) = f'(z;) para
7 =1,...,n; que existe por el Teorema 5.17.

Utilizando un argumento andlogo al que usamos para encontrar la expresién del error en la
interpolacién de Lagrange (ver Teorema 5.4) puede demostrarse que

2n+2
@) = p(o) = S o),

para algin punto intermedio { = £(x). Por otra parte, como @, tiene grado de exactitud 2n+1,
I (p) = Qn (p)7

ademads, como p coincide con f en los nodos de integracion,

Por lo tanto, para el error de integracién tenemos,

b r2n
I(f)Qn(f)zf(f)Qn(p):I(fp):/ F20+2(¢)

. 2n+2) G i1 (2)w(z)da
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y usando el Teorema 7.12,

2n+2 b
1) = Quh) =ty [ a@ute)ds

En el caso en que w(xz) = 1 se puede obtener una expresién explicita en términos de n del la
integral que aparece en el error. Recordemos que en este caso, y si trabajamos en [—1,1], los
polinomios ortogonales son los de Legendre. El siguiente lema da otra forma de generar estos
polinomios la cual resulta 1til para nuestros calculos.

LEMA 7.29. Férmula de Rodrigues El polinomio mdnico de Legendre de grado k, Iy, estd dado
por
I

(7)) = 5oz

(2k) dzF ™ D

Demostracion. Es claro que [ asi definido resulta ser un polinomio moénico de grado k. Falta
ver entonces que [ es ortogonal a todo polinomio de grado menor que k.

Si g € Pr_1, integrando por partes k veces obtenemos

/1 A2 gty = (1) /1 R i (G P

_q daF _1 dxk
pues los términos integrados se anulan porque (22 — l)k y todas sus derivadas hasta el orden
k — 1 valen cero en los extremos del intervalo. O

LEMA 7.30. Sil es el polinomio monico de Legendre de grado k, entonces

1 B 22k+1(k)!)4
/ﬁﬁw””‘<@mw@k+n!

Demostracion. Por la formula dada en el lema anterior tenemos que calcular
1 gk k
d 2 kA7 o k
—(z* = 1)"——(x* — 1)"dx.
1 dxk( ) d:vk( )
Pero integrando por partes k veces obtenemos que
1

1 dk dk) 1
/1 a1 ggr ("~ e = <—1>k(2k>!/_1(w2 — 1)kdz = (2k)!/_1(1 — 2?)*da.

Haciendo el cambio de variables x = sen y resulta

1 s
/ (1 —2?)rde = /2 cos? L ydy.

-1

Wl

Integrando por partes (considerando cosy = sen’y) tenemos que

/ cog?Ft1 ydy = / cos?¥ ysen’ ydy = / 2k cog?F1 ysen® ydy = / 2k cos?F 1 y(l—cos2 y)dy

s
2

(ME
(ME

us
2
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y por lo tanto,

3 2% 3
/ cos?* L ydy = 1 / cos?* 1 ydy.

jus
2

Wl

Iterando este procedimiento obtenemos

z k.12 z 2k+1(7.1\2
2 kA1 g (2 k:) / dy — 2 (k:)
/ R N CT U VI AP S S O RE

N

s
2

lo que concluye la demostracion. ]

TEOREMA 7.31. (Error para Cuadratura Gauss/Legendre) Si f € C""2[a,b] y se aprozima

/ f(x)dx usando la regla de cuadratura gaussiana tomando como nodos los ceros del polinomio

de grado n+ 1 de la familia de Legendre, el error que se produce estd dado por

(R A

@t st peradging € (a.b) (7.14)

R(f) = f*"+2(n)

—a

Demostracion. Poniendo k = n + 1 obtenemos la férmula del error en el intervalo [—1,1],

223 ((n + 1N)?
((2n+2)13(2n + 3)

I(f) = Qu(f) = £ ()

y haciendo un cambio de variables resulta que la férmula en un intervalo [a, b] es

n . 4
) = Q) = 20 Vi 0= )"

OBSERVACION 7.32. Las férmulas correspondientes a las reglas de uno y dos puntos resultan ser:

Para n = 0 (regla del punto medio) se tiene

I(f) = Qo(f) = "(n)5;

Para n = 1 queda,

I(f) = Qi(f) = f* (1) 7moe (b —a)”.

4320

Notar que las constantes obtenidas para n = 0y n = 1 son menores que las que se obtienen en los
Teoremas 7.13 y 7.15, que corresponden a reglas del mismo grado de exactitud, respectivamente.
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5. Convergencia de los métodos de cuadratura

Si bien la forma méas usual de obtener una buena aproximacién de una integral consiste en usar
alguna regla compuesta con un nimero de nodos suficiente, otra posibilidad es aumentar la
precision construyendo reglas basadas en interpolacién de Lagrange en un ntimero creciente de
puntos. Por lo tanto es natural preguntarse si este procedimiento converge a la integral cuando el

numero de nodos tiende a infinito. Esto es, si @, (f) es la aproximacién de ff f(@)w(z) dz que se

, . : . . b
hace a través de un polinomio que interpola a f en n+1nodos, jvale que Q,(f) — [ f(z)w(x) dx
cuando n — oo? En esta secciéon veremos una condicién para que esto suceda. Esta condicion se
satisface en particular para las reglas gaussianas.

Una férmula de cuadratura
b n
[ @i~ Q=3 Af(w)
a §=0

tendra pesos A; dependiendo de los nodos {zo, z1,...,z,} y de la funcién w.

Cuando aproximamos f por el polinomio interpolador de Lagrange y usamos la base de Lagrange
para tal fin, se tendrd que A; = f; lj(z)w(z) dz para j =0,...,n.

Para estudiar la convergencia cuando se incrementa el niimero de nodos usaremos notacién mas
especifica. Es decir, tanto la base de Lagrange como la cuadratura, los nodos y pesos de la
misma se indicaran con el n correspondiente. El siguiente teorema da una condicién que asegura
la convergencia.

TEOREMA 7.33. Dada f € Cla,b] y dado n € IN notamos por

n

b
1) = [ f@yw(e) o,y definimos Qu(f) = > A" (")

J=0

donde los Agn) estdn dados por

Si existe una constante K tal que

3

entonces
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Demostracion. Por el teorema de Weierstrass, dado ¢ > 0 existe un polinomio gy € Py (N
depende de ¢) tal que

, ) o .
max [f(2) = an (@) = [1f — anllo <€

Observemos que como @, es exacta para polinomios de grado menor o igual que n, entonces se
tiene que Qn(qn) = I(gn) para todo n > N. Tenemos que,

() = @u(H)l = [I(f) = I(an) + Qulgn) — Qn(f)]
< H(f) = 1(gn)| + [Qnlan) = @n(f)]-

Ahora bien, si llamamos ¢ = f: w(x) dz, se tiene

b
1(f) — I(qw)| = / w(@)(f(z) - qv(2) da

b
<If —QNHOO/ w(z) dr < ce,

y ademas,

|Qnlan) — Qu(f)] = ‘Z?ZO Ag-n)(QN(mg-n)) _ f(xgn)))

< f = awlloe X 14| < Ke.

Con todo esto, hemos probado que dado € > 0 existe N tal que sin > N,

(f) = @u(f)] < (¢ + K)e.

También vale la implicacién reciproca, que enunciamos en el siguiente teorema, de la cual omiti-
mos una demostracion.

TEOREMA 7.34. Con las notaciones anteriores, si lim Q,(f) = I(f), para toda f € Cla,b],

n—oo
entonces existe una constante K tal que

S A<k v
j=0
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COROLARIO 7.35. 57 los pesos A;n) son todos positivos tenemos entonces

b
Qn(f) —>/ f(z)w(zx) dz,

para toda funcion continua f.

Demostracion. Como la aproximacion por cuadraturas @, es exacta para polinomios de P, en
particular se tiene que @, (1) = fab w(z) dz, para todo n € IN.

Como w(x) > 0y los pesos son todos positivos tenemos que,

b n .
o<10)= [ ute) e = Qu) = A = 31
‘ Jj=0 =0

La constante K que satisface la hipotesis del teorema anterior es

b n
K= / w(z) dz =" A",
a §=0

y tenemos que estas aproximaciones de la integral convergen a la misma. o

Como consecuencia de los resultados obtenidos resulta la convergencia de las reglas gaussianas
que enunciamos en el siguiente teorema.

TEOREMA 7.36. S

Qu(f) =AWl
j=0

es la regla gaussiana correspondiente a un peso w(x) > 0 entonces

n—oo

b
lim Q,(f) :/ f(@)w(z) dz,

para toda f € Cla,b].

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los Corolarios 7.26 y 7.35. o

Para terminar esta seccién queremos comentar que las hipotesis del Teorema 7.33 no se aplican
al caso de puntos equiespaciados (o sea a las férmulas de Newton-Cotes). En efecto, se sabe que

n . . ’ 7 ’
en este caso los pesos A§ ) cambian de signo y, mas aun, cuando n crece no estan acotados.
Por lo tanto existen funciones continuas para las cuales este procedimiento para aproximar la

integral no converge.
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6. Ejercicios

. Usar las férmulas cerradas de Newton-Cotes de dos y tres puntos (reglas de trapecios y

de Simpson, respectivamente) para calcular las integrales:

1 0,2 3 q
/ zt de / In(z) dz / dz
0 0,1 0o 1+

Calcular, ademas, en forma exacta cada una de las integrales anteriores y verificar la
cota del error.

. Interpolando las funciones de base de Lagrange, hallar una férmula de cuadratura por

interpolacién de la forma

o,
; f(@) dz ~ Ao f(0) + Arf(h).

. Usar el método de coeficientes indeterminados para dar una férmula de cuadratura por

interpolacién:
3h

; f(z) dz ~ Aof(0) + A1 f(h) + Az f(3R).

. Construir la férmula abierta de Newton-Cotes para calcular f_ll f(z) dz con nodos
—1/2, 0, 1/2, y la férmula cerrada de Newton-Cotes con nodos en los puntos —1, —1/3, 1/3, 1.
. Considerar la funcién definida en [—h, h] (h > 0):

0, si —h<x<0
f(x)—{% si 0<zxz<h.

Hallar el error de la regla de trapecios aplicada a f(x). jEl orden es igual al obtenido
para una funcién suficientemente suave?

. La férmula de cuadratura

b a
[ s de~ 150 -a)

es conocida como Regla de los Rectdngulos. Para f € Clla,b] acotar el error que se
comete al utilizarla.
Para f una funcién C? probar que el error cometido al usar la férmula de cuadratura

"
del Ejercicio 2 no excede el valor ”f2||ooh3.

a) Hallar una férmula de cuadratura del tipo:
1
|ty de~ ap2)+ BO +CF@).

b) Para f € C3[—2,2] probar que el error cometido no excede el valor || f 3| 0o

. Escribir un programa que utilice las reglas de trapecios, de Simpson, de trapecios com-

puesta y de Simpson compuesta para calcular aproximaciones de la integral de una
funcién f(z) en un intervalo [a, b].
1

1
Se sabe que /0 1522 dx = 2



164 7. INTEGRACION NUMERICA

a) Para n = 1,...,100, utilizar las reglas de trapecios y Simpson compuestas para
aproximar numéricamente la integral y dar un valor cercano a .
b) Graficar las sucesiones obtenidas junto con el valor de 7 que arroja Matlab y el valor
que se obtiene al aplicar la rutina quad de Matlab.
11. a) Calcular exactamente la integral

2m
I :/0 [1 — cos(32z)] du.

b) Aproximar el valor de I usando el programa del Ejercicio 9 con los métodos de los
trapecios, Simpson, trapecios compuesta y Simpson compuesta para n = 2,4,8 y 16.

¢) Calcular el valor de I que produce la rutina quad.
1

12. Se quiere calcular / e™** dz utilizando la regla de trapecios compuesta, partiendo el
-1
intervalo [—1, 1] en n subintervalos. Hallar n de modo que el error sea menor que 1073.
13. La expresién Qn(f) =3 7_o A;f(z;) define una férmula de cuadratura.
a) Probar que @, es lineal en f (el conjunto de funciones).
b) Supongamos que Q,(f) ~ fab f(z)w(x) dry que es exacta para las funciones 1, z, ..., x*.
Mostrar que la férmula tiene grado de precisiéon por lo menos k.

14. Determinar el grado de precisién de las férmulas para f_ll f(z) dx:
a) 3f(=0,5) = 3£(0) + 5£(0,5).
0) 1 (=D + (=) + 1) + 1/ (D).
15. Hallar reglas de cuadratura de grado de precisiéon maximo para aproximar f_33 f(z) dz,
de las siguientes formas:
a) A[f(xzo) + f(x1)] (repitiendo el coeficiente).
b) Af(zo) + Bf(wo+4).
y determinar cudles son dichos grados.
16. Calcular fil f(z)z? dr mediante una regla de cuadratura de la forma

1
t/ﬁ@MHWNAM@®+AJ@ﬂ

que sea exacta para polinomios de grado menor o igual que 3.
17. a) Hallar una regla de cuadratura del siguiente tipo

1
/;ﬂ@JMMNAd@w+Mﬂm)

que tenga grado de precision maximo. ;Cual es dicho grado?
b) Hallar una regla de cuadratura del siguiente tipo

2

que tenga grado de precision maximo. ;Cudl es dicho grado?
18. Sea w una funcién de peso. Se considera la regla de cuadratura de 1 punto:

4 T —2
| @[5 ~ oo + A1 pan).

b
/ f@)w(z) dx ~ Apf(s).
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a) Probar que, cualquiera sea w, la féormula tiene grado de precisién méximo si s =
b
[ zw(z) de

f: w(zx) dz
b) Probar que si w(xz) = 1, esta regla coincide con la regla de los rectangulos.
¢) Considerar el intervalo [—1,1] y w(z) = (z — 1)2. Acotar el error que produce el uso
de esta regla para funciones C.
Hallar los pesos y los nodos de las férmulas de Gauss-Legendre de dos y tres puntos.
(Los polinomios de Legendre ménicos de grado dos y tres son z? — % y 3 — %x)
Usar las férmulas de Gauss-Legendre de tres puntos para estimar:

(a) /_ 1lsen(3x) dw, () /13111(33) do, (o) /1261‘2 da.

Probar que una féormula de cuadratura
b n
[ @) do ~ @uh) =3 438
a =0

no puede tener grado de precisién mayor que 2n + 1, independientemente de la eleccién
de los coeficientes (A;) y de los nodos (z;).

b
Sugerencia: Hallar un polinomio p € Pa,+2 para el cual Q,(p) # / p(z)w(z) dx.
a
Para f : IR? — IR una funcién continua, se quiere dar una férmula de cuadratura que

aproxime / / f(z,y) dx dy con D C IR? usando el Teorema de Fubini.
D

a) Repetir el procedimiento hecho en el Ejemplo 7.22 y dar la férmula correspondiente
para D el tridngulo de vértices (0,0), (0, 1), (1,0).
X

Sugerencia: considerar F(z) = / f(z,y) dy.

b) Probar que si D es el tridngulo de vértices (0,0), (0,1), (1,0) la férmula anterior es
exacta para f(x,y) = 22 + 32






Capitulo 8

Resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias

En este capitulo abordaremos el problema de resolver ecuaciones diferenciales con valores ini-
ciales. Es decir, desarrollaremos métodos numéricos para aproximar una funcién conociendo una
ecuacién que involucra sus derivadas.

Se llama orden de una ecuacién al maximo orden de derivada que aparece en ella. En su forma
ma&s general una ecuacién diferencial de orden n, puede escribirse como

F(t,z(t), ' (t), 2" (t),..., 2™ (t)) = 0,

donde t € IR, F : R"2 — IR es una funcién conocida y x es la funcién que se desea encontrar.

Vamos a suponer que la derivada de mayor orden puede despejarse de tal forma que la ecuacion
se escribe como

M) = flt, (), 2/ (t), 2" (t),..., 2"V (1), (8.1)

parat € Ry f : R™! — IR una funcién dada. Mas en general se puede considerar para t
variando en un intervalo de IR y las funciones F'y f definidas en subconjuntos apropiados.

Algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales son:

EJEMPLOS &8.1.

1. Para )\ una constante dada, la ecuacién
7' (t) = \x(t).
es una ecuacion lineal de primer orden. Su solucién general es
z(t) = CeM

con C una constante arbitraria, es decir, hay infinitas soluciones. Esto es lo que pasa
generalmente y por lo tanto, para poder determinar una solucién es necesario tener mas
datos. En este ejemplo se ve facilmente que si se conoce el valor inicial z(0) = x( entonces
la solucién es

z(t) = e
Esto es algo general: dada una ecuacién diferencial para determinar una soluciéon es
necesario conocer ciertos datos iniciales.

2. Veamos un ejemplo elemental de ecuacién que surge de un problema fisico. Supongamos
que se tiene una particula de masa m que se mueve en una direccion debido a la accién
de un resorte y se quiere conocer la posicién x(t) de la masa en el instante ¢. La ley de
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Hooke dice que la fuerza F(t) que ejerce el resorte en el instante ¢ es proporcional a su
estiramiento o compresién, es decir,

F(t) = —ka(t)

donde k > 0 es la constante de rigidez del resorte. Por otra parte, la ley de Newton nos
dice que

F(t) = maf(t)
siendo a(t) la aceleracion en el instante ¢. En consecuencia, como a(t) = z”(t), obtenemos
la ecuacién

mz” (t) + kx(t) = 0.

Esta es una ecuacién lineal de segundo orden que, como tiene coeficientes constantes,
puede resolverse analiticamente. Si llamamos w = \/k/m, la solucién general de esta
ecuacion es

x(t) = Cy cos(wt) + Ca sen(wt)

donde C; y C5 son constantes arbitrarias. Introduciendo A = \/C? + C3 y p € [0,27) tal
que cos p = C7 /Ay sen ¢ = Cy/A (notar que tal ¢ existe porque (C;/A)?+(Cy/A)? = 1),
la solucién general puede escribirse como

Acos(p — wt)

donde A representa la amplitud, w la frecuencia y ¢ la fase.

Para poder determinar la posicién en el instante ¢ necesitamos conocer ciertas condi-
ciones iniciales. Lo més natural es conocer la posicién y la velocidad iniciales, es decir
x(0) = zp y 2/(0) = vg. Veamos que con estos datos podemos encontrar A y ¢ de tal
forma que la solucién queda univocamente determinada. En efecto, es facil ver que de las
condiciones iniciales se deduce que A = /a3 + (vo/w)? y ¢ € [0,27) es el tnico dngulo
que satisface cos ¢ = xg/A y sen ¢ = vg/wA.

. Veamos ahora un ejemplo de ecuacién no lineal. Para esto consideremos otro ejemplo

de los cursos bésicos de fisica que es el problema del péndulo. En este caso se quiere
determinar el dngulo 0(t) que un péndulo con masa m forma respecto de la vertical en el
instante t. Despreciando el rozamiento con el aire podemos suponer que la Unica fuerza
que actia es la de la gravedad, es decir, una fuerza en direcciéon vertical hacia abajo y
de magnitud mg. La proyecciéon F' de esta fuerza en la direccién del movimiento (o sea
tangencial al arco de circunferencia que describe el péndulo) resulta entonces,

F(t) = —mgsen 6(t).

Teniendo en cuenta que la longitud recorrida en un tiempo ¢ es L(6(t) — 6(0)), donde
L es la longitud del péndulo, resulta que la aceleracién en la direccién tangencial al
movimiento es L#”(t). Por lo tanto, aplicando nuevamente la ley de Newton obtenemos

LO"(t) = —gsen 0(t)

0 sea, una ecuacién no lineal de segundo orden. También en este caso hay una tUnica
solucién si se conocen la posicién y la velocidad inicial, o sea, 8(0) y L6'(0). Esto es
consecuencia del teorema de existencia y unicidad que enunciaremos méas adelante.
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Como vimos en los ejemplos una ecuacién diferencial puede tener muchas soluciones y para
obtener una solucién tinica hace falta conocer ciertos datos que pueden ser valores de la funcion
y de algunas de sus derivadas en un valor inicial tg. Més precisamente, puede demostrarse
que para la ecuacién de orden n (8.1) se tiene una solucién tnica dados los datos iniciales
z(to), 2’ (to), ..., 2"V (tg), bajo hipétesis adecuadas sobre la funcién f.

En lo que sigue, vamos a estudiar métodos numéricos para ecuaciones de grado 1. La razén por
la que hacemos esto es que las ecuaciones de grado n pueden reducirse a sistemas de ecuaciones
de orden 1 y los métodos que presentaremos pueden extenderse a sistemas.

La ecuacién de orden 1 que corresponde con la escritura (8.1) tienen la forma

x(ty) = a.

{ a/(t) = f(t,z(t)), (82)

Se trata de una ecuacién diferencial de primer orden porque la derivada de mayor orden que
aparece es la derivada primera.

Por ejemplo, podemos considerar ecuaciones como las siguientes:

x,

2

:1:,
x = z°.

Primero enunciamos un teorema de existencia y unicidad de solucién, cuya demostracién no
damos.

TEOREMA 8.2. Si f(t,x) es continua y Lipschitz en x, es decir exite L > 0 tal que

‘f(t,.l‘) - f(t?y)’ < L|x _y|a

parat € I, con I C IR, intervalo y para todo x € IR. Entonces para cualquier valor a € IR existe
una unica funcion derivable x(t) definida en I que verifica

{ ' (t) = f(t,z(t)), para todo t € 1
x(ty) = a.

Los métodos numéricos para aproximar la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria se
dividen en dos grandes clases: métodos de un paso y métodos multipaso.

1. Meétodos de un paso

Nuestro estudio de aproximaciones numéricas para ecuaciones ordinarias empieza con los méto-
dos conocidos como de un solo paso.

Dado el problema (8.2) buscamos una aproximacién de x(¢) en un cierto intervalo [¢o,T]. Para
esto buscaremos una forma de generar n valores z1,...,x, que aproximen x(t1),...,x(t,) con
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tg < t1 <ty <--- < t, =T. Después se puede interpolar en esos valores para obtener una
aproximacién de x(t). A veces sélo interesa conocer el valor de z(T') y en este caso los pasos
intermedios x1, ..., 2,—1 pueden verse como pasos auxiliares para calcular x,, ~ x(T).

Describimos a continuacién el método mas elemental, conocido como el de Euler. La idea es
aproximar la derivada de la funcién x por cocientes incremetales.

1.1. Meétodo de Euler. Dada la ecuacién diferencial

{ a'(t) = f(t, x(t)),

a}(to) = X0

vemos que de conocer el valor de z en un punto ¢ conocemos también el valor de la pendiente
de la recta tangente en el punto (¢, z(t)). Como x(tp) = xo es conocido sabemos exactamente el
valor de 2/(tg) = f(to, o).

Esto sugiere que el valor de x(t 4 h) serd aproximadamente x1 = z¢ + hf(to, o) si el valor de h
es pequeno.

Si trabajamos en el intervalo [to, T] y queremos dar una aproximacién de z(T'), elegimos n € IN y
puntos equiespaciados t1, . .., t, con paso h = (T'—tg)/n, de manera que t; = to+ih, i =0,...,n.

Ahora, dada una aproximacién x; de z(t;) definimos una aproximacién de x(t;+1) = z(t; + h)
como

Tit1 = T + hf(tz', 1‘,) (8.3)

ver Figura 8.1.

EJEMPLO 8.3. Aplicar el método de Euler para dar una aproximacion del valor de e usando la
ecuacion diferencial
a/(t)
{ z(0)

Sabemos que la solucién exacta de la ecuacién es z(t) = €', puesto que x(0) = 1. Queremos
aproximar el valor de x(7T) siendo 7' = 1. Fijamos n € IN y consideramos paso h = % El valor
buscado es x, ~ x(1). Aplicando el método de Euler para f(¢,2) = x se obtiene la sucesién de
recurrencias

x(t),
1.

Tip1 =i+ hw;
= (1+h)x;.

Si ahora reemplazamos z; por (1 + h)x;—1 en la igualdad anterior tenemos ;1 = (14 h)%z;_y.
Siguiendo este razonamiento i — 1 pasos méas queda z; 11 = (1 4+ h)"'xg. Finalmente, usando el
datozg=1y h = % obtenemos la sucesién
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La Tabla 8.1 muestra los valores que se obtienen si se usa el método ed Euler con paso h = 0,25
y paso h = 0,125. Estos datos pueden apreciarse en la Figura 8.1.

t el h=20,25]h=0,125
0.125 | 1.1331 1.125000
0.250 | 1.2840 | 1.250000 | 1.265625
0.375 | 1.4549 1.423828
0.500 | 1.6487 | 1.562500 | 1.601807
0.625 | 1.8682 1.802032
0.750 | 2.1170 | 1.953125 | 2.027207
0.875 | 2.3989 2.280697
1.000 | 2.7183 | 2.441406 | 2.565784

CUADRO 8.1. Método de Euler, 2/ = x; x(0) = 1; con paso h = 0,25 y h = 0,125

El método general de un paso tiene la forma

Tit1 = Tj + hq)(ti, Tq, h) (84)
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La funcién ® se conoce como la funcién de incremento y nos dice como calcular la aproximacion
xiy1 de z(t; + h) a partir de x;,t; y de h. Una ventaja de estos métodos es que se puede cambiar
facilmente el paso h. Es decir calculamos una aproximacién en un tiempo posterior ¢;11 a partir
de una aproximacién en el tiempo ¢;. Notar que el método de Euler (8.3) corresponde con (8.4)
para ®(t,x,h) = f(t,z).

1.2. Métodos de Taylor. El método de Euler dado en (8.3) consiste en aproximar la
funcién z(t) por su polinomio de Taylor de grado uno. En efecto,

2

z(t+h)=x)+ 2 (t)h+ a:"(f)?,

donde & esté entre t y ¢ + h. Si h es pequeno se puede despreciar el término x” (5)%2 obteniendo

z(t+h) ~z(t) + 2" (t)h = z(t) + hf(t, z(t)). (8.5)

El método de Euler (8.3) en el paso i + 1 se basa en utilizar (8.5) desarrollado en t = ¢;
reemplazando el valor desconocido z(¢;) por su aproximacién x;.

Este método se puede generalizar utilizando desarrollos de mayor orden dando lugar a los lla-
mados métodos de Taylor de orden k. Recordemos que para valores de h pequenos se tiene

o(t + h) = z(t) + ha'(t) + %h%”(t) et %hkx(k) (t) + Mh“lx(’““)(g) (8.6)

donde £ estd entre t y t + h.

Como antes trabajamos en el intervalo [tg, T] y queremos dar una aproximacién de (7). Elegi-
mos n € N y t1,...,t, puntos equiespaciados, t; = to +ih, i =0,...,n, con h = (T —tg)/n.

Si conociéramos las derivadas de x hasta orden k en los valores ¢; podriamos usar esos datos
para implementar un método que aproxime z(t; + h) a partir de una aproximacién de x(t;).
La ecuacién diferencial /(t) = f(¢,z(t)) nos proporciona las derivadas de orden superior. Por
ejemplo para hallar 2" derivamos z’ y obtenemos

2(t) = filt,x(t)) + fu(t, 2(1))2' (1),
es decir,

(1) = fult, @) + fult, (D) £t 2(0)).

Con la segunda derivada de x podemos hacer el desarrollo de orden 2. Suponemos hallados los
valores de x; que aproximan x(t;) para j = 1,...,4, entonces para t;;1 = t; + h se tiene

a(ti + h) ~ x(ti) + hf(ti, 2(t:)) + %hQ[ft(ti, w(ti)) + fa(tis x(ti)) f (L, ()]

De acuerdo con esta férmula, el método de aproximacién es
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Tiv1 = i + hf(ti, z) + %hZ [fe(ti, i) + fu(ts, @) f (8, 20)]. (8.7)

La férmula de iteracién (8.7) se conoce con el nombre de Método de Taylor de orden 2 y
corresponde a la expresién (8.4) si consideramos ® (¢, z,h) = f(t,2) + L[ fi(t,z) + fo(t, 2) f(t, 7).

El método de Taylor de orden 3 se consigue derivando z”. En lo que sigue escribimos simplemente
x en lugar de x(¢). La férmula para 2" queda en términos de f y sus derivadas,

2"(t) = fult,z) + 2fre(t, ) f(t,2) + foult,z) f2(t, )
+fi(t, @) fo(t, ) + fE(,x) f(t, ).

Continuando de esta manera se pueden calcular las derivadas de x hasta orden k en términos
de f y sus derivadas. Esto nos da una manera de calcular métodos de aproximacién de un paso
(solo usamos t;, z; y h para calcular la siguiente aproximacién x;41).

Para formalizar este procedimiento introducimos dos notaciones. Llamamos D7 f a la derivada
total de f respecto de t, es decir

i B A7)
f(t,il]) - ﬁf(tﬂﬂ(t))
Por ejemplo, si j = 0, D°f(t,x) = f(t,x) y para j = 1, D' f(t,z) = fult,x) + fult,x) f(t, ).

Ahora, ponemos

Eopi-1
Ty(t,z,h) =Y D). (8.8)
j=1
Asi, de (8.6) obtenemos la aproximacion

x(t+ h) ~ x(t) + hTy(t,x, h)

de donde se tiene la siguiente férmula de recurrencia,
Tiy1 = x; + hTp(t;, i, h).

Estos métodos se conocen como métodos de Taylor de orden k. Su mayor problema es que
requieren encontrar y evaluar derivadas sucesivas de f(t, ).

EJEMPLO 8.4. Aplicar el método de Euler y Taylor de orden 2 para el problema

(0= fie
z(0) = 1.
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Conocemos la solucién exacta que corresponde a la funcién z(t) = (t + 1)et. En efecto, z(0) = 1

ya'(t) = (t+2)et = (t+2) 7+ = z( f) Esto nos va a permitir comparar las aproximaciones obtenidas
con los valores reales de z(t) como muestra la Figura 8.2.

Empezamos escribiendo la iteracién que se obtiene usando el método de Euler.

{L'():l
t; + 2
sz-i—l—xz'i_ht 1 L.

Para el método de Taylor de orden 2 necesitamos conocer z” en términos de (t,z). Al derivar
2, se obtiene

b —1 $+t+2$,_t2+4t+3
o (t+1)2 t+1"7  (t+1)2

Entonces, la iteracién del método de orden 2 es

aZ(J:l

Tit1 = X + h——

t+2 h2[t§+4t,~+3
—_— T;|.

RN R TR

Para dar una tabla de valores, en ambos casos, consideramos h = 0,25 con lo cual t = (0, 0,25,0,5,0,75, 1)

t x = (t+1)e’ | Euler Taylor 2
0.000 | 1.000000 1.000000 | 1.000000
0.250 | 1.605032 1.500000 | 1.593750

0.500 | 2.473082 2.175000 | 2.440430
0.750 | 3.704750 3.081250 | 3.635223
1.000 | 5.436564 4.291741 | 5.306777

CUADRO 8.2. Métodos de Euler y Taylor orden 2, 2’ iﬁx x(0) = 1; paso h = 0,25.

Con estos valores tenemos el grafico que muestra la Figura 8.2.

1.3. Meétodos de Runge-Kutta. Los métodos de un paso mas usados son los que se
conocen como de Runge-Kutta. La idea es obtener aproximaciones que resulten del mismo orden
que las que se obtienen con los métodos de Taylor, pero sin tener que calcular derivadas de f.

Veamos cémo se deducen los métodos de Runge-Kutta de orden 2. Recordemos, ver (8.6), que
el método de Taylor de orden 2 se basa en la igualdad

z(t 4 h) = x(t) + hTo(t, z(t), h) + O(R®).
Ahora buscamos ®4(t, z, h) que no involucre célculo de derivadas de f y que cumpla

z(t 4+ h) = x(t) + hdo(t, 2(t), h) + O(h3).
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FIGURA 8.2. Métodos de Euler y Taylor orden 2, 2’ = ii—%x; x(0) = 1; paso h = 0,25.

Para esto es suficiente que se cumpla

To(t, z(t), h) — ®o(t, 2(t), h) = O(R?). (8.9)

Buscamos ®5 de la siguiente forma
Oy(t,x,h) = A1 f(t,x) + Ao f(t + ah,x + ahf(t, x)) (8.10)

donde Aj, Ao, « son valores a determinar.

Observemos que es natural que a un incremento ah en la variable ¢ le corresponda un incremento
ahz’ en la variable z, siendo ' = f(t,x).

Usando el desarrollo de Taylor para funciones de dos variables obtenemos

f(t+ah,x+ahf(t,z)) = f(t,z) + fi(t,x)ah + fo(t, x)ahf(t,z) + O(R?).

Reemplazando en (8.10) tenemos

o(t,z,h) = (A1 + Ag) f(t, ) + Asah[fi(t, x) + fo(t,z) f(t, )] + O(h?).

Como Th(t,z,h) = f(t,x) + $h[fi(t,z) + fu(t,z) f(t, ) obtenemos (8.9) si pedimos

1
A+ Ay =1, A2a:§.
Despejando, se tiene
1 1
Ay = — A=1— —.
27 2 ! 20
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Es decir, hay infinitas soluciones dependiendo de « y por ende, infinitos métodos posibles de la
forma
Tit1 = x; + h®a(t;, zi, h)

para ®o(t, z,h) = (1 — i)f(t,:r) + if(t + ah,x + ahf(t,x)).

Eligiendo a = 1/2 se tiene A1 = 0, A3 = 1, lo que da lugar a la férmula de recurrencia que se
conoce como Método de Fuler modificado,

ﬁ[f(75z‘ + ﬁ,.%'i + gf(ti;xi))]- (8.11)

$i+1=$z‘+2 5

Otra eleccion posible es o = 1. En este caso A1 = Ay = % y se obtiene la iteracién que se conoce
como Método de Heun,

Tip1 = T + g f(ti, ) + f(tigr, @i + hf(ts, )] - (8.12)

En forma andloga a lo hecho para orden 2, se pueden considerar mas términos en el desarrollo
de Taylor y deducir métodos de Runge-Kutta de mayor orden. Especificamente, un método de
Runge-Kutta de orden k tiene la forma

Tit1 = x; + h®y(ts, x4, h)
donde @, verifica las siguientes dos condiciones
Ti(t,z(t), h) — ®p(t, z(t), h) = O(h) (8.13)

siendo T}, el operador definido en (8.8) y, ademas, es de la forma

Oy (ti, x5, h) = A f(01,71) + -+ AN f(On, Yv). (8.14)

con (60;,7;) valores proximos a (t;,x;). Para determinar el método que usamos es necesario
especificar los A; y los puntos (60;,7;).

Se demuestra que puede obtenerse (8.13) para todo valor de k. Para k = 1,2,3 y 4, alcanza con
tomar N puntos en (8.14), con N = k. En cambio para k > 4 es necesario tomar N > k, siendo
suficiente tomar N =k+1sik=56y N=k+2sik>7.

A modo de ejemplo presentamos un método de Runge-Kutta de orden 4, que es uno de los mas
usados.

h
Tit1 = X5 + 8 [Kl +2K9 4+ 2K3 + K4] , (815)
Donde,
K :f(tiawi)a K3 :f(tz+§,$i+§K2),
Ky = f(ti+ 5 2+ 2Ky), Ky = f(ti + h,z; + hK3).
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EJEMPLO 8.5. Aplicar el método de Euler Modificado y el método de Runge-Kutta de orden /
dado en (8.15) para aprozimar /2 como solucion del problema

{ @'(t) = 5z,
z(l) =1.

considerando el intervalo [1,2].

En cualquier caso, la funcién a considerar es f(t,z) = % Para el método de Euler Modificado
la sucesién de recurrencias correspondiente a (8.10) es

TR Y .
Tit1 = X + — = x; .
T g B L T T g2 4

2x;

Para el método de orden 4 vamos a escribir K, Ko, K3 y K4 sin desarrollar completamente las
expresiones.

1 1
Ky = — Kae_ ~
! 2x’1 3 2x+1hK2’
Ky= —— Kj=—— .
2T 2r FhK,’ T oy T hKs

En la Tabla 8.3 damos los valores obtenidos con ambos métodos para un paso h = 0,25. El gafico
correspondiente se tiene en la Figura 8.3.

t r =+/t | Runge-Kutta 2 | Runge-Kutta 4
1.000 | 1.000000 1.000000 1.000000
1.250 | 1.118034 1.058824 1.119073
1.500 | 1.224745 1.114734 1.226467
1.750 | 1.322876 1.168117 1.325074
2.000 | 1.414214 1.219278 1.416760

CUADRO 8.3. Métodos de Runge-Kutta, ' = ﬁ; z(1) = 1; paso h = 0,25.

2. Analisis del error y convergencia

El objetivo de esta seccién es analizar cudl es el error que se comete al utilizar los métodos
numeéricos para aproximar la solucién de una ecuacién de la forma (8.2). Para esto introducimos
dos conceptos, el error de truncamiento local y el error global. El primero corresponde al error
que se cometeria al aproximar el valor de z(t+ h) si se conociera el valor exacto de z(t), mientras
que el segundo corresponde al error que se acumula al aplicar n pasos de un método, es decir

x(ty) — op.
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FIGURA 8.3. Métodos de Runge-Kutta, 2/ = -=; 2(1) = 1; paso h = 0,25.

Zm;
2.1. Error de truncamiento local. Recordemos que un método general de un paso
estd dado por x;y; = x; + h®(t;, z;, h). Para estos métodos damos las siguientes definiciones

DEFINICION 8.6. Llamaremos T; al error de truncamiento local que se comete en el paso i-ésimo.
Este error estd dado por la expresion:

Es decir,
Ty = T(tiaw(ti)a h) = x(ti * hfz — x(tZ) - q)(tivx(ti)v h)

Para simplificar la notacién, cuando esto no genere confusion, llamaremos 7 al error de trun-
camiento local en un ¢ genérico, es decir

x(t+h) =x(t) + h®(t,z(t),h) + ht.
DEFINICION 8.7. Diremos que el método es de orden k si el error de truncamiento local satisface
T = O(hb).

Observemos que si usamos el desarrollo de Taylor de orden 1 obtenemos el error de truncamiento
local del método de Euler. Sabemos que
2

x(t+h) = x(t) + ha'(t) + %l’”(§> para algin £ € (t,t + h).
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Por otra parte la expresion (8.16) es de la forma
x(t+h) =x(t) + hf(t,z(t)) + hr,

de donde se sigue que

hl/
r =5 (©). (8.17)

En general se tiene:

PROPOSICION 8.8. El error de truncamiento local del método de Taylor de orden k estd dado
por
hk
T = mm‘(kﬂ)(ﬁ),pam algun & € (t,t+ h). (8.18)
En consecuencia, este método es efectivamente un método de orden k de acuerdo con la Defini-
cion 8.7.

Demostracion. Se sigue de la Definicién 8.6 y de la formula del resto para el desarrollo de Taylor
dada en (8.6). O

Analogamente se obtiene el siguiente resultado para los métodos de Runge-Kutta.

PROPOSICION 8.9. El error de truncamiento local de un método de de Runge-Kutta de orden k
verifica
T = O(Rh").

Demostracion. Se sigue de la igualdad (8.13), es decir, Ty (t, z(t), h) — ®k(t,z(t),h) = O(h*) y
del error de truncamiento local de los métodos de Taylor, visto en la proposicién anterior. o

2.2. Error global. Si z(t) es la solucién de la ecuacién
a'(t) = f(t,2(t))
x(ty) = mo.

estudiaremos, para T' > tp, cémo estimar el error que se comete al aproximar el valor de z(7)
utilizando métodos de un paso. En particular, veremos cémo depende este error del paso h.

Elegimos n € IN y t1,...,t, puntos equiespaciados, t; = to+ih, i = 1,...,n,con h = (T’ —tg)/n

de manera tal que ¢, = T.

TEOREMA 8.10. Paran € IN y h = (T — tog)/n consideremos el método de un paso dado por
Ti+1 = X4 + hq)(ti, X, h),

con ® una funcion Lipschitz en la sequnda variable, o sea, existe una constante K independiente
det y h tal que
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para todo x,y € IR y t € [ty, T]. Entonces, se tiene

[2(T) = | < T (N T00) 1),

donde Tmax = max {|7;|} con 7; el error de truncamiento local del método en el paso i.
1<i<n

Demostracion. Sea e; = x(t;) — x;, el error global que se comete hasta el paso .

Consideramos la ecuacién del método y la definicién de 7; (8.16),

Tiv1= x; + h®(t,x,h)
:L’(ti+1): a:(tz) + h@(ti,z(ti),h)-i-hﬂ

luego,

€it1 = Qj‘(tzurl) — Tit1 = €; + h(@(ti,az(ti), h) — @(ti,xi, h)) + hT;.

Usando que ¢ es Lipschitz se obtiene

|€i+1| < |62| + h|q)(tz,ﬂf(tz),h) — ‘I)(ti,l‘i,h” + h|7’l|
< lei| + hK|z(t;) — ;| + h|7i]
< (1+ Kh)|es| + hlmil.

Como |7;| < Tax, lamando A = 1 4 Kh, tenemos

|6i+1| S A]e,\ + hTméX.

Usando esta acotacién para ¢ = 0 y teniendo en cuenta que ey = 0 se tiene

le1] < ATmaxs
lea] < Aler| + hmax < AhTmax + ATmax = (1 + A)hTmax,
les| < Alea| + hTmax < A(1 + A)hTmax + ATmax

= (A + A%)hTimsx + hmax

= (1+ A+ A% hrnax

(8.20)



2. ANALISIS DEL ERROR Y CONVERGENCIA 181

Iterando el procedimiento, podemos ver que

n—1
’€n| S (]. —|— A + A2 ‘|‘ tee + An_l)hTméx = hTméx ZAJ
§=0
Ahora, usando la férmula para suma de potencias tenemos
A" —1
len| < hTméxﬁv
es decir ( .
1+ Kh)" —1  Thax
enl < Mgt = T ((1 KR — 1).

Como para a > 0 se tiene

entonces,

lo que concluye la demostracién. ]

Bajo las hip6tesis del Teorema 8.10 se deduce, de la férmula (8.20), que un método de un paso
es convergente si }Lir% Tmax = 0. El resultado que sigue, del cual omitimos demostracién permite
%

verivicar facilmente si lim 7,4 = 0.
h—0

PROPOSICION 8.11. Para un método de un paso con funcién de incremento ® continua en sus
tres variables, se tiene que

lim s =0 siy sélo si @(t,x,0) = f(t,z).
h—0

OBSERVACION 8.12. Los métodos de Euler, los de Taylor y de Rungge-Kutta son convergentes.

Demostracion. Para los métodos de Taylor se tiene
1

o hE2 ) (),

x(t; + h) ~ x(ti) + ha'(t;) + %h%”(ti) Fooet
y por tanto
Bt h) = 2'(1) + gha''(6) + -+ 2 hE B r)
Al evaluar en h = 0 tenemos, ®(t,z,0) = 2/(t) = f(¢t, x).

En cuanto a los métodos de Runge-Kutta, sélo verificaremos los dados por las férmulas (8.11) y
(8.12). El método de orden 4 dado por (8.15) queda como ejercicio.
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Para Runge-Kutta de orden 2 tenemos:

Método de Euler modificado: Tit1 =T+ h[f(ti + %, T; + %f(tl-, ZL‘z))],

Método de Heun: Tit1 =x;+ % [f(tiy i) + f(tigr, i + hf(ti, zi))]

Luego ®(t,z,h) = f(t+ Lo+ L f(t,2)), y ®(t,z,h) = 3[f(t,z) + f(t,x + hf(t, x))] respectiva-
mente. En ambos casos resulta

O(t,z,0) = f(t, z).

OBSERVACION 8.13. El Teorema 8.10 requiere de la existencia de una constante de Lipschitz K
para la funcién de incremento ®. De existir una constante asi, cualquier otra mayor también
sirve para acotar el error utilizando la férmula (8.20).

En los casos de los métodos de Runge-Kutta la hipé6tesis que @ sea Lipschitz, condicién (8.19),
puede deducirse de que f lo sea. Consideremos, por ejemplo, el método de Euler modifica-
do (8.11), en un intervalo [a, b].

Suponiendo que existe una constante L, tal que para todo ¢ € [a, b]

|f(t,$) - f(tay)| < L|$ _y|7

se tiene para ®(t,z,h) = %[f(t + %,$ + %f(ta $))] que

@(t,z,h) — ®(t,y,h)| < Elz—y+Lfta)-Lfty)
< L(lz —y|+ Lz — y)).

Como h < b — a, se tiene (8.19) para @, con K = (L + L*(b — a)).

EJEMPLO 8.14. Se wutiliza el método de Taylor de orden 2 con un paso h < 1 para aprorimar la
solucion del siguiente problemas:

{ 2'(t) = sen(wz(t)) + cos(z(t)),
z(2)= 1

Hallar h para que el error cometido en t = 2,5 sea menor que 10™% y dar un valor de n tal que
el término n-ésimo de la iteracion que da el método verifique que |z, — x(2,5)] < 1074
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Para estimar el error global necesitamos dar una constante Lipschitz para la funcién de incre-
mento @ y estimar el error de truncamiento local 7.

Para conocer ® calculamos 2. Como 2’ = sen(x) + cos(x) se tiene que

2" = 2 cos(x) — 2’ sen(x) = cos?(z) — sen?(z) = cos(2z).

Luego, ®(t,z, h) = sen(x) + cos(z) + & cos(2z). Busquemos una constante de Lipschitz para ®.
Usamos que ® es derivable respecto de su segunda variable y ponemos z un valor intermedio
entre = e y, asi se tiene

|®(t,z,h) — O(t,y,h)| = |sen(z) + cos(z) + % cos(2x) — [sen(y) + cos(y) + & cos(2y)]|

cos(z) —sen(z) — 2% sen(2)| - |z — y|
z

Ahora, para encontrar una constante independiente de ¢ y h tenemos en cuenta el dato del
enunciado h < 1. Es decir, obtenemos

‘(I)(twrv h) - q)(t7y7 h)| < 3’% - y|7
con lo cual elegimos K = 3.

El paso siguiente es estimar 7. Para esto necesitamos calcular z””, lo hacemos usando la expresion
de 2", es decir,

2" = —22"sen(2z) = —2[sen(x) + cos(z)] sen(x).
2 " h2 2 2
= 2 () = 2 sen(a(€)) + cos(a(e)) sen(a())] < 2h*

De donde s < %hQ. Finalmente, siendo T'= 2,5 y tg = 2 tenemos

2
< 33(63“’75) -1) < §h24 < h?.

Tméx  K(T—to)
nl < 1
lenl < K (e )< 33

Como buscamos h < 1 tal que el error cometido sea menor que 10~ basta con tomar h = 1072.
Notar que cualquier h més pequeno también sirve.

Para dar el valor de n tal que |z, — z(2,5)] < 10~* recordemos que (T — ty)/n = h. Luego,
n = 0,5/h = 50 sirve y cualquier n > 50 también, ya si n > 50 entonces h < 1072,
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Aplicacién a sistemas de ecuaciones: Observemos que si en lugar de una ecuacién tenemos
un sistema de ecuaciones dado por

8
S8
N

~+
SN—

[T

e
—
\'ﬁ \'ﬁ

8 8
— =
N

=
N~—
=
Do
—~
~
S—
8
3
~—~
~
S—
N—

P8 = Fult,a1(8), 2a(t), ..., an(b),

con valores iniciales z1(tp) = a1, . ..,2n(to) = an, podemos pensar el problema en forma vectorial
llamando X (¢) = (x1(t), ..., zn(t))!, vy F el vector que tiene en la componente i-ésima la funcién
F;(t, X(t)). En este tipo de problemas usualmente la notacién para los vectores es vertical. Esto
nos permite escribir el sistema como sigue

{ X'(t) = F(t, X(1)),
X(to) = (a1,...,an)".

De esta manera, se pueden usar los métodos ya estudiados. Por ejemplo usando el método de
Euler queda

Xi-i—l = Xi + hF(tZ‘, XZ'),
donde X; es un vector de n-coordenadas, ¢ = 1,...,n. En general, los métodos a un paso tienen
la forma

Xiv1 =X+ h‘I’(ti,Xi, h)

EJEMPLO 8.15. Se quiere dar la sucesion de recurrencias correspondientes al método de Fuler
para el sistema de ecuaciones

Z'(t) = 3y(t) — 2tcos(x(t)),
y(t) = 2°(t) —ty(t),
z(0) = -1, y(0)=2.

Notar que Fy(t,z,y) = 3y — 2tcos(z) y Fa(t,z,y) = x> — ty. Para estas funciones el método
viene dado por

e T B S O LG DR W A W —22tz‘008(3€i)

Yit1 Yi Fy(t, i, y5) Yi 7 — tiyi
de modo que empezando con xg = —1,y9 = 2 el par de iteraciones del método de Euler viene
dado por

Tiy1 = x; + h(3y; — 2ticos(x;)),
Yir1 = yi+ h(@? —ty;).
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3. Meétodos multipaso lineales

Hasta ahora para aproximar las soluciones de z’(t) = f(¢,x(t)) nos basamos en el punto inmedi-
ato anterior para calcular el siguiente, es decir, empezando en x( las iteraciones de un paso son
de la forma

Tpt1 = T + h®(ty, Ty, h).

La filosoffa de los métodos multipaso es usar la informacién obtenida hasta el momento (varias
aproximaciones anteriores a la que se quiere calcular). Es decir, se quiere aproximar x en el paso
(n + 1)-ésimo, x(t,+1), utilizando algunos de los valores ya calculados como Xy, Tp—1, Tn—2,. ..
Si se considera un registro de k datos anteriores el método tiene la forma:

k—1 k
ATtk = — Z QjTngj + D Z B f (tntjs Tnts) (8.21)
=0 =0

Un método como en (8.21) se conoce como método multipaso de k pasos.

Por ejemplo, si aproximamos la derivada por

t+h)—x(t—h)
2h

T
considerando puntos equiespaciados nos queda

Tp4+l — Tp—1

2!(tn) ~ oh

y como

$l(tn) = f(tn,z(tn)) ~ f(tn, zn)

podemos poner

xr — Lpy—
% = F(tn, zn)

es decir

Tnt1 = Tp—1 + 2hf(tn, xy).

Este, resulta ser un método de dos pasos puesto que para calcular 1 se usan x, y Tn_1.
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Los métodos de integracién también nos proporcionan ejemplos de métodos multipaso. Por
ejemplo, partimos del calculo de la integral

E(tny2) — 2(ty) = / " (s) ds,

y aproximamos el valor de la integral por la regla de Simpson, obteniendo

Pltnr2) = (tn) ~ 5 (1) + 42 (1) + 2 (f5)

Como estamos resolviendo la ecuacién z’(t) = f(¢,x(t)) podemos proponer el siguiente método

h
Int2 — Tp = g(f(tna Tn) +4f(tns1, Tng1) + f(tnre, Tny2))

que es un método de dos pasos.

En adelante, pondremos f, por f(t,,2,). Con esta notacion, los métodos multipaso de k pasos
admiten la escritura

k k
Y @wni; =hY Bifuts (8.22)
=0 =0

donde h es la distancia entre dos nodos, a; y 3 son coeficientes conocidos y oy, # 0.

Si Br # 0, el término By frn1x aparece en la suma de la derecha con lo cudl el valor a calcular
Tn+k aparece involucrado en la ecuacion en la evaluacion de f. Por este motivo se dice que el
método es implicito.

Cuando B = 0 el valor a encontrar x,,4j se puede despejar de datos ya conocidos y el método
se dice explicito.

Con los ejemplos vistos hasta ahora tenemos que,

h
Tn42 — Tpn = g(fn + 4fn+1 + fn+2) (823)

es un método implicito, que se conoce como el método de Milne, mientras que el que resulta de
aproximar la derivada

Tp42 = Tn + 2hfn+1
es un método de dos pasos explicito.

Si usamos una férmula de cuadratura basada en interpolacién de Lagange para aproximar la

tn+k
integral / 7'(s) ds,

tptk—1
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tn+k
/ 2'(s) ds ~ h[Aoz' (t) + -+ + A (tnik)]
¢

nt+k—1

obtenemos métodos de la forma,

Tpik — Tntk-1 = h[Aofa + -+ Apfrii]

Los explicitos se conocen como métodos de Adams-Bashforth y los implicitos como métodos de
Adams-Moulton (ver ejercicios).

Para comenzar a aplicar los métodos multipaso se necesitan los primeros k valores que usual-
mente se calculan con métodos a un paso.

EJEMPLO 8.16. Verificar que el método de Adams-Bashforth de 3 pasos estd dado por

h
Tn4+3 — Tpt2 = 5(23fn+2 - 16fn+1 + 5fn)

La férmula de cuadratura a utilizar sera de la forma
Ax! (tp42) + Ba'(tpi1) + C2' (tn).

tn+3
EJEMPLO 8.17. Se quiere dar un método de multipaso que provenga de apro:m'mar/ 2/ (t) dt,
tn+1
con una formula de cuadratura que utilice los nodos {tn,tp+1,tnt2}.

La férmula de cuadratura serd

A2 (tn) + B (tpe1) + O’ (tna2).

Para facilitar el cdlculo de los coeficientes A, B, C, trasladamos linealmente la situacién a un
intervalo conocido y buscamos la regla de cuadratura en dicho intervalo.

Los valores de ¢ considerados son {t,, tn+1, tn+2, tnts} que ademds son equiespaciados, entonces
podemos considerar en su lugar lo nodos {—1, 0, 1, 2}. El problema se reduce a resolver el sistema
de ecuaciones

A+ B
—A 4
A +

+ + +
QIQIQ)
I
wioco DN DN

con A, B,C los coeficientes correspondientes a la cuadratura en [0,2], exacta para {1,t,t%}.
Puede verse que {%, 2 71 son los valores buscados, es decir

33
2
[ ats) s~ Go(=1) = S000) + J000),
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Ahora,
tn+3 2
/ 2 (t) dt = / #'(as + b)a ds,
t 0

n+1
donde a, b corresponden al corrimiento t = as + b:
s=0 — t=thy1=th+h a=nh
s=2 — t=thys=t,+3h b=ty +h

Es decir,

bt 1 2 7
[0 e~ bl ()~ S ) + g )
t

n+1 3

Ahora, como z'(t,) = f(tn,z(t,)) se aproxima por f, = f(tn,x,) y ademés

1 2 7
T(tnt3) — T(tns1) ~ h[gx/(tn) - gzl(tn-i-l) + gx/(tn-ﬁ-?)]a

proponemos el método
1

2 7
Tp4+3 — Tp4l1 = h[gfn - gfm—l + gfn+2]>

que es un método de multipaso explicito de 3 pasos.

3.1. Convergencia de los métodos multipaso. Empecemos estudiando el error de
truncamiento local para un método de k pasos. Para esto, recordemos que en los métodos de 1
paso de la forma

Ti+1 = T4 + hq)(ti, Z;, h),

el error local es 7 definido por medio de la expresion

x(t+h) —x(t) — h®(t,z(t),h) = hT,

donde z es la solucién exacta del problema z/(t) = f(¢,x(t)). Sabemos que el método resulta
convergente cuando 7 tiende a cero. Aplicando la misma idea para un método de k pasos de la

forma
k k
Z Qjnyj = h Z Bjfn+i
Jj=0 Jj=0

teniendo en cuenta que 2’ = f, definimos 7, el error de truncamiento local, de la siguiente manera

k
ajx(t+jh) —hY_ B (t+ jh) = hr. (8.24)
j=0

.
(M-
()
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Vamos a ver que para los métodos multipaso no es suficiente pedir que 7 tienda a cero para que
el método sea convergente. En este caso serdn dos las condiciones (consistencia y estabilidad)
que aseguren la convergencia de x,+x a la solucién exacta.

DEFINICION 8.18. Se dice que un método multipaso es consistente si el error de truncamiento
local, T, tiende a cero.

En forma andloga a la Definiciéon 8.7 de orden para los métodos de un paso, se tiene que un
método multipaso es de orden p si 7 = O(hP).

En lo que sigue, estudiaremos un algoritmo que nos permite establecer el orden de un método
multipaso. Para esto, necesitamos asumir que x, la solucién de la ecuacién diferencial 2/ = f (¢, z)
admite p + 1 derivadas continuas. En tal caso, de la expresién (8.24) se puede escribir A7 en
términos de las derivadas de x como sigue

ht = Cox(t) + Crha' (t) + Coh2a”(t) + - - - + CphP2x®P) () + O(RPHY). (8.25)

En efecto, consideremos el desarrollo de Taylor para = y 2,

w(t+jh) = a(t)+a'(t)jh+ TR + -
2 (t+jh) = /() +2"(t)jh+ L (Gh)2 + -

Ahora, reemplazamos en la expresion (8.24) y agrupamos las potencias de h. De esta forma, se
obtiene (8.25) con

Co = ao+-+ay,
Ci = ar+2a2+3az+ - +kay—pfo—p1—Po—— b,

y en general para cualquier ¢ > 1,

1
Cq= a(oq + 299 + 3%z + - + kloy,) — (Br+297 By + -+ KI7B). (8.26)

_
(g—1)!

De la expresion (8.26) se obtiene inmediatamente
PROPOSICION 8.19. Para un método de multipaso se tiene
i) El método es consitente si y sélo si Cop = Cy = 0.

i) El método es de orden p si y solo si los valores Cq, ¢ > 1 definidos por (8.26) verifican
C()IC1='”= p:() pr-l-l?‘éO-
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si método es de orden p el error 7 satisface

Th = Cp 1 hPHxPHD (1) 4 O(RPH?).

Para ver la convergencia, como antes, fijamos 7'y ponemos n y h tales que 7' = (n+k)h. (Notar
que estamos considerando el intervalo [0, 7].) Queremos

Ii =z(T).
hli% Tn+k x( )

Veremos qué condiciones debemos imponer al método para que esto ocurra.

Primero pongamos el problema 2/(t) = 0, z(0) = 1 (solucién = = 1). El método aplicado a este
problema se reduce a

k
Z AjTntj = 0.
j=0

Para cualquier método multipaso debemos tener (como k esta fijo y h — 0) que los k pasos del
método sean convergentes, es decir, 1, — x(T), ..., z, — z(T). Entonces podemos escribir
Tntj = x(T) + ¢;(h) con ¢;(h) = 0 cuando h — 0.

Usando esto se obtiene

.
M-
(@)

k
Oéjl’(T) + Zajcpj(h) =0.
j=0

k
Como la segunda suma tiende a cero con h tenemos que, z(7") Z a; = 0.
j=0

Es decir
Cy=0.

Para que el método converja, también debe ser C; = 0. Para ver esto consideremos el problema
z'(t) = 1, 2(0) = 0 que tiene como solucién x(t) = ¢t. El método para este problema se reduce a

k k
Y a;=hY B
=0 =0

Es fécil verificar que la sucesién dada por
x; =LlhM

es solucion de este esquema donde

M= Z?:o 5]’

k ;
ijo J
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Si los valores iniciales se eligen de la forma x; = [hM el método va a producir la solucién
x; = lhM y en particular

Tpyk = (n+ k)hM
Como suponemos que el método es convergente se tiene que lo valores iniciales satisfacen z; —
x(0) =0 cuando h — 0, y ademéds x, 1 — x(T), pero
Tpik =N+ k)M =TM — T

Entonces concluimos que

lo que nos da

Esto se denomina consistencia del método multipaso.

k k
Un método de multipaso de k pasos, Z 0Ty = hz Bj fn+j, tiene asociados dos polinomios
J=0 J=0

k k
p(z) = Zajzj y q(z)= Zﬂjzj. (8.27)
=0 §=0

Con esta notaciéon podemos enunciar el siguiente resultado.

PROPOSICION 8.20. Si p y q son los polinmios definidos en (8.27),la consistencia de un método
de multipaso de k pasos estd dado por las condiciones:

p(1)=0,  p'(1)=q().

Para los métodos de un paso, la consistencia implicaba la convergencia, para los métodos mul-
tipaso se requiere una condicion adicional la condicion de la raiz.

Veamos esto. Ahora consideremos el problema z’(t) = 0, z(t) = 0, cuya solucién es z(t) = 0.

En este caso el método se reduce a

k
Z QjTntj = 0.
j=0

Esto describe una ecuacion en diferencias que admite como solucién a la sucesién

T = hr"
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donde 7; es cualquiera de las raices del polinomio p(z) dado en (8.27).
Si asumimos que el método es convergente se tiene que
Ty = x(T) =0 h — 0.

Ademsis

Tngr = ()"

Para verificar que x4+ — 0, como n = T/h — oo cuando h — 0 se debe tener que

’Ti| <1.

Entonces la convergencia implica que todo cero de p(z) debe satisfacer

’TZ" S 1.

Ademas, si r; es una raiz multiple de p(z) podemos poner
zj = hjl(r:)

con ¢ < m —1 (m es la multiplicidad de la raiz). Tenemos

Tpip = h(n + k)drnth

y como h(n + k) = T para que =, — 0 se debe tener
’7“2" < 1.

Las condiciones que acabamos de analizar para la convergencia de un método de multipaso se
pueden resumen en la siguiente
CONDICION 8.21. (de la raiz)

1. |ri|l <1 sir; es un cero simple de p(r).

2. |ril <1 sir; es un cero maltiple de p(r).
Ahora podemos enunciar el teorema

TEOREMA 8.22. Un método multipaso es convergente si y solo si el método es consistente y
satisface la condicion de la raiz.

EJEMPLO 8.23. Se quiere estudiar la convergencia de

(a) el método hallado en el Ejemplo 8.17.
(b) el método de Milne dado por la ecuacion (8.23).
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El primer método a analizar es

7 2 1
Ltyps = Ltpgp1 — h[gfn-i-? - gfn-i-l + gfn]a

Para estudiar la consistencia y la condicién de la raiz escribimos los polinomios p y q.

7 2 1
— 3_ = — 2—7 —
p(z)=2"—2z vy q(z2) 3% 3z+ 3

La consistencia se verifica puesto que p(1) = 0y p/(1) = 322—1|,—; = 2 = ¢(1). Para la condicién
de la raiz, vemos que las raices de p son {—1,0, 1}, todas distintas y de médulo menor o igual a
1. Luego, el método es convergente.

Para el método de Milne tenemos

1 4 1
p(z)=2*-1 y Q(Z):§ZQ+§Z+§~

La consistencia se verifica puesto que p(1) = 0y p/(1) = 2z],o1 = 2 = g = ¢(1). Para la
condicién de la raiz, notar que las raices de p son {—1, 1} sin multiplicidad y de médulo menor
o igual a 1. Luego, el método es convergente.

Para finalizar analizaremos el orden de convergencia de un método.

EJEMPLO 8.24. Se quiere determinar el orden de convergencia de

(a) el método hallado en el Ejemplo 8.17.
(b) el método de Milne dado por la ecuacion (8.23).

Las constantes Cy con ¢ > 1 dependen de o; y 34, j =0,... k.

Para’ el ftem (a')7 k - 37 (a07 a1, 2, C¥3> - (07 _17 07 1) y (507 B1752763) - (%7 _%7 %70)
Como ag = ap = 0 y 83 = 0 omitimos escribirlos. Calculamos los coeficientes Cy:

Co=a1+a3=0,

Cir=o14+3a3— (Bo+B1+B2)=-1+3—- (%) =0,
Cy = %(061 + 32a3) — (B14282) = %(—1 +9) — % =
Cs = 3(an +33%3) — 3(B1+22B2) = s (—1+27) - 3(-2+ Z) =0
Cy = 55(a1 +3%as) — (81 +2%62) = 91 (—1+81) — (-2 =

Luego, el método tiene orden de convergencia p = 3.
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Para el método de Milne, k= 2> (OZ(),O[l,OQ) = (_1303 1) y (BO?ﬁl?BQ) = (%7 %7 %)

Co=ap+az=0,
Cr =202 — (Bo+P1+P) =2~ 2(%)
)

C = §(Pag) = (81 +26) = }(2 @ =0,
Oy = § (2an) = 5(81 +2262) = §(2°) = 5(3 + %) =0,
Cy = 3;(2'a2) — *(51 +230) = ;2 — 5 (5 + %) =0,

Cs = 135(2°a2) — 21 (B1+2%B) = 13 35(2%) — ﬁ(% + %) = 1% — =95 #0.

El método resulta con orden de convergencia p = 4.

4. Ejercicios

=2z en [0, 1],

z(0) = 1.
empleando pasos h = 0,1, h = 0,05 y h = 0,01. Graficar las tres soluciones numéricas
obtenidas junto con la solucién exacta.

2. Hacer el mapa de curvas integrales en la regién [0, 10] x [0, 10] de la ecuacién diferencial

2'(t) = (a(t) — 5).(cos’(t) — 0,5),

1. Utilizar el método de Euler para resolver

graficando simultdneamente, para k = 0,1,...,10, la solucién que se obtiene utilizando
el método de Euler con paso h = 0,01 y con condicién inicial
z(0) = k.
. =z
3. Considerar el problema { 2(0) = 2

a) Probar que el método de Euler con paso h genera la sucesion:
z; = (1+Ah)'xg i=0,1,...

b) Mostrar que si A < 0, la solucién exacta tiende a cero a medida que z crece.
c¢) Para A < 0, determinar para qué valores de h ocurre que x; — 0 cuando i — oc.
4. Se considera el problema

{ P(t)=zt)+t*+3 en 0,2
z(0) = =2

a) Demostrar que la solucién es una funcién convexa.

b) Utilizar los métodos de Euler explicito e implicito, con paso h = 0,05 para obtener
dos aproximaciones de la soluciéon y graficarlas. Decidir en que regién del grafico
debera situarse la solucién analitica del problema.

¢) Graficar la solucién que se logra al utilizar el comando ode45 de Matlab.

5. Se considera la siguiente ecuacion diferencial:

{ Z'(t) = 2x(t) — 5sen(t)
z(0)= 1

cuya solucién exacta es la funcién z(t) = 2sen(t) + cos(t). Graficar simultdneamente en
el intervalo [0,4] la solucién exacta y las que se obtienen con los métodos de Euler y
Taylor de orden 2, ambos con paso h = 0,05.
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Escriba un programa que resuelva la ecuacion diferencial del Ejercicio 5 por algiin método
de Runge-Kutta de orden 2 y de orden 4. Agregar estas soluciones al grafico realizado
en dicho ejercicio.

. Verificar que la funcién error, erf, puede ser definida como la solucién de la ecuacién

diferencial
_ 42
2(t) = %e t
z(0)=0
Utilizar un método de Runge-Kutta de orden 2 para hallar erf(¢;) con ¢; = 0,0,05, 0,1,
0,15,...,1. Comparar con los valores obtenidos directamente con el comando erf de
Matlab.

. Considerar la ecuacién

=22 z(0)=05
a) Calcular el tiempo T en que la solucién analitica explota.
b) Calcular y graficar en el intervalo [0,7 — 0,1] la aproximacién a la solucién de la
ecuacién utilizando el método de Euler adaptativo de parametro A con un A tal que
el tiempo en que explota la solucién numérica T diste de T' en menos que 1071
c) Agregar al gréfico anterior las aproximaciones obtenidas en el mismo intervalo con
el método de Euler usual con paso h = 0,05 y con el comando ode45.

. Probar que el método de Runge-Kutta de orden 4 dado en el Ejemplo 8.5 es consistente.
10.
11.

Hallar el error local para los métodos de Euler explicito e implicito.
Se quiere estimar, aplicando el método de Euler, el valor de e como x(1) donde z(t) es
solucién de ' = x, x(0) = 1. Hallar un paso h de modo que el error cometido resulte
menor que 1073, Realizar el mismo trabajo para el método de Taylor de orden 2.
Considerar el problema x’ = —2tz, 2(0) = 1, con ¢t > 0.
a) Determinar una cota, en términos de h, para el error cometido si se usa el método
de Euler para calcular z(1).
b) ;Cémo deberfa tomar h si se desea que el error cometido sea menor que 10727
¢) Calcular la solucién en ¢ = 1 usando el valor de h obtenido en el item previo, y
verificar las estimaciones previstas comparando con la solucién exacta.
Repetir los items (a) y (b) del ejercicio anterior para el problema:

{ 2'(t) = tsen?(x(t))
z(0)= 1

La trayectoria de una particula que se se mueve en el plano estd dada por las curva
(z1(t),z2(t)), donde las funciones x1,z2 son la solucién del siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales:

(1) —2(t)

zy(t) = wi(t) —xa(t)
Resolver este sistema en el intervalo [0,20] con el método de Euler utilizando paso
h = 0,05 y graficar la trayectoria de la particula, sabiendo que en tiempo t = 0 se
encontraba en el punto (1,—1). Realizar nuevamente el grafico utilizando la solucién
obtenida con el comando ode45.
Probar que una ecuacién de orden n se puede escribir como un sistema de n ecuaciones de
primer orden. Mostrar que un problema de valores iniciales para la primera se transforma
en un problema de valores iniciales para el sistema.
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16.

17.

18.

19.

20.
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Considerar el siguiente problema:
" -3z + 22 =0, conx(0)=1, 2/(0)=0.

Resolver la ecuacién analiticamente y aproximar el valor z(1) con un método de Runge-
Kutta de orden 2 para distintos valores de h.
Analizar la convergencia de los siguientes métodos y calcular su 6rden.

= Adams-Bashforth.

h
Tpi3 — Tpyo = 5(23fn+2 = 16fns1+5fn).
= Adams-Moulton.

h
T3 — Tnq2 = ﬁ(5fn+3 + 8fn+2 — frt1)-
Considerar el método de 2 pasos

Tnt2 + aZpi1 + axy = h(Bafnt2 + Bifor1 + Bofn)-

Determinar a, 8, 81, 8o de modo que el método resultante tenga orden 4.
Decidir si existe algiin valor de a € IR para el cual el siguiente método multipaso sea
convergente:
Tpi3 — 3Tpio + (3 — a®)zni1 + (6> — Dy = A5 fara + (—a® = 5) ).
Misceldnea. Considerar la ecuacién 2’ = \/|z|.
a) Para el valor inicial z(0) = 0, seguir las iteraciones del método de Euler, con paso
h = 0,1 hasta llegar al valor de z(10).
b) Graficar la solucién que se obtiene al aplicar el método de Euler, si el valor de z(0)
es dado con un error de 1079, es decir z(0) = 0,000001.
Nota: La gran propagacién del error en el dato inicial se debe a que esta ecuacion

tiene infinitas soluciones si 2(0) = 0. En particular, cualquiera sea a > 0
0 t <o«

x(t) = t—a)?

0=y a2,

es solucién de la misma.



