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Simulacién de sistemas de parametros distribuidos. Cédigo:TP_Simu_SPD
Aplicacion a sistemas térmicos.
A-702 Control | E-504 Dinamica de los Sistemas Fisicos
1. Objetivos:

1.1. Afianzar el manejo de técnicas de modelado de Sistemas Fisicos Dinamicos cuando es
necesario considerar la dependencia espacial de las magnitudes y por lo tanto se obtienen
modelos con ecuaciones en derivadas parciales (efp).

1.2. Abordar aspectos elementales de la resolucion analitica y numérica de las eflp.

1.3. Explotar las posibilidades de simuladores estandar (p. ej. Simulink) para programar los

esquemas de la resolucion numérica de las efp.
2. Resultados esperados:

2.1. Modelos de parametros concentrados y de parametros distribuidos del sistema propuesto.
2.2. Solucién analitica de un modelo lineal simple en derivadas parciales.
2.3. Algoritmos de resolucién numérica basados en la técnica de diferencias finitas.
2.4. Simulacion digital en Simulink de Sistemas de Parametros Distribuidos (SPD)
espacialmente unidimensionales.
2.5. Informe de los resultados anteriores incluyendo:
2.5.1. conclusiones relativas a aspectos metodolégicos de modelado, andlisis y
simulacién.
2.5.2. graficas de las simulaciones y conclusiones sobre el comportamiento dinamico de

los sistemas.

3. Introduccidn

3.1.SPDy efp:

La distribucion de los fenédmenos sobre un continuo espacial hace necesario la descripcién con
magnitudes evaluadas en cada instante y en cada punto del espacio. Asi es como en los modelos
gue expresan la rapidez de cambio de las variables descriptivas aparecen las derivadas parciales,
para tener también en cuenta la variacion espacial.

Estas efp se deducen en la Fisica con técnicas de balance de masa, cantidad de movimiento,
o de energia en dominios infinitesimales. Pero también se encuentran en otras disciplinas
cientificas tan diversas como Economia, Biologia o Ciencias Ambientales, donde por ejemplo se
balancean ventas, stocks (medidos en dinero), individuos de ciertas especies (microbios, células),

o concentraciones de diversos componentes (efluentes, compuestos quimicos, etc.).
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Para ciertas clases de efjp se conocen las soluciones analiticas, pero en general es necesario
buscar soluciones aproximadas, tanto como posible o necesario, a las soluciones exactas
(desconocidas).

Una técnica corriente en la practica ingenieril consiste en particionar el dominio espacial antes
de construir el modelo matematico, y promediar espacialmente las variables descriptivas del
sistema en cada uno de los subdominios finitos. Esto resulta en una concentracion de los
parametros originalmente distribuidos en el espacio en nuevos parametros que asumen valores
uniformes en cada subdominio, y en la desaparicion de la dependencia espacial de las variables
descriptivas (y en realidad, en la desaparicion del mismo espacio en el modelo), las que ahora son
evaluadas solamente en el escenario temporal. Como consecuencia de todo esto, la dinamica del
sistema resulta ahora descripta por EDOs en el tiempo.

Si bien en muchos casos da buenos resultados, este método puede ser insostenible por la
cantidad de EDOs que produce (tantas por subdominio como balances se hagan en él), o por no
reflejar importantes propiedades del sistema, o simplemente porque a priori no se despone de

criterios fisicos (o sistémicos, en general) para realizar una particion adecuada.

3.2. Solucién numérica de la eflp:

El enfoque més general toma en cuenta el caracter continuo del espacio (conduce, como
dijimos, a un conjunto usualmente pequefio de efp) y hace una discretizacién del espacio-tiempo
sobre el modelo matematico deducido (eflp) , en muchas ocasiones luego de una conveniente
reformulacion previa.

La siguiente figura clasifica los métodos aproximados surgidos de este ultimo enfoque en dos

grandes familias. [1]

ECUACION FiSICA CONTINUA EN DERIVADAS

DADCIAI ECQ

y y

REFORMULACION REFORMULACION INTEGRAL
DISCRETA APROXIMADA EXACTA DE LA ECUACION DE
DE LA ECUACION DE ORIGEN

NS&;SILCUACL?,E (§>><(|?/|CATDAA§ODE RESOLUCION APROXIMADA
DE LA ECUACION EXACTA

LA ECUACION APROXIMADA

Métodos De Anroximacion De Ecuacidn Métodos De Aproximacion De
Saliicidn

3.2.1. Los métodos de aproximacion de ecuacion:
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También son conocidos comunmente como de diferencias finitas. En este practico usaremos
una variante de entre ellos.

Supongamos que el sistema esta caracterizado por la variable descriptiva (escalar o vectorial)
y = y(t,X1,X2,X3), ¥ que esta definido para t 3 t, en todos los (x;,X2,Xs) 1 D, dominio espacial de
frontera g Notando W=D x (t,,¥) y G=t, X g, el modelo efp se puede simbolizar (el simbolo x

indica producto cartesiano):

(1). L) =g(u) en W
By)=h(u) enG
y(to,X)=f(u) enDEg

Donde u = u(t,X1,X2,X3) simboliza la entrada (escalar o vectorial), L y B son operadores en
derivadas parciales, y g y h son, usualmente, funciones. Valgan como ejemplo los modelos de
parametros distribuidos de sistemas térmicos hechos en clase y el Ejemplo 1 mas adelante.

Discretizar W, i.e., sustituir el continuo (t,x) por una red de puntos (t;,Xsj,Xzk,Xa) implica pasar de
las derivadas parciales de los operadores L y B a aproximaciones en diferencias (finitas) de ellas,
gue en general surgen de desarrollos en serie de Taylor de las incégnitas, siendo determinado el
error por el nivel de truncamiento de la serie.

Se obtiene un esquema o modelo discreto que notamos:

(2). Lp(Y)=g(U) en W
Bo(Y) = h(U) en G
Y(to) = F(U) enW xg

Lp y Bp son operadores discretos que dependen de los pasos de discretizaciéon elegidos (ver
Ejemplo 1 mas adelante).

Y y U son los vectores de variables dependientes y entradas que toman valores en cada uno
de los puntos de la red de discretizacion de Wy G

Dado que en general no se conoce la solucién exacta de la efp, es necesario disponer de
criterios de validacion de la solucion aproximada. Sin profundizar, (para ello consultar [1], repasar

[2]), daremos aqui cualitativamente tres condiciones referidas a este problema.

Condicién 1: Coherencia o consistencia del modelo (2) con el (1)

Definicion: La aproximacion de L por Lp se dice consistente si el error de truncamiento (o de
discretizacion) tiende a cero con el paso de discretizacion (D® 0).

Si ahora se encara la resolucién numérica de (2), se obtendra una solucién Y con cierto grado

de aproximacion a Y, se tiene la:

Condicion 2: Estabilidad numérica del algoritmo (2)
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Definicién: Se dice que un proceso de calculo iterativo es estable si los errores de redondeo no
se amplifican a medida que el calculo avanza.
Tenemos entonces:
Y: solucion exacta de la ecuacién aproximada (2)
Yp: solucién aproximada a Y
Lo que nos interesa es el grado con que Yp aproxima a y, la solucion exacta del problema

exacto.

Condicién 3: Convergencia
Definicién: Se dice que el esquema discretizado es convergente si se verifica:
limly-Y,)=0
lim(y - )

Definicién: Un problema (modelo matematico) se dice bien puesto (well-posed) si su solucién

es Unica y depende en forma continua de las condiciones iniciales y de borde.

Teorema de Lax:

Versién 1: Sea un problema lineal bien puesto para el cual se satisface la condicién de
consistencia. Entonces convergencia y estabilidad son condiciones equivalentes.

Versién 2: Un problema lineal bien puesto es convergente sii se satisfacen las condiciones de

consistencia y de estabilidad.

El siguiente esquema, tomado de [1], resume todo lo antedicho.

Discretizacion
Ly)=g » Lo(Y)=g
CONSISTENCI i

¢ Existe
resolucién

Resolucié
n

ESTABILIDAD

Representatividad/valide
z

Yo

En este TP se modelaran Sistemas Térmicos bajo la idealizacién de distribucion espacial
unidimensional. Como variable(s) dependiente(s) se tendra(n) la(s) temperatura(s) de un(varios)
medio(s) g = q(t,x) (i.e. g = qi(t,x))

Para aprovechar el Simulink, en la primera etapa de aproximacion soélo se discretizara
explicitamente el espacio, por lo que los operadores Lp y Bp seran EDOs. Esta etapa la
complementa el Simulink -es decir, discretiza el tiempo- con la eleccion de la rutina de
integracion, el paso y demas parametros de la simulacion de la EDO una vez que ingresamos el
DB.
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EJEMPLO 1.

Sea el modelo:

_i_ ﬂY(t,X) +0,5 ﬂy:-;;)() +y(t,x):ul(t) ;O<X<1,t>0

: qt
. iy(t0) =uy(t) ;t>0
.:.y(O,x):yo(x) J0EXEL

1
Con la discretizacion espacial

X =i - Dx i=1,2,..5;((5Dx=1)
y los correspondientes valores

Yi = Yi(t) = y(t,x) i=12,..5
hacemos la aproximacion

Ty(tx) | Yi- Yia)
X Dx

i=1,2,..,5

gue arroja el modelo (espacialmente) discreto
1Y (1) =-35%Y, (1) + 255U, (1) + uy (t)
;:; Y, (t) =25%Y,(t) - 35%Y, (1) +uy(t)
@) 1
£ Y5(t) =25%Y,4 (1) - 35%Yg(t) + uy (1)
{Yio =yo(x;) ,i=12..5

3.2.2. Los métodos de aproximacion de solucion:
Son los mas solicitados en problemas complejos multidimensionales. Sobre esta familia, sélo
para ir "sensibilizando el oido", mencionamos aqui, entre los mas conocidos, los métodos de:

residuos ponderados, Galerkin, de las funciones "splines”, de elementos finitos, y de elementos de

contorno.

3.3. Solucion analitica:

En algunos casos lineales se puede obtener facilmente la solucion en forma cerrada con
métodos analiticos.

llustraremos una técnica sobre la ecuacion del calor unidimensional, sobre el modelo deducido
en clase (ver también [3], 2.1), para el calentamiento de una barra metalica envuelta
adiabaticamente en toda su longitud, y en contacto con dos fuentes de temperatura u(t) y ux(t) en

sus extremos x = 0y x = |, respectivamente.
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'ﬂQ(t X) -5 Ta(t, x) =0 enW=(0,),t>0
.I. ﬂt ﬂXZ e
fa(t.0) =u ()

3). v condiciones de bordeeng = (0,1),t >0
D lawn =u0) 9=
.:.q(O, X)=qo(¥) ci.en[ol]t=0
;
S :rI—C: termodifusividad

Analogamente al caso de funciones de una variable, definimos la transformacién de Laplace

sobre q(t,x), considerando a x como un parametro:
Qs.X) = goa(t,x)e * dt
La aplicamos a las ecuaciones anteriores en W y g, para obtener:

iSQ(SX) o (X)- s“ZQ‘SX’- enW

:.:Q(S,O) =Uy(s)u on
fQ(s) =U,(9)p

(4).

Se ha usado la regla habitual para la transformada de la derivada, y permutado la integral de la

transformada de Laplace con la derivada segunda del Laplaciano.

Una vez en (4), consideramos a x como la variable y a s como el parametro. Vemos que la

ecuacion en Wes una EDO con coeficientes complejos, que incorpora como excitacion a la c.i.

O sea que debemos resolver una EDO con condiciones de borde. (Obsérvese que en caso de

haberse tenido mas de una dimension espacial, se habria llegado a una efjp con s6lo condiciones

de bordes.)

Consideremos go(X) © 0 en [0,I]] y estudiemos el efecto de las condiciones de borde sobre la

barra. Para simplificar, notamos:

Q(s %)
ix

Q"(s,x) =

Q'(s,x) =
Con lo que la EDO de (4) se puede reescribir:
" S
Q"(s,%) - S—>Q(s,X) =0
Su ecuacion caracteristica es:
s s s
p’--=0 ®  p=/= NN
s s s

De aqui obtenemos la solucién general de la ecuacién homogénea:

ﬂZQ(s X)
x2
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Q(s%) = by (s) >e\/sgy +by(9%e B

Con las condiciones de borde se pueden determinar los coeficientes b; »(S):
}x =0® by(s)+b,(s)=U,(9)

1:x: | ® by(s) >e\E* +b,(s) >e'E* =U,(s)

Resolviendo este sistema obtenemos:

029 Uyigre V=" ; U U

Reemplazando en la expresion general y operando, se obtiene:

Q(s,%) = egM - E-EM le(s)+Muz(s)

Fooe
e's -els e's -els

0, alternativamente:

b, (s) = b,(s) =

192}

s 0 s ©

senhé —(I-x)— senhé — XXI

_ o o
Q(s,x) = — U, (s) + U, (9)

snhe | S H % senha | S %2

A AN

Vemos que obtenemos dos funciones transferencia trascendentes parametrizadas por la
variable espacial x, que sélo desaparece si uno considera un punto determinado x, 1 [0,1].

4. Sistemas Fisicos:

4.1. Calentamiento/enfriamiento de un fluido liquido en una cafieria.

fuente de energia: conductividad coeficiente capa
Gpt.x) pared cano: & [limite fluido: «
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4.2 .Horno tunel.

tp baja No considere radiacion Todo el aire en el horno

2it,0

placa calefactora Gy (t%) / Acient
coeficiente

4.3.Intercambiador de calor, flujo en paralelo.

pared adiabatica conductividad A

o k.
B 7N
-,
! %2
{capas lirmtes)

4.4.Intercambiador de calor, flujo en contracorriente.

Ql pared adiabatica  conductividad A

{capas limites)

oficia como capa limnite,
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4.5.Horno tanel, con contracorriente gaseosa.

Co calor capa limite gas
especifice coeficients o
pare
adiabatica

Oplt.0)

L &g
tp: calor espectico =

eG (t.= l = 0

7
we— cintatransportadora

NOTA: Adoptar los parametros geométricos que sean necesarios.

5. Tareas previas:

5.1. Solucién analitica [3]:

a- Realice un modelo de pardmetros distribuidos del sistema 4.1 0 4.2 (segun grupo).

b- Obtenga la expresion Q(s,x) = L{q(t,x)}, explicitindola como suma de sendos

términos, cada uno de ellos debido a:
bl- condiciones de borde constantes

b2- condiciones iniciales uniformes

b3- temperatura de la fuente constante y uniforme

En cada término ponga en evidencia la FT o la pseudo-FT, segun corresponda.

c- Realice un DB normalizado y un DB Simulink (DB1) con la expresion anterior.

Observe que con Q(s x) puede hallar la solucién analitica exacta qft,x) o calcularla mediante

SD con el DB Simulink, con muy poco error de truncamiento ya que solo se discretiza con

respecto al tiempo, reproduciéndose ademas los retardos de manera verdadera.

d- Calcule analiticamente q(t, x), analice la dependencia de la solucién en funcién de

los parametros (coeficientes) del modelo matematico y de los parametros fisicos y

esboce una grafica de la solucién.

e- Obtenga el perfil de temperatura q(x) en régimen permanente.

f-  Discretice el espacio (p. ej. en 5 zonas) antes de modelar y luego obtenga un

modelo de pardmetros concentrados (EDOS).

Resuélvalo analiticamente y

compare las soluciones q;(t) de las EDOs con las variables correspondientes

q(t,x ) de la solucion efp.

5.2. Solucién numérica
5.2.1. Sistemas 4.1y 4.2:
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a- Obtenga un esquema de resoluciébn numérica por diferencias finitas de la efp de
5.1.a-, con igual particion del espacio que la del modelo de parametros
concentrados de 5.1.f-. Compare ambos modelos, establezca y fundamente la
relacion.

b- Realice un DB Simulink (DB2) del modelo de diferencias finitas anterior.

5.2.2. Sistemas 4.3,4.4y4.5:

a- Realice un modelo de parametros distribuidos de los sistemas 4.3, 4.4y 4.5 (a
cada grupo se le asignara un sistema, ver "transparente de DSF").

b- Obtenga un esquema de resolucién numérica por el método de diferencias finitas y
construya el DB Simulink (DB3) para simularlo.

5.2.3. Preparacion de la SD:

La SD permite observar el comportamiento del sistema experimentando con distintas
condiciones de operacién (entradas, condiciones de borde y condiciones iniciales) y estudiar la
dependencia de la dinAmica ante distintos juegos de parametros fisicos y/o matematicos.

Especifique un conjunto de experimentos de interés y construya una "hoja de ruta" para la
simulacion digital. Recomendamos llevar una propuesta de hoja de ruta a una consulta para su

supervision.

6. Simulacién Digital:

Concurra a la preevaluacion con las tareas previas documentadas como primera parte del
Informe del TP.

La SD se hara sobre la base del DB y de la Hoja de ruta mencionados.

Para ahorrar trabajo de busqueda y ajuste, los auxiliares le dardn un juego de valores
numeéricos de entradas y parametros para realizar la primera simulacion.

Ensaye, en iguales condiciones de operacion, los DB1 y DB2, y compare sus respuestas.

Observe los errores dindmicos y estéticos.

7. Informe:
Con las conclusiones extraidas durante la simulaciébn se completara un informe con las

caracteristicas mencionadas en 2.5.

8. Bibliografia:

La consulta de las Referencias [1], [4] y [5] no es necesaria para las aplicaciones de este TP.
Pueden ser Utiles para quien desee o necesite profundizar. La [5] es probablemente la mas
importante de las obras clasicas sobre el tema de las efp, obra de dos matematicos

sobresalientes en este siglo. La [1] es una obra especialmente indicada para ingenieros: ofrece
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una breve introduccion a las efjp, para luego abordar métodos numéricos implementables en

computadora.
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