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§ 1. CONCEPTOS
FUNDAMENTALES

Se llama ecuacién diferencial una ecuacién que liga la
variable independiente x, la funcion incégnita y = y(x)
y sus derivadas ¢’, y”, ..., y™, es decir, una ecuacion de
la forma .

Flx,9. 99" ..., y¥)=0.

En otras palabras, se llama ecuacion diferencial una ecua-
cion en la que figura la derivada o diferencial de la
funcién incognita.

Si la funcidén incégnita y = y(x) depende de una sola
variable independiente x, la ecuacion diferencial se llama
ordinaria.

Por ejemplo:

1) %+xy=0, 2) ¥+ y' + x=cosx,
3) (4 ) dx+ (x+ y)dy=0.

El orden de una ecuacion diferencial es el de la deri-
vada de mayor orden que figura en la ecuacién. Por
ejemplo: la ecuacion diferencial y’ 4 xy = e* es de primer
orden; la ecuacion diferencial ¥y’ 4 p(x)y = 0, donde p(x)
es una funcion dada, es de 2° orden; la ecuacién diferen-
cial y1X — xy”’ = x2, es de 9° orden.

Se llama solucion de la ecuacién diferencial una fun-
cién y = ¢@(x), determinada en el intervalo (a, &) junto
con sus derivadas sucesivas hasta el orden n inclusive, tal
que al hacer la sustitucion y = @(x) en la ecuacién di-
ferencial, ésta, se convierte en una identidad con respecto
a x en e] intervalo (a, b).

Por ejemplo, la funcién y = sen x 4+ cos x es solucién de
la ecuacion ¥y’ 4+ y = 0. En efecto, derivando dos vece
esta funcidn, se tiene: '

y'=cosx—senx, y”=—senx— cosux.



Sustituyendo en la ecuacién diferencial y’” e y por sus
expresiones, resulta la identidad:

— sen x — cos X + sen x 4 cos x = 0.

La grafica de una solucién de la ecuacién diferencial
se denomina curva integral de la ecuacion.
La forma general de una ecuacién de primer orden es.

| F(x, y, y')=0. (1)
Si en la ecuacion (1) es posible despejar y', resulta
y=Ff(xy), (2)

que representa una ecuacion de primer orden, resuelta con
respecto a la derivada.

Teorema de existencia y unicidad.

Sea dada una ecuacién diferencial ¥’ = f(x, ¥), donde
la funcién f(x, y) estd definida en un recinto D del plano

XOY que contiene el punto

y (%0, yo). Si la funcion f(x, ¥)
¢ ' satisface a las condiciones:
M, a) f(x, y) es una funcién
continua de dos variables x e
y, en el recinto D;

b) f(x, y) admite derivada

- a -
parcial ik continua con res-

~ pecto de x e y en el recinto D,
0] Ao X ‘entonces, existe una, y sélo una,
‘ soluciéon y = q(x) de la ecua-
Fig. 1 cién dada que satisface a la
condicién ¥ |,_.,, = Yo
La condicién g |,_, = Yo se llama condicién inicial.

El problema de la bfisqueda de la solucion de la ecua-
cién y’ = f(x, y) que satisface a la condicién inicial
Ylmr, = Yo lleva el nombre de Cauchy.

Geométricamente esto significa que se busca la curva
integral que pasa por el punto dado Mgy (xo, Yo) del plano
XO0Y (fig. I).

El teorema expresa las condiciones suficientes para la
existencia de solucién (inica del problema de Cauchy para
la ecuacién y = f(x, y), pero estas condiciones no son
necesarias. Precisamente, puede existir una solucion unica
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de la ecuacién ¥’ = f(x, y) que satisface a la condicién
Yl—,, =Yy, a pesar de que en el punto (xp, ) no se

cumpla la condicion a) o la condicién b), o estas dos con-
diciones simultidneamente.

Ejemplo 1.
¥ 4 l

y=~;;

]

1 o) 2
Aquf, f(x, y)=7. %=—?—.

En los puntos (xo, 0) del eje OX no se cumplen las
condiciones a) y b) (la funcién f(x, y) y su derivada par-
Y

%
(V[
JIN )

Fig. 2

cial _t% son discontinuas en el eje OX), mas, por cada

punto del eje OX pasa una solacurva integral y=
=V'3(x — x,), (fig. 2).
Ejemplo 2.
y =xy-+ev.
El segundo miembro de la ecuacién f(x, y)=xy +evy
su derivada parcial -gi-=x— e~¥ son continuas con res-
pecto a x e y en todos los puntos del plano XOY. En virtud
del teorema de existencia y unicidad, el recinto en el que

la ecuacién dada tiene solucién tnica es todo el plano
XO0Y.

Ejemplo 3.
, 3 a3
Yy =?Vy2f
El segundo miembro de la ecuacién f(x, y)=—g-f/_g;§
es una funcién definida y continua en todos los puntos del
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plano XOY. La derivada parcial %:-T‘;- se hace infi-
nita para y = 0, o sea, en el eje OX, de modo que para
y = 0 se infringe la condicién b) del teorema de existen-
cia y unicidad. Por consiguiente, es posible que no haya
unicidad en los puntos del eje OX. Facilmente se com-

. s X 3 -
prueba que la funcion y = -(—'Z—c)— es solucién de la ecua-
vl cién considerada. Ademas,

¢ ¢ G G la ecuacion tiene la solucién
/ evidente y = 0. Asi, pues,

por cada punto del eje OX
5/ 8 8/ , ~ pasan al menos dos curvas
8

integrales y, por consiguien-
te, en los puntos de este eje,

/
// / verdaderamente, queda in-
Ao My Ly fringida la unicidad (fig. 3).

‘ Son también lineas in-
Fig. 3 _ tegrales las formadas por tro-
zos de las parabolas clbicas

3
y=-(-x—'§—°)— y los segmentos del eje OX; por ejemplo, las

lineas ABOC,, ABB;C,, A;B.x, elc. De este modo, por ca-
da punto del eje OX pasan infinitas lineas integrales.

Aplicando el teorema de existencia y unicidad senalar
en los problemas que siguen los recintos en los que las
ecuaciones dadas admiten solucion Gnica.

1. Y =x24 42 2. y’=%.
| L

8. yy=y+3Vy. 4. y=Vx—y.
5. y =V x2—y — x. 6. y =V 1— 42

r__ ¥+ ; . _
7.y———x_y. 8.y—saeny cos X.
8. y=1—clgy. 10. y’=V3x—-—y—l.
Se llama solucién general de la ecuacién diferencial

(2) una funcion
y=1¢(x, C), (3)

que depende de una constante arbitraria C y que cumple
las condiciones:

1) ésta satisface a la ecuacion (2) para cualesquiera
valores de la constante C;
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2) cualquiera que sea la condicién inicial

Ylmr, =% (4 (%) = 40) (4)
siempre se puede asignar un valor Cy a la constante C
tal, que la funcién y = @(x, Co) satisfaga a la condicién
inicial (4) dada Se supone que el punto (xo, o) pertenece
al recinto en el que se cumplen las condiciones de existen-
cia y unicidad de la solucion.

Se llama solucién particular de la ecuacién diferencial
(2) a la que se obtiene de la solucién general (3) asi-
gnado cualquier valor determinado a la constante arbitra-
ria C

Ejemplo 1. Comprobar que la funciéon y = x4+ C es la
solucion general de la ecuacion diferencial ' = 1 y hallar
la solucién particular que satisface a la condicién inicial
Y| x=0 = 0. Interpretar geométricamente el resultado.

Solucidén La funcion y = x 4+ C satisface a la
ecuaciéon dada para cualesquiera valores de la constante
arbitraria C. En efecto, '

f=(x+4+C) =1.
Consideremos una condicién inicial arbitraria y hemx, =
= Y. Poniendo x = x4, y = y, en la igualdad y = x + C,
hallamos que C = y; — xy. Poniendo este valor de C en la

funcién dada, se tiene: y =
= X + Yo — xo. Esta funcién

) 4 \rﬁ.
satisface a la condicién ini- )
cial dada; en efecto, poniendo 8
x=xo resulta y=x¢+ yo— %

r 2,
—Xp = Yo. Asi, pues, hemos / 0 G

demostrado que la funcion
Yy = x + C es la solucién ge-
neral de la ecuacién dada.

En particular, poniendo
xo =0, yo = 0, obtenemos la Fig. 4
solucién particular y = x.

La solucién general de la ecuacién considerada, o sea,
la funcién y = x + C, determina en el plano XOY una fa-
milia de rectas paralelas de coeficiente angular & = 1.
Por cada punto My(x,, yo) del plano XOY pasa la dnica
curva integral: y = x 4 yo— xo. La solucién particular
y = x determina una de las curvas integrales, a saber, la
recta que pasa por el origen de coordenadas (fig. 4).
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Ejemplo 2. Comprobar que la funcién y = Ce* es la
solucion general de la ecuacién ¥y’ —y =0 y hallar la
solucion particular que satisface a la condicién inicial
y |=.1::---1 = — L

Solucidn. Se tiene y = Ce*, y = Ce*. Poniendo en
la ecuaciéon dada las expresiones de y e ¥/, resulta,
Ce* — Ce* = (, 0 sea, la funciéon y = Ce* satisface a la
ecuacién considerada para cualesquiera valores de la con-
stante C. i

Asignemos una condicién inicial arbitraria y lmx, = Yo-
Sustituyendo en la funcién y=Ce*, x e y por x4 Yy,
se tiene y,=Ce*, de donde C = ype~*. La funcién y=
= ype*~* satisface a la condicién inicial. En efecto, po-

niendo x=x,, resulta y=yoe**=

== yo. La funciéon y = Ce* es la
soluciéon general de la ecuacion
dada.
/ Para xo = 1, yo = —1, obtene-
4
¢

mos la solucién particular

/ c>0
X’_ y...__...._ex—l.
£<q
M

Geométricamente, la solucion
general determina una familia de
curvas integrales que representan
las gréaficas de funciones exponen-

ciales; la solucidn particular es
Fig. 5 la curva integral que pasa por el

punto Mo(1, —1) (fig. 5).
Verificar, en los ejercicios que se dan a continuacion,
que las funciones dadas son soluciones de las ecuaciones

diferenciales indicadas:

/|
=

senx

1. y=——, xy’ -+ y = cos x.

2. y=Ce=> 4+ &,
y +2y+e.

13. y=24+CV1 422,
(1 — x2)y’ + xy =2x.

14. y=xV1'—x2’
yy' = x — 2x%
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15.

16.

17.

-~ 18.

19.

20.

21.

22.

28.

24.

25.

y=30+(— e

Y= earesenCx xy' =y tg In y.

X
y=¢e* fe“dt+Ce", Yy — y=e*t+¥,

0
x
y=xf —dt, xy’'=y+ xsenx.
0

y==x i:-dx+C)-. xy’ — y=xe*
x==cost ,

y=sent J' *+ 9y’ =0.

x=tet , .

y=et fr 120 Y + 4 =0.

x = earcigt ,
y=e-—arcctgt }' y— xy’ =0.
x=1Ini

y=t2(2lnt+1)}' y'Ing =4z
x=Inf -+ sent{

y=t(l+sent)+cost}' ¥=Iny’+seny.
x=1{- arcsent

y=t_22__‘/1——__—-t2|. x =y’ + arcsen y’.

x=#4e
. y”+eﬂ'=x.

Verificar que las functiones dadas son las soluciones
generales de las ecuaciones diferenciales indicadas:

26.

27.

28.
29.

30.

. Y—tgx.y=0.

Y= tosx
- : ’ 2
y=—gmyc ¥=3"
y=In(C+e¢e*), y =e v,
y=V3¥—=Cx, (+y?)dx—3xydy=0.
y=x({C—In{x}|), (x—y)dx+xdy=0.
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— r__ Yy
31. x=ye*!, Y= x(nx—Iny) "’

32. x=y!nCy, y(x+y)=y

La relacién @(x, y, C)= 0, que de forma implicita de-
termina la solucién general, se {lama integral general de
1a ecuacion diferencial de primer orden.

.La relacién que se obtiene en la integral general al
atribuir a la constante C un valor determinado, se llama
integral particular de la ecuacion diferencial.

El problema de resolucién o de integracién de una
ecuacion diferencial consiste en hallar la solucién general
o la integral general de la ecuacién diferencial conside-
rada. Si, ademas, se ha dado alguna condicion inicial, se
pide también hallar la solucién particular o la integral
particular que satisface a la condicion inicial considerada.

Como geométricamente las coordenadas x e y son equi-

14 - r d
potentes, ademas de la ecuacion Fi—=f(x, y) se con-
siderara también la ecuacion r 1 _.
dy — F(x )

Comprobar si las relaciones dadas son integrales de
las ecuaciones diferenciales indicadas o no lo son (C =
= const.):

33, e-v —Cx=1, xy' + | =ev.
1 C d
3. y=—+7. nydy+y3dx=—:—.

35. x3— 4x2y + 2xy* — y*=0,
(3x2 — 8xy +2y*)dx — (4x2 — dxy 4+ 3y%) dy = 0.

36. 4>+ 2Cx=C% yy" +2xy'=y+1
37. arctg -ii- —In(CVEF)=0,
(x + y)dx — (x — y) dy =0.

X
38. x=y j sen {2 dt, y==xy’ + y?senx
0

x

39.xj'
0

xy'+xlny=xsenx+ylny. |

sen !
t

di=ylny,
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... CarrtuLol

Ecuaciones diferenciales
de primer orden

1.

w

§ 1. ECUACIONES DE PRIMER ORDEN RESUELTAS.RESPECTO A '
LA DERIVADA | ' S ,

Una ecuacién diferencial ordinaria de primier orden'y de primer
grado, si se resuelve respecto a la derivada, puede escribirse:en la

forma -
dy
d—x - f (xv y)'

Un ejemplo simple de tal ecuacion,
' d
I€=f(x),

se analiza en el curso de calculo integral. En este caso simple, la
solucién '

y=Sf(x)dx+c

contiene una constante arbitréria, que puede determinarse si se conoce
el valor y(x,) =y, entonces ' ' ’
y=yo+ § [ (¥) dx.

Xy

Mas éde,_]ante' sera demostrado que, bdjo algunas limitaciones
establecidas sobre la funcién f(x, y), la ecuacion

d
=T y)

tiene también una solucién tnica, que satisface la condicién
y(xo) =Yo y su solucion general, es decir, el conjunto de soluciones
que contiene sin excepcién a todas las soluciones, depende de una
constante arbitraria.

La ecuacién diferencial %:f(x, y) establece una dependencia
entre las coordenadas de un punto y el coeficiente angular de la



18 Capitulo 1. Ecuaciones diferenciales de primer orden

d ‘e . .
tangente &Tyc a la grafica de la solucién en ese punto. Conociendo

axyay, sepuede calcular %. Por consiguiente, la ecuacién di-

ferencial de la forma considerada determina un campo de direccio-
nes (fig. 1.1), y el problema de

F) 7 / la integracion de la ecuacién di-

// // ferencial se reduce a hallar las

/;, // / / / llamadas curvas integrales, para

A /;, / i / / las cuales la direccién de las tan-

/;, T /;4 /;4 gentes a éstas coincide en cada

A A S punto con la direccién del campo

Y P P

//// ///’;f Ejemplo I

> 4t

i ' En cad to, diferente del t

Fig. 11 (©, 0), ¢l coeliciente angular de Ia tan.

gente a la curva integral buscada es igual a la razén -g- , 0 sea, coincide con el
coeficiente angular de la recta dirigida desde el origen de coordenadas al mismo
punto (x, ). En la fig. 1.2 esta representado con flechas el campo de direcciones
determinado por la ecuacién estudiada. Evidentemente, en este caso las curvas

p B
v g AN
. xtzs 7 R R
~_ NN/ > '//I AR
~ X\, /7 VAV N T
- «:‘\\{\*&/—1—;- — ’ 4 Y 4 f -
TUIERITTE oy NS gt
e //l\\ ~_ \\\‘ A /
rd N\ \ <l /7
/NN \\\_*/ /
y I¢ \ ~ |
Fig. 1.2 Fig. 1.3

integrales seran las rectas y==cx, ya que las direcciones de estas rectas coinciden
en todas partes con la direccion del campo.

Ejemplo 2
dy_ . _*
dx  y’
Obsérvese que el coeficiente angular de la tangente a las curvas integrales busca-

das, ~%, y el coeficiente angular —i— ‘de la tangente a las curvas integrales
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del ejemplo 1, satisfacen en cada punto la condicién de ortogonalidad:
—;- + = =—1. Por lo tanto, el campo de direcciones delinido por la ecnacion
diferencial considerada es ortogonal al campo representado en la fig. 1.2.

. . . x X .
Es evidente que las curvas integrales de la ecuacién _gﬂ_? son circunferen-

dx
cias con centro en el origen de coordenadas: x24-y2=c? (fig. 1.3) (mas exacta-
mente, semicircunferencias, y=V c*F—x2 e y=— ) cz—x?).
Ejemplo 3. ‘

dy__‘ IR
"{;C—-Vx + y*

Para la construccién del campo direccional, hallemos el lugar geométrico de los
puntos en los cuales las tangentes a las curvas integrales buscadas conservan
una direccion constante. Tales lineas se llaman isoclinas. La ecuacidén de las

isoclinas se obtiene considerando % — k, donde kes una constante; V x2+yZ =%,

6 x2+-y*=~k2 Por consiguiente, en este caso las isoclinas son circunferencias con
centro en el origen de coordenadas, y el coeficiente angular de la tangente a las

\Y

Fig. 1.4

curvas integrales buscadas es igual al radio de dichas circunferencias. Para cons-
truir el campo direccional, damos a la constante k ciertos valores determinados
(véase la fig. 1.4, parte izquierda). Luego de esto se pueden ya trazar en forma
aproximada las curvas integrales buscadas (fig. 1.4, parte derecha).

Ejemplo 4. '

y' =1-+xy.

Las isoclinas son las hipérbolas k=xy-+1, o bien xy=~k—1; para k=1, la
hipérbola degenera en el par de rectas x=0 e y=0 (fig. 1.5). Para k=0, obte-
nemos la isoclina 14-xy=0. Esta hipérbola divide al plano en partes, en cada
una de las cuales y’ conserva el signo constante (fig. 1.6). Lascurvas integrales
y=y (x), al cruzar la hipérbola I+ xy=0, pasan del campo de crecimiento de
la funcién y (x)al campo de su decrecimiento, o viceversa. Por ello, en las ramas
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de esta-hipérbola se hallan los puntos de méximo y de minimo de las curvas

integrales. _ ‘
Determinemos seguidamente el signo de la segunda derivada en las diferentes

regiones del plano:

y"=xy'~+y, o bien y"=x{(1+xp+y=x4(*+1y.

La curva x+(x24-1}y=04,
X
| +x2

y= (L.1)

(fig. 1.7) divide al plano en dos partes, en una de lascuales y" < 0y, por con-
siguiente, las curvas integrales son céncavas hacia las y negativas, y en la otra

v

y

1% y<@ y'>0
/

/

ALV A g
—— -

d

L/ y'>a

V

Fig. 15  Fig. 1.6

y" >0, lo que significa que las curvas inlegrales son céncavas hacia. las y posi-
tivas. Al cruzar la curva (1.1), las curvas integrales pasan dela convexidad a la
concavidad y, por consiguiente, en esta curva se encuentran los puntos de in-
flexion de las curvas integrales. :

VY
yﬂ/\ﬁ

D
&Y

Fig. 1.7

Como resultado del anélisis realizado, se conocen el campo de crecimiento
y el de decrecimiento de las curvas integrales, la ubicacién de los miximosy de
los minimos, la regién de convexidad y la deconcavidad, asi como la disposicién
de los puntos de inflexién, y la isoclina k=1. Estos datos son suficientes para
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hacer un esbozo de la disposicién de las curvas integrales (fig. 1 .‘8), ‘pero se hu=""
bieran podido trazar algunas isoclinas mas, lo que nos permitiria precisar mas
dicha disposicion. :

Y

Fig. 1.8

En muchos problemas, en particular en casi todos los problemas
de caracter geométrico, las variables x e y son equivalentes. Por
ello, en dichos problemas, si éstos se reducen a la resolucién de la
ecuacién diferencial

dy

a—-f(x, y), (1.2)
es natural considerar, conjuntamente con (1.2), también

dx 1

il et (1.3)

Si ambas ecuaciones tienen sentido, entonces son equivalentes,
ya que si la funcién y=y(x) es solucién de la ecuacién (1.2), la
funcion inversa x=x(y) es solucién de (1.3) y, por lo tanto, las
ecuaciones (1.2) y (1.3) poseen curvas integrales comunes.

Si, en cambio, en algunos puntos una de las ecuaciones (1.2)
o (1.3) pierde su sentido, "entonces en esos puntos es natural susti-
tuirla por la otra ecuacion.

» .’ d
Por ejemplo, la ecuacién ¢ =2

7. = carece de sentido para x=0.
Sustituyéndola por la ecuacion j—;cz—;‘-, cuyo segundo miembro ya
no pierde el sentido para x=0, hallamos, como complemento a las
soluciones encontradas anteriormente y=cx(véase la pag. 18) otra

curva integral, x=0, de esta ecuacidn,
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§ 2. ECUACIONES CON VARIABLES SEPARABLES

Las ecuaciones diferenciales del tipo
fo (y)dy =y (x) dx (1.4)
se llaman ecuaciones con variables separadas. Consideremos que las
funciones f,(x) vy f,(y) son continuas.
Supongamos que y(x) es solucién de esta ecuacion; entonces, al
sustituir y(x) en la ecuacién (1.4), obtenemos una identidad que,
al ser integrada, da

{ f. @ dy= {1 (mdx+e, (1.5)

donde ¢ es una constante arbitraria.

Hemos obtenido una ecuacién finita *) (1.5), satisfecha por todas
las soluciones de la ecuacién (1.4). Ademdas, cada solucién de la
ecuacion (1.5) es solucién de la (1.4), ya que si una funcién y (x),
al ser sustituida en la ecuacién (1.5), la transforma en una iden-
‘tidad, entonces derivando dicha identidad obtenemos que y(x) sa-
tisface también a (1.4).

La ecuacién finita @ (x, y)=0, que determina la solucién y (x)
de la ecuacién diferencial como funcién implicita de x, se llama
integral de la ecuacién diferencial considerada.

Si esta ecuacién finita determina sin excepcién todas las solu-
ciones de la ecuacidén diferencial dada, entonces se llama infegral
general de dicha ecuacion diferencial. Por consiguiente, la ecuacion
(1.5) es integral general de la ecuacion (1.4). Para que (1.5) deter-
mine y como funcién implicita de x, es suficiente exigir que fo(y)==0.

Es posible que en algunos problemas no sea posible expresar las

integrales indefinidas Sfl (x)dx y sz (y)dy en funciones elementa-

les; pero, a pesar de esto, consideraremos resuelto también en este
caso el problema de la integracién de la ecuacién diferencial (1.4),
en el sentido de que lo hemos reducido a un problema mas simple,
ya estudiado en el curso de calculo integral: el problema del cél-
culo de las integrales indefinidas (de cuadraturas **) .

Si hay que obtener la resolucion particular que satisface la con-

dicién y(x,) =Y, ésta evidentemente se determina por la ecuacion
y X

Sh (y)dy = Sfl (x) dx,

*) Es decir, una ecuacién en la que no figuran ni derivadas ni diferenciales

(N. de la Red.).
*#) Como el término “integral” en la teoria de ecuaciones diferenciales se

utiliza frecuentemente en el sentido de integral de la ecuacién diferencial, en-
tonces para evitar confusiones, para las integrales de las funciones, S F(x)dx, ge-
neralmente se utiliza el término “cuadratura™



$§ 2. Ecuaciones con variables separables 23

la cual se obtiene de

Y X

(fa@)dy= 1 (0 detc,

Yo X

utilizando las condiciones iniciales y (x,) = y,.

Ejemplo 1.
: xdx-+ydy=0.

Las variables estin separadas, ya que el coeficiente de dx es funcién sélo de x,
y el coeficiente de dy, sélo de y. Integrando, obtenemos

Sxdx+gydy=c, o bien x?+y?=c2,

que es una familia de circunferencias con centro en el origen de coordenadas
(comgérese con el ejemplo 2, pag. 18). '

jemplo 2.
¥ dx = L3 .
, Iny
Integrando, obtenemos
2 _ C dy
Jorar = gre

Las integrales Se"z dx y Sl—% no se resuelven en funciones elementales; sin

embargo, la ecuacién original se considera integrada, puesto que el problema fue
reducido a cuadraturas.

Las ecuaciones del tipo

®1 (X) by (¥} dx = @, (x) b, (v) dy,

en las cuales los coeficientes de las diferenciales se descomponen
en factores dependientes solo de x o de y, se llaman ecuaciones di-
ferenciales con variables separables, ya que dividiendo entre ¥, (y) ¢ (¥),
éstas se reducen a una ecuacion de variables separadas:

91 (0) . ()
20 T % )

Obsérvese que la division entre P, (¥)@,(x) puede conducir a la
pérdida de soluciones particulares, que reducen a cero el producto
P, (¥)- @, (x); si las funciones ¥, (y) y @, (x) pueden ser discontinuas,
es posible la aparicién de soluciones superfluas, que reducen a cero
el factor '

dy.

1
Y1 (¥) §2 (%)
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Ejemplo 3.

dy_ 9 (compéarese con el ejemplo 1, pag. 18). Separamos variables e in-

dx~ x
tegramos: ' L
dy dx dy (dx
3"7’57“S7’ -
In|lyl=In{x]+Ine, ¢ >0

Potenciando, obtenemos |y|=c4x|. Si se consideran sélo soluciones lisas *}, en-
tonces la ecuacién |y!=c| x|, dondec > 0, esequivalente a la ecuacion y=+ cx,
o bien y=c;x, donde ¢; puede tomar valores positivos o negativos, pero c; # 0.
Si tomamos en cuenta que al dividir entre y se pierde la solucién y=0, enton-
ces se puede considerar que en la solucién y=cyx, la constantec, adquiere tam-
bién el valor ¢, =0, para el cual obtenemos la solucién anteriormente perdida.

y=0.
Observacién. Sien el ejemplo 3 se considera que las variables x e y
son équlvalentEs,"éntonces la ecuacion %:% , que pierde el sentido para x=0,

dr_x
dy ¢ .
dentemente posee la solucién x=0,” que fno estéd contenida en la solucion y=—cyx
hallada anteriormente. : ‘

debe ser completada con la ecuacion (véase la pag. 21), la cual evi-

Ejemplo 4. , :
x (1492 de—y (1 +x?) dy=0.
Separamos variables e integramos:

PN T T
T4 T4+’ Ji4gr )14t

In(l4+y3)=In(l4+x3)+lnc; 14y*=c (1+%%).

Ejemplo b ‘

dx —

. -&E——‘lt Vx.
Hallar la solucién x (f) que satisiace la coqdiciénix(l)ml.
Separamos variables'e integramos: . " 7

X t

de - "
— =\ 2%dt, V=12 x=1s.
S2Vx ) Via=th x

1

Ejemplo 6. Como ya fue mencionado en la introduccién, se ha estable-
cido que la velocidad de desintegracion radioactiva es proporcional a la cantidad x
de sustancia ain no desintegrada. Hallar la dependencia de x respecto al tiempof,
si en el momento inicial para t=1,, era x=x,. .

Supondremos conocido el coeficiente de proporcionalidad &, llamado constante
de desintegracién. La ecuacién diferencial del proceso tendra la forma

dr
dt

1

— kx . (1.6

*) Es decir, soluciones que p‘o"seen primera derivada continua (N. de la Red.).



'$ 2. Ecuaciones con variables separables B

(el signo—indica que x decrece cuando ¢ aumenta, k& > 0). Separando variables
é integrando, se obtiene ' ’

d;"z— kdf; In|xl—Inlx|=k({—t),
de donde

. x=xpe~ =1,

Determinemos también el periodo de semidesintegracion v (o sea, el tiem-

po durante el cual se desintegra lxo) . Haciendo t—t,=r, obtenemos-ixo:‘

_ 2

R o In 2
= Xg2~ * de donde T=—p -
No solamente la desintegracién radioactiva, sino también cualquier otra reac-

cién monomolecular, en’ base a la ley de accion:de las masas, se describe por

la ecuacidn %’;:— kx, donde x es la cantidad de sustaricia que afin no ha reac-
Y ' . '
cionado. N e
La ecuacion
dx :
Z=hr k>0, | (1.7)

que se diferencia de la (1.6) sdlo en el signo del segfindo miembro, describe
muchos procesos de “reproduccién” (o “mulliplicacién”), por ejemplo, la “repro-
duccién” -de la cantidad de neutrones en las reacciones nitcleares en cadena, ola
reproduccion de la cantidad :de bacterias, suponiendo que se encuentren en un
ambiente 6ptimo y que, por ello, la velocidad de su crecimiento sea proporcional
a la cantidad de-bacterias presentes. ~—~ - = - -

La solucién dB la ecuacién (1.7) que satisface la condicién x (fo)=1x, tiene
la forma x==x,**~f}y, a diferencia de las soluciones de (1.6), x(f) no dismi-
nuye, sino que crece exponencialmente con el incremento.de £.

Ejemplo 7. :

d :
/==Y,
, :
Trzilzar las curvas integrales sin integrar la ecuacién; p y ¢ son las coordenadas
polares. , ~

-

La ecuacién tiene las Soluciones evidentes p:aO, p=2yp=4. Para0 < p < 2,
dp ap : p
— > 0; para 2 4, =~ <0 arap >4, - >0
d‘P> P <p< -dq')< YP p dq)>
Por lo tanto, las curvas integrales son las circunferencias p=2yp=4,y las
espirales que se “envueiven”, al aumentar ¢, en la circunferencia p=2y se
“desenvuetven” de la circunferencia p=4. Las curvas integrales cerradas, en en-
tornos suficientemente pequefios de las cuales todas las curvas integrales son es-
pirales, se Ilaman ciclos limite. En el presente ejemplo las circunferencias p=2
p=4 son ciclos limite. o _ C '
Ejemplo 8 Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de parébolas
yr—'axz. s T o : i
" Se denominan frayectorias ortogonales de una familia dada de curvas a las
lineas que cortan en &ngulo recto las curvas de dicha familia. Los coeficientes
angulares i’y @ y’, de las tangentes a las curvas de la familia dada y a las tra-
yectorias ortogonales buscadas, deben satisfacer en cada punto a la condicién de
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ortogonalidad y,= — y—{- . Para lafamilia de parabolas y' =ax?, hallamos y' = 2ax,
1 .

o bien, puesto que a=}y—2, y r:Q—x!—l. Por consiguiente la ecuacién diferencial de

las trayectorias ortogonales buscadas tiene la forma y' =— 2£ .

Separando variables, hallamos 2y dy+-xdx=0, e integrando, obtenemos la
familia de elipses

(fig. 1.9). | ,
Ejemplo 9. Sea u=xy el potencial de las velocidades de una corriente
liquida plano-paralela. Hallar la ecuacién de las lineas de la corriente.

\Y

&Y

Fig. 1.9

Las lineas de la corriente son las trayectorias ortogonales de la familia de
lineas equipotenciales xy—=c. Hallamos el coeficiente angular de la tangente a

las lineas equipotenciales: xy’ +y =0, y':—%. En consecuencia, la ecuacién

diferencial de las lineas de la corriente tiene la forma y’%-’i, o bien ydy=

=xdx; integrando, obtenemos x2—y2=c, que es una familia de hipérbolas.
Ejemplo 10, Una esfera metdlica hueca homogénea, de radio interior 7,
y exterior r,, se encuentra en estado térmico estacionario. Su temperatura en la
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superficie interior es igual a Ty, y en la exterior, a T,. Hallarla temperatura T
a la distancia r del centro de la esfera, r; <<r<Cr,.

Por simetria se deduce que T es sdlo funcién de r.

Puesto que entre dos esferas concéntricas que tienen por centro comin el de
la esfera original (sus radios pueden variar desde r, hasta rp) la cantidad de
calor permanece constante, entonces a través de cada esfera pasa una misma can-
tidad de calor Q. Por lo tanto, la ecuacién diferencial que describe el proceso
considerado tiene la forma '

dT
—4qkr? —&7=Q,

donde k& es el coeficiente de conductibilidad térmica.

Separando variables e integrando, obtenemos la dependencia buscada de T
respecto a r:
Qdr
Tz

4nk dT =—

r

dr
E2

ry

T
4:n:k3‘dT——:—Q
Ty

4ok (T—Ty)=Q (—l-—l).

roorn
Para la determinacién de Q utilizamos la condicion: T =T, cuando r=r,;

4nk (Tz'—Tl) 4mk (TZ—TI) ry’s
=TT T '

re ry

ry—ry

,,‘:liz- L

§ 3. ECUACIONES QUE SE REDUCEN A ECUACIONES
DE VARIABLES SEPARABLES

Muchas ecuaciones diferenciales pueden ser reducidas a ecuaciones
con variables separables mediante una sustitucién de wvariables.
A dicho grupo pertenecen, por ejemplo, las ecuaciones de la forma

%zf(ax—%— by),

donde a y b son magnitudes constantes, las cuales se transforman
en ecuaciones con variables separables por medio de la sustitucién
z=uax -+ by. Efectivamente, pasando a las nuevas variables x y 2,
tendremos

d dy d
E;::a—t—bd'_z’ Ii.—_:a—}—bf(z):

0 bien
dz -

s = (X,

a-+bf (2)
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con lo que hemos separado las variables. Integrando, obtenemos

T dz
"=Sm'f*r5+"--

Ejemplo 1.
jy—2x+y
Haciendo z==2x+y, tendremos
dy dz d2
a—-z‘x—z, 3;—2—2-
Separando variables e integrando, se obtiene
dz
2__[_2=dx, In|z42|=x+1Inc, 2=—21}ce¥,
2x+y=—2-+ce¥, y=ce*—2x—2.
Ejemplo 2. g |
4y _
' dx_x—y+l'

Haciendo x—y=2, obtenemos
dy -, dz | 'dz
& T@ T d,\c—*__+l
dz-. 1

e o zdz dx, z 2x +-c, (x. y) 2x+c

A ecuaciones con varibles separables se reducen también las
ecuaciones diferenciales homogéneas de primer orden, que tienen
la forma e

v 5L e RALAGA DT
En efecto, después de la sustitucién z=l 0 bien y = xz, obtenemos
dx dx+z dx+z f(z)! f(z) Z —x
dz

fz)-z
S“;—z_zzlnlx[qLInc, x=ce .

- -Obsérvese que el segundo miembro de la ecuacién. homogénea
es una funcion homogénea de variables x e y de grado nulo de
homogeneidad; por eso la ecuacidn del tipo -

M(x, y)dx+ N (x, y)dy=0

sera homogénea si M{x, y) y N(x, y) son funciones homogéneas
de x e y, del mismo grado de homogeneidad, puesto que en estg caso

4 eg- (2)
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Ejemplo 3. .
aé’z_y_ +tg _?_
. . d
| Hgmendo y=1xz, E%— +z y sustltuyendo en la ecuacion ll‘IlCla] obtenemos

. 'xj—i-"ri:z"-l—.tgl, _coszdz_d_x’

sen z X

In|senz| =In|x}+In¢, senz=cx, sen%:cx.
Ejemplo 4

- (x+y)dx—(y—x)dy=0.
Hac1endo y= xz, dy xdz+z dx, obtenemos

(x+x2) dx--(xz —x) (xdz+2dx)=0,

(1 + 22— 28) dxx (1 —2) dz =0,
(1 ~2)dz

= 1 » 2 ) —
'ITQZ—:—Z—L;-}—?—O, ?Iﬂ|1+22——2 H—ln[x[_

5 Ine, 2 (14-22—2%)=c, x*+2y—yt=c.

Las ecuaciones del tipo

dy ayx+by+c ,
P f(“zx—l‘bzy'i-cz-) (1.8)

pueden reducirse a ecuaciones homogéneas, si trasladamos el origen
de coordenadas al punto de interseccion (x,, y,) de las rectas

. o a1x+b1y—|—01——0 y a2x—}—b2y+02_0

Efectwamente, el miembro independiente en las ecuaciones de

estas rectas en las nuevas coordenadas X =x—x,, Y=y—y,, ser4
igual a cero; [

los coeficientes de las coordenadas permanecén inva-
riables; g—z:%, y la ecuacién (1.8) toma la forma

¥ (alx+b.1Y)

. dX ~ '\ @ X by
0 bien.
v ,
f/a1+b1 X Y
&~ 2 J=a (%)
\a2+b2 X

que ya es una ecuacién homogénea.

Este método no se puede aplicar sélo en el caso de paralelismo

de las rectas a;x+by+c;=0 y ax-+by+c,=0. Pero en este
caso’ los coeficientes - de las coordenadas son proporcionales:
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=-2 =k, y la ecuacion (1.8) se puede escribir en la forma

dy ax+biyg+co \ _ .
‘—i}_—f (k(a1x+bly)+c2> =Flax+byy) _

por consiguiente, como se demuestra en la pag. 27, el cambio
de variables z=a,x b,y transforma la ecuacion considerada en una
ecuacién con variables separables.

Ejemplo 5.
@_ﬁx—y+l
dx x+y—3°
Resolviendo el sistema de ecuaciones x-—y-+1=0, x+y--3=0, obtenemos
x;=1, y,=2. Haciendo x=X 341, y=Y +2, tendremos
dy _X—y
dX ~ X+Y°
El cambio de variables zc%, o bien Y =2zX conduce a una ecuacién de va-

riables separables:

dz _1—z (142)dz_dX
2+X3Y—1+z' 1—%2—22 X
1 1
—5 Inll—?z—zﬁlzlnl){[—?lnc,
(1—22—2?) X2=¢, X?—2XY—-V?=c,

x2—2xy —y? 4+ 2x -6y =¢,.

’

§ 4. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN

Se llama ecuacion diferencial lineal de primer orden a una ecua-
cién lineal con respecto a la funci6n desconocida y a su derivada.
La ecuacion lineal tiene la forma

gy _
a+py=Ffe, (1.9)
donde p(x) vy f(x) se consideraran en lo sucesivo funciones conti-
nuas de x en la region en que se exige integrar la ecuacién (1.9).
Si f(x)=0, la ecuacién (1.9) se llama lineal homogénea.-En la
ecuacioén lineal homogénea las variables se separan:
j—f:—{—p‘(x)yzo, de donde %gz—p(x)dx,
e integrando, obtenemos
Inly|=—{px)de+Ine, ¢>0,

y=ced PO, cro, - {1.10)
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Al dividir entre y se perdié la soluciéon y=0; sin embargo,
ésta puede ser incluida en la familia de soluciones hallada (1.10),
si se considera que ¢ puede tomar también el valor O.

Para integrar la ecuacién lineal no homogénea

Y p(y=Fx) - (1.9)

puede ser aplicado el asi llamado méfodo de variacion de la cons-
tante. Al aplicar dicho método, primeramente se integra la ecua-
cién homogénea correspondiente (o sea, la que tiene el mismo primer
miembro):

d
atPWy=0,

cuya solucién general, como fue indicado anteriormente, tiene
la forma

- ‘p(x)dx
y==ce ' .

Cuando ¢ es constante, la funcion ce"fp(x)dx es la solucion de la
ecuacién homogénea. Probemos ahora satisfacer la ecuacién no ho-
mogénea considerando ¢ como funcién de x, o sea, realizando en
escencia la sustitucion de variables

y=c(ye 70,

donde c(x) es una nueva funcién desconocida de x.
Calculando la derivada

dy d_c_ —J‘p(x)dx

-[ond "
L=xe —c(x)p(x)e R

y sustituyéndola en la ecuacién no homogénea inicial (1.9), se
obtiene

e Jrwd iy pged P +p()e() PO~ f i,

o bien
de p(xydx
C_{;C == f (X)e‘r .

de donde, integrando, se halla

c(x) = S f(:c)ef”(xmcdx—]—c1 |
y, por consiguiente,

y= c(x) e-] p(x) dx: Cle-fp(x)dx +e-fﬂ(x)dxg f(x)elrp(x)dxdx. (1 1 l)
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e

De este modo, la solucién general de la ecuac¢ion lineal no ho-
mogénea es igual a la suma de la solucién general de la ecuacion
homogénea correspondiente : : P

Ce—fp(x)dx
1

y de la solucién particular de la ecuacién no homogeénea

e—fp(x)dx's f(x)e[p(f)dxdx

que se obtiene de (1.11) si ¢;=0. i
Obsérvese que en ejemplos concretos no es conveniente utilizar
la férmula (1.11), compleja y dificil de recordar; es mas sencillo

repetir cada vez .todas las operaciones expuestas rnas arriba.

Ejemplo L.

.d_.y___ y — x2
dx x|
:- N erogienng 29 3 ohaeu .

integramos la 'gcuaciléri ‘homogénea corrﬁpoqdlente -
dy y _, dy_de o e '
dx—?_o, Y% Injyl=In|x]+Inc, y=cx.

Consideramos ¢ como funcién de x; entonces y=c (x) x, Z—i:%x-{—c(x) y, susti-

tuyendo en la ecuacién inicial obtenemos, luego de simplificar,

—_ =

x2, 6 Bién dc = x dx, c(x)=J-c-2z—+cl. L
Por lo tanto, la sotucién general.es: T R
o o “y=clx~{—%’--
Ejemplo 2. =~ s
%—yctgx=2x§enx.
Integramos la ecuacbilén;r homogéﬁgﬁ correspondie'nte. - b
%—_yct2x=q. ;éyg:—;:s;dx,

In|y|=In |senx|4Ine, y=csenx.

Variamos la constante o '
y=c(x)senx, y' =c’ (x)ysen x+¢ (x) cos x.

Sustituyendo en la ecuaé:fén inicial, obtenemos- |

¢ (x) sen x—+c¢ (x) cos (x)—c (x) cos x=2x sen x,
¢ (x)=2x, c(x)=x4cy,
y=xtsenx-4c senx.
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Ejempio 3. En un circuito eléctrico con autoinduccién tiene lugar el paso
de corriente alterna. La tensién U es una funcién dada del tiempo, U="U ({),
la resistencia R y la autoinduccion L son constantes; la intensidad inicial de la
corriente / (0)=/, es dada. Hallar la dependencia de la intensidad de la corriente
I=1(t) respecto al tiempo.

Aplicando la ley de Ohm para un circuito eléctrico con autoinduccién,
obtenenios

dl

U—LE=R1.

La solucién de esta ecuacién lineal que satisface la condicion inicial 7 (0)=/,,
de acuerdo con (1.11), tiene la forma

R t R
! 1 <!
I=e IO+I-SU(t)e dt |. (1.12)
0
Para una tensidn constante U =1U,, obtenemos

U Uy\ L
1=7°+(10 —-F")e .

Es interesante el caso de tension alterna sinusoidal: I/ = Asen w?. En este
caso, segun (1.12), obtenemos

Ry 4 ¢ R,
I=e b <]0 +T S. e sen cotdt).
0
La integral del segundo miembro se toma facilmente.
Muchas ecuaciones diferenciales pueden ser reducidas a ecuacio-

nes lineales mediante un cambio de variables. Por ejemplo, la ecua-
cion de Bernoulli, que tiene la forma

g—ﬂ—lrp(x)y:f(x)y", n=1,
o bien

y R (= (x), (1.13)

con el cambio de variables y' " #»=2, se reduce a una ecuacién

lineal. Efectivamente, derivando 4! ~*=z, hallamos (1—n)y~" dy _ dz

de ™ dx?
y sustituyendo en (1.13), obtenemos la ecuacion lineal

= L (2= (x).

2 N 3648
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Ejemplo 4.
2
ng'—t—":%;-f—xz, yr=z, 2yj—‘2=§—§,

y se prosigue como en el ejemplo I de la pag. 32.

La ecuacidn
YL pWy+awyr=F ),

llamada ecuacion de Riccati, en general no se integra en cuadra-
turas, pero por sustituciéon de variables puede ser transformada
en una ecuacién de Bernoulli, si se conoce una solucién particular
4, (x) de esta ecuacién. Efectivamente, haciendo y = y, -z, se obtiene

iz +p @)+t qx) th+22=1(x)

0, como y,+p(X)y+q(x)y:=Ff(x), tendremos la ecuacién de
Bernoulli

2 +[p () + 29 (*) 1) 2+ g () 22 =0.

Ejemplo b&.
d 2

=2 — =

Xt
En este ejemplo no es dificil hallar la solucién particular y, = % Haciendo y =

: 2

1 1 | 1
f— — ' — ’_._ '__...= — — H L— }
=2z e obtenemos y'=z = kz-{— x) o bien 2"=224

x?’ x2’
-+ 2—;— , que es una ecuacién de Bernoulli.

FA 1 du z'
Zomth vt GT T
du 2u du 2dx
Loy, o2

dx X u x
c c(x
Injuj=—2ln{x|+lnc, u=—7, =2
¢’ (x) x3
==L C(x)"—‘—‘—a“i‘ch
_a_x 1 _a_ x Il _&a_=x
=273 7 e 3" I 3
T3
I 3x2
y=—-+
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§ 5. ECUACIONES EN DIFERENCIALES TOTALES

Puede suceder que el primer miembro de la ecuacién diferencial
M(x, y)dx+ N (x, y)dy=0 (1.14)
sea la diferencial total de cierta funcion u(x, y):
du(x, y)= M (x, y)dx+ N (x, y)dy
y que, por consiguiente, la ecuacion (1.14) tome la forma
du(x, y)=0.
Si la funcidn y(x) es solucién de la ecuacién (1.14), entonces

du (x, y (x))=0,
de donde

u(x, y(x))=c, (1.15)

donde ¢ es una constante. Reciprocamente, si cierta funcién y(x)
convierte en identidad la ecuacién finita (1.15), entonces, deri-
vando la identidad obtenida, tendremos du (x, y(x))=0 y, por con-
siguiente, u (x, y)=c, donde c es una constante arbitraria, es integral
general de la ecuacién inicial.

Si las condiciones iniciales y(x,) =y, estan dadas, la constante c
se determina de (1.15): c=u(xy Yo) ¥ '

u (%, y)=u (%o Y0) (1.15,)

es la integral particular buscada. Si %‘-;-zN(x, y)#%=0 en el punto
(%, 4,), entonces la ecuacidén (1.15,) determina y como funcion
implicita de wx.

Para que el primer miembro de la ecuacién (1.14)

M (x, y)dx -+ N (x, y) dy

sea la diferencial total de cierta funcién u(x, y), como se sabe, es
necesario y suficiente que

OM(x,y) __ ON(x, 1)
3y =—" (1.16)

Si esta condicién, seflalada por primera vez por Euler, se
cumple, entonces la ecuacion (1.14) se integra facilmente. En
efecto,

du= Mdx+ Ndy.
Por otra parte, ~

du Ju
du= adx + 3 dy.

2#
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Por consiguiente,

de donde |
u(x, y)= S M (x, y)dx+c ().

Al calcular la integral SM(x, y)dx, la magnitud y se considera
constante; por eso, ¢(y) es una funcién arbitraria de y.

4 * (z.y) I\ iyl rzy)
(Zy. 5] (2.4 $ o (Zp 4/ 7
> ' - >
/4 V7
Fig. 1.10

Para determinar la funcion c (y), derivamos 1a funcion hallada « (x, )
respecto a y y, como %:N (x, y), obtenemos

6_ay (S M(x, y) dx) +c(y)=N(x, ).

De esta ecuacion se determina ¢’ (y), e integrando se halla c(y).
Como es sabido del curso de analisis matematico, se puede
determinar atin mas facilmente la funcién u (x, y) por su diferencial
total du=M (x, y)dx+ N (x, y)dy, tomando la integral curvilinea
de M (x, y)dx+ N (x, y)dy desde cierto punto fijo (x,, y,) hasta un
punto con coordenadas variables (x, y), por cualquier camino:

(x, ¥}

u(x, y)= S M (x, y)dx + N (x, y) dy.

(%a» Yo)

Con frecuencia, en calidad de camino de integracién es cémodo
tomar una linea quebrada, compuesta por dos segmentos paralelos
a los ejes de coordenadas (fig. 1.10); en este caso

x, (x, o) {x, v

Mdx+Ndy= § Mde+ { Nay,

(%o, Yo) {xq, ¥e) (x, ¥y
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o bien
(x. ¥) (%o, ¥} (x, 4}
Mdc+Ndy= § Nay+ § Mdx
(%o, Yo) (X9, Yo (Xo. )
Ejemplo 1.

(x+y-+1)de+(x—y2+3)dy =0.

El primer miembro de la ecuacién es la diferencial total de cierta fun:tén
u (x, y), puesto que

d(x+y+1) _ d(x—y*+3)

dy ox
du : x? ,
G- Tyth u=+xy-+x+cy)
ou

So=rte (), xe () =5—y+3,
3
¢ (y)=— y2_+3‘ c(y)=— %+3y+61,

x2 y3
u=?-|—_xy+x——3-+3y+cl-

Por lo tanto, la integral general tiene la forma

3x2 -} 6xy4-6x—2y3 - 1By =c,. (1.17)
Se puede utilizar también el otro método de determinacion de la funcion u (x, ¥):
(x, )
uly, )= § ry+ndete—r+ad
(%o, o)

Como punto inicial (%o, y,) escogemos, por ejemplo, el origen de coordenadas,
y en calidad de camino de integracién, la quebrada de la fig. 1.11. Entonces

(¥, 0) . 9 , ,
ux, y)= S (x+1)de+ S(x_—y2+3) dy=%+x+xy-%+3y
(0, 0) (x, ®)

y la integral general tiene la forma

xz, y3
_2__._|_x+xy__.__+3y-—c'
0 bien como en (1.17).

En algunos casos, si el primer miembro de la ecuacidn
| M(x, y)dx+ N (x, y) dy=0 (1.14)
no es diferencial total, resulta facil escoger una funcién p (x, y),

luego del producto por la cual el primer miembro de (1.14) se
transforma en una diferencial total:

du=pMdx+pN dy.
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Esta funcién p se llama factor infegrante. Obsérvese que la mul-
tiplicacién por el factor integrante p (x, y) puede conducir a que
aparezcan soluciones particulares superfluas, que reducen este
factor a cero.

Ejemplo 2,
xdx+ydy+(x2+y?) x2dx=0.

Es evidente que después de multiplicar por el factor u:;z—-l--é, el primer

miembro se transforma en diferencial total. Efectivamente, luego del producto
1

por u=m, obtenemos

xdx+ydy

Py +x2dx=0,

3
o integrando: -%—ln(xa—[—y”)—}—x—;s-———lncl. Multiplicando por 2 y potenciando,

tendremos

ﬂx’

(4y e’ =c

Es claro que no siempre el factor integrante se escoge tan facil-
mente. En general, para hallar dicho factor es necesario escoger por
lo menos una solucién particular no idénticamente nula de la ecua-

. , cién en derivadas parciales

7\ UM _ OpN

dy ox
o, en forma desarrollada,

o oM _ o N

(z.5)

la cual, después de dividir entre p
y de cambiar de miembro algunos
términos, se reduce a

/) (Z,0) ol dal oN oM
. 5 M‘ . N= i (1.18)
Fig. 1.11 En general, la integracién de es-

ta ecuacién en derivadas parciales
no es un problema menos simple que la integracion de la ecuacion
inicial. Sin embargo, a veces la eleccién de la solucion particular
de (1.18) no presenta dificultades.

Aparte de ello, considerando que el factor integrante es funcién
de un solo argumento (por ejemplo, es funcién solo de x4y o de
x? 442, o funcién sélo de x o de y, etc.), se puede integrar yasin
dificultad la ecuacién (1.18) e indicar las condiciones bajo las cuales
existe un factor integrante del tipo considerado. Con esto se obtie-
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nen clases de ecuaciones para las cuales el factor integrante puede
ser hallado facilmente.

Por ejemplo, encontremos las condiciones bajo las cuales la
ecuacién Mdx -+ Ndy=0 tiene factor integrante que depende sdlo
de x, p=p(x). En este caso, la ecuacién (1.18) se simplifica y
toma la forma _

_dlnpy _ON oM

dx dx . oy’
oM._oN
de donde, considerando % Ox funcién continua de x, obtenemos
oM_oN
Inp= ‘ 9% ¥ O dx +lne,
(-
) dyNdx dx
n=ce . (1.19)
Se puede considerar ¢ =1, ya que es suficiente tener sélo un factor
integrante. ,
oM _oN
. Oy Ox . r . . .
Si N es funcién sélo de x, entonces existe un factor in-

tegrante que depende solo de x, y es igual a (1.19). En caso con-
trario, no existe ningin factor de la forma p (x).

La condicién de existencia de un factor integrante que depende
sélo de x se cumple, por ejemplo, para la ecuacién lineal

Y py=F(), o bien [p()y—F(x)]dx-+dy=0.
oM_oN

Efectivamente, -2 = % — p(x)y, por lo tanto, n N IS

nera aniloga se pueden hallar las condiciones de existencia de facto-
res integrantes de la forma

p@), p(xxy), b2y, nixy), u(%) ete.

Ejemplo 3. (Tiene la ecuacion
xdx+ydy+xdy—ydx=0 (1.20)

un factor integrante de la forma p=p (x2-+ y2)?
| fDesignemos x2++y?==2 La ecuacién (1.18) para p=p x4yt =p(2) toma
a forma :

3 (My—Nx) 0L _IN_OM
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de donde
1n\p]=%§cp(z)dz+ln <,
o bien
1 S ¢ (2) dz
n=rce . (1.21)
donde
oN _oM
_ 0x 0y
_ qD(z)_—j\/Iy—Nx
Para la existencia de un factor integrante del tipo dado, es necesario —-Yy, en
0 oM

caso de que ¢ (2) sea continua, suficiente —que %x?_—i%‘ sea funcién sélo df:

x2+y2. En nuestro caso,

oN oM

ox 0y 2

My—Mx~ Ly’
por lo tanto, el factor integrante u=p (x®4-4?) existe y es igual a (1.21). Para
¢=1, obtenemos:

J‘ dz
ot e
p,:e =?_x2+y2 .
I - ] 7 1 -
Multiplicando la écuacién (1.20) por B=ETp la reducimos a la forma
xdx+ydy xdy—ydx_o
x* -+ yt 2ty

o bien
Ty a4
ad 0
x?+4-y?

+1+(%)2=.

é—d In (x2 +y2)+d arctg —%:0.
Integrando, obfenemos
In Y x®-+y?=—arctg —5-71— Inc

y, luego de potenciar, tendremos

‘ —arctg-i—
Vi y2=ce )
o, en coordenadas polares p=ce~%, que es una familia de espirales logaritmicas.
Ejemplo- 4. Hallar la forma de un espejo que refleje paralelamente
a una direccién dada todos los rayos que salen de un punto fijo.

Coloquemos el origen de coordenadas en el punto dado, y dirijamos el eje de
las abscisas paralelamente a la direccién indicada en'las condiciones del problema.
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Supongamos que un raya incide en el espejo en el punto M (x, g). Consideremos
el corte del eapejo, representade en la fig. 1.12, por el plano Oxy, que pasa por
el eje de las abscisas y por el panto A, Tracemos la tangente MN 2l corle
considerado de la superficie del espefJo en el punic M({x, y). Puesto gue el
imgole de iceidencia e& ignal al dngula de

reflexién, &) tridngulo MNQ es isGuceles. Por ¥

io tento, M
tgp=y¢' =-———‘—% .
e = Y Ty
La ecuacidn homogénea obtenids se imlegra
Yicilmente con el cambio de variables oz e
x - -
-—=='
g

. . Fig. 1.12
pero prede hacerse de maners alin mas sim-
ple: racicnalizando ¢l demomicador la escrlbimos en la forma
xdx-+gdy=V 5+ dr.
-La ecuacidn tlene el factor integrante evidente

- L Rl YR A — e
byETe Vara ) st peketd

{familic de pariholas). _
Qbservacidn, Este problemna se resuelve afin mds §dcilmente en coor-

denadas x E p, donde p—F x*4 8. En este caso, la ecascidn del corte de las
superlicies buscadas toma la forma

dr:dp, P=I+C.

Se puede demosirar la existencia del Jactor integrante, o lo que
es lo misime, la existencia de una solucién no nula de la ecuacion
en derivadas parciales (1.18) (vésse la pag. 3B) en cierta regidn,
si las funciones M y N tienen derivadas continuas y por lo menos
una de estas funciones no es igual a cero. Por lo tanto, ¢l método
del factorsintegrante se puede considerar como un método general
de integracion de la ecuacién del tipo

M{x, g)de+ N (x, ) dyp=0.
Sin embarga, debido a la dificultad de hallar el factor integrante,

este método se utiliza con mayor frecuencia sélo en aquellos casos
en que dicho factor es evidente.

§ 6. TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD
DE LA SOLUCION DE LA ECUACION g,;"':f(x, 0

La clase de las ecuaciones diferenciales integrables en coadra-
furas es sumamente limitada; por ello, va desde los tiempos de
Euler obtuvieron gran importancia los métodos aproximados en la
teoria de ecusclones diferenciales, '
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En lg actualidad, gracias al ripido desarrollo de la téenica de
calculo, los métodos de aproximacién adquieren un valor incompa-
rablemente mayor. ' .

Ahora, a menudo resulta convenlente utilizar métodos apraxi-
mades ain -en los casos en que la ecuacion se infegra en cuadra-
turas, Es mds, afin si la solucién puede ser expresada en forma
sencilla en funciones elementales, frecuenternente la utilizacién de
las tablas de estas funcioftes resulta mis diffell que la Integracidn

: : aproximada de la ecuacidn en cateu-

z ladoras electrénicas. Sin embargo,
4 para aplicar uno'n otro método de
. integracién aproximada de la ecua-

3 ' clén diferencial, hay que estar se-

vt guro attfe todo de la existencia de 1a
Y] solucidn buscada, asi como de la

g & . umicidad de 12 misma, ya que cuan-
LG- do no - tiene lugar la unicidad,
. 2z To-queda claro cuil solucién debe
Z < ser determinada aproximadamente.

' ®* % % Con gran frecuencia la demos-

' tracidn de teoremas de existencia

Pig. 1.13 de la solucién da también un mé-
S todo para la determinacidn exacta

o aproximada de la solucidn, lo cuaf’aumenta ain mis la impor-
tancia de los leoremas de existencia, Por ejemplo el teorema (1.1},
demostrado mas adelante, .da la fundamentacion del método de
Euler de integracién aproximada de ecuaciones diferenciales. Este
método consiste en que la curva integral buscada de lz ecuecién

ﬂifmial-s—§= f(x, ¥}, que pasa por el punto (x, #,), se susti-

tuye por una quebrada constituida por segmentos lineales (fig. 1. 13),
cade uno de los cuales es tangente a la curva integral en wne de
sus puntos frontera. Al aplicar este método para el cileulo apro-
ximado del valor de la solucién buscada g(x) en el punto x=8,
el segmento X, Jx<Ch (sl b>x,) se divide en n partes iguales
por medio de los puntos xy, x, x,, ..., X, 5, %, donde x,:=b.
La lengitud de cada segmento x,, ,—x,—# se llama paso del cdl-
culo. E{ valor aproximadc de la soluclén buscada en los puntos
x; 3¢ designara por y;. . .

. Parag el cileulo de g, se sustituye en el intervalo x, < x<< x,
la curva integral buscada por el segmento de sy tangente en el
pufltu (.l!., 'yﬂ)* _.POI' lo tan 0, yl=yn+hy;h donde y;=f{xd’ yl:l)
(vease ia fig. [.13). En forma aniiloge, calculamos

¥ Ry, donde ¥, =Flx, g);
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- Ha=ga+hys, donde g=F (x5, 4);

------------------

Yo == Yu_1-- Wes, dOOAE Yooy =F (Tursy Yuor)-

Si b< x;, el esquema del céleulo permanece invarjable, pero
¢l paso A& es negativo.

Es natural esperar que para h—0 las quebradas de Euler se
" aproximen a la grafica de la curva integral buscada. Por lo tanto,
al disminuir el paso & el método de Euler da un valor cada vez
més exacio de la solucidn buscada en el punto b. La demostracion
de esta afirmacién nos conduce al mismo tiempo al siguiente teore-
ma fundamental de existencia y unicidad de la soluciéon de la

ecuacién SL=F(r, ) con la condicién iniclal y(x)=g, bajo
condiciones suficientes muy amplias tmpuestas a la funcion f (x,z).
Teorema 1.1 (de existemcia y wunicidad de la solucibn),

St en la ecuacion | | |
W (x, ) (1.22)

la funcién f(x, y) es continua en el recténgulo D
Ye— @S XK X8, Y— by uth
y satisface en D la condicidn de Llpschitz: o
|F{%. ) —Fix, ya” SNigi—4l

donde N es una constante, enfonces existe una solucion dnica
y=y(x), x,—Hx=sxy 1 H de la ecuacion (1.22), que satisface
la condicion y{x,)=y,. donde
” H < min (a, %. El,-)
M=mmaxif(x, y)j en D. j

Las condicicnes del teorema necesiten ciertas aclaraciones. No
es posible afirmar que la solucion buscada &=y (x) de la ecitacidn
(1.22), que satisface la condicién p{x)=g, exlstirdi para
Xg—assXsixy-a, Ya que la curva integral y—=y(x) poede
salir del rectingule D a través de sus lades superior o inferior
y=1, b (fig. 1.14} para cierto valor x=1x;, x,—a < x; < x, 1 a,
y entonees, sl x, >>x,, para x> x; la solucién puede no estar

definida (si x, < x,, la solucidbn puede no estar definida
para x< Xx;). Podemos parantizar que la curva integral

y=3{x} no salé de los limites de D cuando x varia en el segmento

C r—He{xeg g 1+ H, d_nnde H es el menor de los niimeros g y %
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(fig. 1.15), puestc que el coeficiente angular de la tangente
a la curva integral buscada se encuenfra entre los~ coefi-
cientes anguiares M y —M de las rectas representadas en la figura
1.15. 5i estas rectas, entre las cuales se encuentra [a curva integral
buscada, salen de los limites de rectingulo D a través de sus lados
horizontales y= y,-1-b, entonces las abscisas de los puntos de corte

de estos lados serdn x,,j:ﬁ-. Por lo tanfo, la abscisa del punfo

¥
NETEY | S
TR #2400 \
g.‘.g.__ T ERT
& : .
| P M
| e | L] [NE]
FAE- 3 & .z;.g'mr" I mgo 3~k z mihgmata
_ Fig. 1.15 - '

de salida de la curva integral del rectangulo D puede ser sSlo
menor que o igual a x,f%, y mayor que o igual a xu-—%.

Se puede demostrar lz existencia de la solucion buscada en el
segmento x,,,—Hs;xgx.+H,' donde H=min (a, %); sin ém-
barge, es mids sencillo demostrar antes la existencia de la solucién
en el segmento x,— H <2< x,+ H, donde H <min(a. %, -lﬁ) .
Mids adelante seran indicadas condiciones, bajo las cuales la solucion

puede ser continuada.
La condicién de Lipschitz

|F {2, m)—F (% )| < Nigs—sl

puede ser sustituida por ofra, un tanto mas grosera, pero en cambio
a menudo ficilmente comprobable: 1a condicidn de existencia de
ia derivada parcial acotada f,(x, y) en la reglén D.
En efecto, si en el rectingulo D)
|Folx YN
entonces, aplicando el teorema sobre el incremento, finito, obtenemos

I;(xr yl.)__f‘.x: 32}1=Iﬂ'{x! ‘é}llyl""ylll
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donde ¥ es un valor intermedio entre g, e y,. Por lo tante, el
punto {x, &) se encuentre en D; por ese

”;{1': DI<N. v If(x 90—F(x w <N |[h—l|

- No es dif{cil preseniar ejemplos de funcienes [ (x, z) (por ejemplo
fx, ) =|y| en un enterno de los punios (x, 0)}, para las cuales la

condicién. de Lipschitz se cumple, pero la derivada %en clertos

punios no existe; por le tanto, la condicidn |%|£N es mds gro-

sera gue la condicién de Lipschitz. :
Demostracion del teorema de existencia y uni-
cidad. Sustituyamos la ecuacién diferencial

D=tfx, 1) (1.22)

con condicién inicial . : -
¥ (%) =Y (1.23)
por la ecuzcion integral equivalente

y=mt | [ pds. (t-24)

En efecto, si cierta funclén y=y() al ser sustituida en la
ecuacidn (1.22) la convierte en und identidad, y satisface a la
condicion (1.23), entonces integrande ls identidad (1.22) y tomando
en cuenta la c¢ondici6n {1.23), obtenemos que y=g(x) convierte
también en identidad la ecuacién (1.24). Si, en camblio, cierta
funcion y=y(¥) al ser sustituids en la ecuacidn {1.24) la convierte
en una fdentidad, entonces es evidente que ella satisface también
a la condicion (1.23) y, derivando la identidad (1.24), obtenemos-
que y— y(x) convierte también en [dentidad la ecuacidn (1.22).

onstruyamos la quebrads de Euler y=y,(x) que parte del

punto (x;. &} con un paso h,,---"-} en el segmento x, < x5 1, + My

n es un entero positivo (en forma completamente andloga se de-
muestra la existencia de solucidn en el segmento x,—H &L x5 ).
La quebrada de Fuler que pasa por el punto (x,, 4 no puede
salir de la re%ifm D para %,< £< X~ H (0 bien xp — [ S, 25 %),
ya que el coeliciente angular de cada segmento de la quebrada es
menor que M en valor absoluto. . .

La demostracién subsiguiente del teorema la dividiremos en
tres etapas: _ ' .

1} La sucesitn y,=y,(x) es unijormemente convergente.
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2) La funcicén y(v)=limy, (x) es la solucién de la ecuacion in-

tegral (1.24). S

3) La solucion y(x) de la ecuacion (1.24) es dnica.
Demostracion de 1). Por definicion de la quebrada de
Euler

Yn () =[xy, ¢p) para x,<<x<Cxp,,, £=0, 1, ..., n—1
(en el punto angular x, se toma la derivada derecha), o

Yn () =F (6, g N3 [f (s ) —7F (X0 4, 05 (1.25)
denotemos
f(xk’ yk) _’( (}{, Yy (X)) =N, (X)

En virtud de la continuidad uniforme de la funcién f(x, y)
en D, obtenemos

I, (D =1F (e ya)—Flx, g, (D <e,, (1.26)
si #>> N (g,), donde e, — 0 cuando n — oo, puesto que |x—x,| < 4,,
Y |l — 4, (x)| < Mh,, donde A, =2 L0 para n-—» oo.

n
Integrando (1.25) con respecto a x entre los limites desde x,

hasta x, y teniendo en cuenta que gy, (x,) =y, obtenemos

U=y, § F(t, gt dt+ (1) dr. (1.27)
Aqui n puede tomar cualguier valor entero positivo; por lo tanto,
para un entero m > 0,

Uuem @) =0 U, Gaum )t +myp (2. (128)

Restando (1.27) miembro a miembro de (1.28) y tomando el mé-
dulo de la diferencia, obienemos

Ysm ()= =L (F s e nl)—F (&, ya (E)) dE +

5 e (dt—§n, ar|<

<SP Gurm D) —F (¢, 5, ()] dE +

Xo
X X

+ § MmOl di--§ I, (0] dt,

Xo Xo
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Si oS x| x,+H 4, tomando en cuenta {1.26) y la condicién del
Lipschitz:

|y,,+,,i (I) —yu{x}lgﬁs [yl'l-i—ﬂ {t) Yy (f) I dt + (Buﬂn“l" En) -H.

Por lo tanto,

max v ) —t, (X <
x.q:xs;x,+ﬁl_y s — 4, ( H*-a-.

gNmaxS Iyﬂ+m{t}_yn {t}ldt+(3u+u+sn)'Hl

de donde

(Bt T E) H
i :H&af'-{_ . !ynl-m{x)_yn (JCHE:_*W_ <&

para todoe > 0 y para un nimero suficientemente grande n > N, (&)
De este modo,

max | fy.m () —g. (D] <
Ky&, X5 2y + H

para n > N, (2), es decir, la sucesién de funciones continuas g, (x)
es uniformemente convergente en x, < x<Cx, - H:

Yo (%) =y (%),

donde z(x) es una funcién continua. .
Demostracion de 2). Pasemos al limite en la ecuacién
(1.27} cuando n-—+ oo '

N—-—=m

tim g, (=got lim § Fr, g, () de+ tim (u, (0,
o bien ' | ) N
JOI = got lim §Fx, g lNds 4 lin §n,(0dr. (1.29)

En virtud' de la convergencia uniforme de y,(x) a g(x) y de la
continuidad uniforme de la funcién f(x, y) en D, la sucesion
F(x. 4, () = Flx, y{2).

En efecto,

1, N —f(x, g ()] <,
donde &> 0. si |y {x%—y,,{x”{ﬁ(e); pero [y (X} —g, (¥} < 6 (e}
si n> N,(56(2)) para todas las x del segmento x, <<x<x,+ H.

De este modo, [f(x, 5 (X)) —F (¢, yu{x)] <e para n> N, {5 (),
donde N; no depende de x.
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En base a la convergencia uniforme de la sucesién f(x, g, {x)}

a f(£, y(x)), en (1.29) es posible el paso al limite dentro del signo
de integral. Tomando en cuenta, ademis que |, (x}| < &,, donde

e, — 0 cuando n -— oo, obtenemos en definitiva en (1.29):

gW=g+ § flr. g dx.

De esta manera, y(x) satisface a la ecuacién (1.24).

Demostracion de 3). Supongamos Ia existencia de dos so-
luciones distintas g, (x) € y,(x) de la ecuacidn {1.24). Entonces

max |y (x) =g, ()| 0.
Lok X 2+ H

Restando miembro a miembro de la 1dentidad

{x) =y, + Sf (x, g (xNdx
. Xy

L | L | LI 1
la IJsllLivEau

Yalx) Eyu+§ .If(x.' Ha (%)) dx, |

se obtiene

B —sn@ =@ nN—f 6@l

Por lo tanto,
max g (%) —yy(5)|=
LS+ H
=, Jax 5 (e gt —Fix, ga(eN]de
< max |(1f(x g)—flx gulo)de
TpErg - e

Aplicando la condicién de Lipschitz, tendremos

max (g (D —g )|V  max
T 2 X+ H Y XA+ H

max X)— X max
gﬂmmﬁﬂiyl( ) —8s ( me“ﬁh,

=NH max |[g,(x)—yp, ()]
fo xis xg+ H

<

{191 (0) — gy () |

X
Sa‘x]:@i

<
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La desigualdad obfenida

_ — 1.30)
h{f}ﬁﬂﬁﬂlmﬂ yg(x)tﬁﬁﬂmgﬁhrjmx} ¥, 4] (1.30)

& contradictoria si  max |y (X)—#,{x}| 50, puesio que por
Lot X o Zg 42

la hipétesis del teorema H < <, y de (1.30) se deduce que NH3>1.
La contradiccion cesa solo si

max [y (X)—y, ()] =0,
g oS+ A ..
es decir, sl g, (x) ==y, (x) para x, < x<x,+H.

‘Observacion 1. La existencia de Ja sohxién de la ecnacion
§1.22) se podria demostrar de otra manera sblo suponiendo que la
uncién f(x, y) es continua (sin la condicién de Lipschitz); sin
embargo, la sola continuidad de esta funcién no es suficlente para
demostrar la unicidad de la solucion.

Observacidn 2. La existencia v la unicidad de Ia solucién
¥= g (x) se han demustrado sélo en el segmento £, — i « x<Sxy - H;
no obstante, tomando el punte {x,+ H, y(x,+H)) como inicial,
se puede repetir el razonamiento anierior y continuar la solucidn
en un segmento mas de longitud H,, si, claro estd, en un entorno
del nuevo punto inicial se cumplen las condiciones del teorema de
existencia y unicided de la sohxién. Prusiguiendo este proceso,
en clertos casos se puede continuar la solucion en todo el semicje
X=Xy, 0 aun en todo el eje — oo < x < 'co, st se continfta la so-
lucion también en el sentido negativo del eje x. Sin embargo, son
posibles también otros casos, aun cuando la funeién f(x, y) estd
determinada para valores cualesquiera de x e g.

Es posible que la curva integral no pueda ser continuada debide
al acercamiento a un punto donde no se cumplen las condiciones
del teorema de existencia y unicidad de la solucién, o 2 que la
curva integral se aproxima a una asintota paralela al eje Oy.

Eslas posibilidades se Hustran con los ejemplos signientes:

x

1} i_g: _—F » ¥({0)=1. Separanda variables e integrando, obtenemos
x’—i—fa=c’, ysﬂ: VC’»-—-—F, {.‘:I, y= V.’!—x’_‘.

La solucién no se puede continuar fuera de los limites del intervalo —l<e<l,
En lo: puntos frontera (—1. 0) ¥y (1. 0) el segundo miembro de la ecuacidn
%‘:: —-% es discontinuo. Las condiviones del teorema de existencia y unicidad
de 1a solucién no se cumplen (g, 1.18).

2) ‘j.%_ya, y{1)=1, Separando variables e integrande, se obtiene

¥ ="3 ¢ =2
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'y la curva integral puede ser continuada sélo hasta  asinto 2(- w<x<2)
(fig. 1.17). s

En la actualidad los teoremas de existencia y unicidad de las
soluciones no soélo de ecuaciones diferenciales, sino también de
ecuaciones de otros tipos, se demuestran muy frecuentemente por
el método de los puntos fijos. Uno
de los teoremas més sencillos sobre
puntos fijos es el principio de las Yi
transformaciones de contraccion *). |

4y

10 0l ¢

6 Fig.

Principio de las transformaciones de contraccion. Si en
un espacio métrico **)y completo***) M estd dado un operador A,
que satisface las siguientes condiciones:

1) el operador A transforma los puntos del espacio M en puntos
del mismo espacio: si y €M, entonces A [y) € M;

2) el operador A acerca los puntos; mds exactamente,

p(Aly], Alz]) <ap (y, 2),

donde y y z son puntos cualesquiera del espacio M; oc<:‘1 y no
depende de la eleccion de y y de z; p(y, 2) es la distancia entre

*) También llamado principio de Cacciopolli-Banach (N. del Red.)

**) El espacio M se llama métrico, si en éste esta definida una funcién
p(y, 2) de un par de puntos de dicho espacio que satisface, para puntos arbi-
trarios y, 2 y u de éste, las condiciones:

1) p(y, 2=0; ademds p(y, y)=0, y p(y, 2)=0 implica y=z;

2) ply, 2)=p(2, y); : ,

3) ply, 2)<ply, u)+p(u, 2) (desigualdad triangular). La funcién p se
llama distancia en el espacio M

***) El espacio métrico M se llama completo, si cada sucesién fundamental
de puntos del espacio M converge en éste. Recuérdese que la sucesién
Y1, Y20 <«vs Yp, ... se llama fundamental si para cada e > 0 existe un niimero

N (e) tal que para n= N (e) la distancia p (y,, y,.m) < & para cualquier nimero
entero m > 0.
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los puntos y y z en el espacto M, entonces existe un tinico punto
[ijo y del espacio M, Aly] - y. Este punto se puede hallar por el
método de las aproximaciones sucesivas, es decir, y— limy,, donde

h—xr
Y, = Ay, J -1, 20 .00 el punto y, se escoge arbitrariamente
en el espacio M.

Demostraciaon. Demostremos que la sucesién
.Ul‘l' yl‘ y‘l‘ R | .Uui
es fundamental. Valoremos la distancia entre los términos vecinos
de esta sucesion:
pWe Yy o (Aln]s Alga]) <20 (010 1), |
OYss 1) - p(A|y,), A Ifnl}/ap(un Y1) =270y, Yo,

. . . SRR | ]31
(Y (Jrul* Jn)__p(/l [Jn] [I/fi l])( ( )

i{:: oL (Jm yn-l) g anp (.yl’ yu)’

Aplicando ahora m — | veces la desigualdad triangular v utilizando
las desigualdades (1.31), obtencmos

[(Uu’ Uu-m)"--\p“f-l’ I/ru-l) Uu-—l‘ y”* )_—
e —‘,—[J (Jru—m—l' .Uu.Lm. S;:[OC" qn*l e %'rln"ﬂ llp Jl) yﬂ):

ot it

_ ] Foald =
T O U)o 0 Uh ) T E

para un n suficientemente grande. Por lo tanto, la sucesion g, 4,
Yor - v Yy - es fundamental v, como el espacio M es completo,
converge hacia un cierto clemento de ese mismo espacio:
imy, y, ye M.

N -+

Demostremos ahora que y es un punto fijo. Sea A [y] — y. Apli-
cando dos veces la desigualdad triangular, se obticne

O DO 1) 0 W Y 0 Wns 1.
Para cualquier & = 0 se puede escoger un N (e) tal que para nz=N (e):

¥ -
D oty v) 7= puesto que v lim g,

norz

. F .
2) W, Y1) <, Ya que la sucesion y, es fundamental,

3) 0y, .0, U) =0(A{y,), Alu)<eoly,, v < %, de  donde

ply, y <&, donde € se puede escoger tan pequeio como se quiera.
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Por lo fanto,
p(Er ;):'ﬂ EH.I;:;: A[.’;]"—'“E{

Queds por demostrar que el punto fifo y ¢s inico. Si existiera

otro punto fijo 2, entonces serfa p(Afy], 4 D=ply, 2, lo que
coniradice a la condicidn 2) del teorema.

Apliquemos el principlo de las transformaciones de conttaccion
a la demostracion del teorema de existencia ¥y unicidad de la selu-

¢ion g () (xy— A, S x <L 2+ ) de la ecuacién diferencial j—-f:m f{x, 1)

que satisface la condicidn y{x,)=y,, bajo 1a condicibn de que en

la regién D: I .
R A T A T R

Ja funcidn f sea continua v, por lo tanto, acotada, | f | << M, y satis-
faga Ja condicién de Lipschitz

F —f (e, DI N gz

El nimero h, es A, <<min (a, %) ; ¥ Sera eseogido con mayor exac-
{itud mis adelante.

Consideremos el espacio métrico completo €, cuyos puntes son
todas las posibles funciones continuas % %), definidas en el segmento

Xo=Hy S X < xy | hy, v cuvas grificas se encuentran en D. La- dis-
tancia se define por la igualdad

Py, 2)=max |y—z]|,
donde el maximo se escoge para todas las x del segmento
' Yo—MS X +h,

Este espacio se considera con frecuencla en diferentes problemas
del andlisis matematico, y recibe el nambre de espacio de conver-
gencia uniforme, ya que la convergencia en ef sentido de la métrica
de dicho espacio es 1z convergencia uniforme,

Sustitnyamos la ecuacién diferencial %:: f %, & con la condi-
cion inicial 4 (x}=p, por la ecuacién integral equivalenie
¥ o HE g, (1.24)
Considgremus el operador

Al =g+ {5 9 )y,
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que pane en correspondencia a cada ‘uncidn continua y(x), dada en
el sepmento x,—R, sIX€I X, + 4, v que no sale de D, la funcidn
continua A [y], definida en ese mismo segmento v cuya gréfica

| F(x,

xl?
Alyl, por lo tanto, satisface a la condicidn 1) det principio de las
transfvnoaciones de cuniraccion.

Con esta notacion, la ecuacion {1.24) se escribe en la forma
y=A|y}; por consiguiente, para la demostracién del tecrema de
existencia v unicidad, queda por demostrar 1a existencia en el espas
rio {0 de un punto fijo Gnico 4 (x) éet operador A, puestn que en
este caso tendremos y=A [y} v 1a ecuacidn (1.24) serd satisfecha.

Para la demostracién del teorema queda por comprobar si el
operador A satisface o no la condicidon 2) del principie de las trans-
lormaciones de contraccidn:

piA[y], AD<aply, 2), a < 1,

A

Clfie, =7 x, 2)]dx

X5

tampoco sale de D2, puesto que s Mk, < b, El operador

donde

p{A{y], Alz])=max

Aplicandn [z desigualdad de Lipschitz, se ubtiene

<

plAfd, &)< N max|{|y—z|de.

! gﬁm‘axly—z[max =Nh, max[y—z| = Nhyp (g, z}.'

fdx

Temando A, de manera que Vi, < a < |, se logra que el operador A
satisfaga la condic:on

pUAN, ARD Saply, 2 @< 1.

De este modo, segin el principio de las transformaciones de
contraceidn, existe un puntdn fijo fdnico y(x) del operador A o, Io
que ¢8 1o mistto, tna solucidn continua lnica de la ecuacién (1.24),
ta cual puede ser hallada por gl método de tas aproximaciones
sucesivas.

De manera complelamente anitoga se puede demnostrar el tecrema
de exisiencia y unicidad de la selucion g, (x), w3 (0, ..., 4, (x) del
sistera de ecuaciones
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B F5 e e on e B =i (=1, B o 1) (13D
o bien _ B
I# 1 [
y{'“—-gil'-"l_s F}{I‘ s y!. say é‘s}“!": {‘zlaﬂl - ﬂ'] {1 '33]
suponiende aue e la region D, definida ot lea desigmnaldades
Le— A X X+ 4, un—b; Xy S+l (t=1. 2, ..., n),

los segundos miembros fe las acuaciouves (1,32) satis{acen las con-
diciones: : ' -

1} todas las fimecdomes Fo(5, gy, 49 0 80 =1 8, ..., &) &1
ccutinuas v, por lo tanto, acotadas, || <z M,

2) todus las funiciones fr(i=1, 2, .... m) satistacen la condicidn
de Llpsckile: ' o :

Ilfl'[x! .9'1: 5‘1.- o ny y.,)'—f,-ﬁ. -z]_'p 2,. -y oy E'} rgﬂiélly‘-—-ziri.

Un puntn en el espaels C soré ahore wn sidterme de p funciones
cotinuas (. & -, 4, 0 504, una funcion vectorial a-dimensions |
Y {5} de onordenadas g G, #,(3h o0y p(@), definidz en el geg-

riento ‘g — 2y <5 5 &5 1, - h,, donde Ry < niin ga. % .. EL] ¥ sers

. |
escogideo mas adelente eon mayor exaclitud. La distencia en s
espaciu € se define por la igualdad

. p{Y (2), 7 () =‘-;;Ei max [y —z, |,

donde 2, 2z, . ...z, son las coordenadas de la funcidn vectorial Z [x).

. No“es dificil comprohar que con esta definicidn de lz distancia
¢l conjunio € dr [unciones veetoriales n-dimemsiongles ¥(x) 3=
tranaforma cn wn espaclo métrico comtpleto. El opersdor A se defina
por la fpualdad '

S ¥ :
A[Y]E_(ylli j fl{f: Uiy ¥y 2 mes ¥.)drx,

gﬂ-ijl 'EIF B Yo vnn n:ldrl' ---2 9.;'d+5in:(xr§11 Eay 10y y.,]dr),
] ’ I)

o gea, que al actuar dicho operador sobre e} punto (s, fos ... &),
se obtiene un punto del mismo eepacic £ de coardenades jguales
a s sepundos miembros de] sistema (1.33).

. El pucto 4 IT;] Perlemece al cspscio O, puesto g lodas sus
coordenadas son fincieones continues que no salen de la reglén D,
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'si las coordenadas de la funcién veciorial ¥ tampoco salen
de D '

En efecto,

'S'fr{xr By Has oo vy y,,)dleM de < Mhy B,
L RED .
Y. por lo tanto, ly,-_—_ym,!_é b .
Queda dpur combrobar” el cumplimiento de la condicién 2) del
principio de las transformaciones de contraccién:

p(A 1Y), A[Z]y="

b

= ¥ max S'[fi(-"’ Ui Has nees y"): filx, 21, 24, .., 2)]dx

Xy

A

iz max S fi’(x! 10 Yas vu iy yn)l fli[xv 2y, B3y een-y zu)ldx

A

X n .

=N ;1 max | g; T_;;.[;‘EJ max S dxl-: Nrhp(Y, Z).
Por lo tanfo, si. escogemos R < %; donde 0 < @ < [, o bien
Nrhy <o < 1, 1a condicion 2) del principio de las transformaciones

de contraccién se cumple, y existe un punto fijo ¥ fnico, el cual
se puede *hallar por el método. de las aproximaciones sucesivas.

Pero la condicion ¥ =y, [Y], por definicién del operador A, es
equivalente a las identidades -

vy \ Yt e (=12, L,

donde z;(i=1, 2, ... ,_n) son' las coordenadas de la Tuncién
vectorial ¥, o sea que ¥ es la finica solucion del sistema (1.33).

Ejemplo 1. Hallar algunas’ aproximaciones sucesivas g,, g, gg de la
solucion de la ecuacidn . : o

f—gﬁx"}ﬁ; p{0=0, —lssx], —lespel,

y-——'§(x'+y*)dx. fp=min __:l?) ;_
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s

Haciendo g, (x} =10, obtenemgg
X, x
g » x5\, 8
| o=, ”’=§(“'+?)“‘='a—+%*
1] . .

. _ .
L A2 47 \1 . I . Ogh g8
b 5 ["_+(Tr+'ﬁ) ] dr=3+g7 (‘+ 'ﬁ+m) :
Ejemplo 2. ¢(Bajo qué limitaciones !a ecuacidn lineal |

2 ry=r

satisface las condiciones del teorema de existencla y unicidad?

Para el cumplimiento de la primera condicibn del ieorema es suficiente
gue en el segimento considerado de variacién de x, = ¥ =, las funciones
pir) v f(x) sean continuas. En este caso se cumplird también la segunda
condicién del teorema de existencia y unicidad, ya que la derivada parcial

respecto a y del segundo miembro de la ecuacidn E%':.:—‘—p(xjy+f () es igual

da —p{x) y, como consecuencia de I continuidad de la funcion p(x) en el
segimento ¢, <Cx «Cdy, estd acotada en valor absoluto (véase la pag. 44!. De
este modo, si pEx) ¥ F(x) son continvas en el segmento @, < x << a,. entonces
por cada punto If %) donde a, < x, < 4, e y, es arbitrarlo, pasa una curva
integral Ginica de la ecuacién lineal coasiderads,

Teorema 1.2 (Sobre la dependencia continus de la solu-
cion con respecto al pardmetro y a los valores iniciales),
Si el segundo miembro de la ecuacién” diferencial

W—x, g, B (1.34)

es conlinuo en W para Wy p<ip, y satisface las condiciones del
teorema de existenciz y unicidad, y la constante de Lipschitz N no
depende de p, enfonces la solucidn y{(x, w) de la ecuacion conside-
rada que satisface la condicion y(x) =y, depende en forma
continua de p. :

Construyamos las quebradas de Euler y,=g,(x, p), que son
funciones continuas en p. Repitiendo los razonamientos de las
pigs. 45—47, obtenemos que la sucesion g,{x, p) converge uni-
formemente no sélo respecto a x, sino también respecto a p para

Yo xS xg-H, py<lpp,, puesto que N y H no dependen
de u, si H{min(u.ﬁ-, %). donde M=|f(x, . p)|. Por

consiguiente, la solucién y=y(x, n) de la ecuacisn

=y + Flx, 9, W, (1.35)
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que es el limite de la sucesién y,(x, p), es continua no sélo
en x, sino también en p.

Observacidn. Si se aplica a la ecuacién (1.35) el método
de las aproximaciones sucesivas, entonces las aproximaciones
y=y,{x, p), que son funciones continuas en x y pu, convergen

uniformemente a la solucién y(x, p) de la ecuacidén (1.35) (puesto
que a=Nh <1 no depende de p). Por lo tanto, también por
este método se puede demostrar la dependencia continua de la
solucidén con respecto a x y a p.

Evidentemente, esta demostraciéon no varia nada si el segundo
miembro de la ecuacién (1.34) es funcién continua de varios
parametros, suponiendo, claro esta, que la constante de Lipschitz N
no depende de éstos.

]

7 (z,-Z5)< e, )
(4~ /<& b)

Fig. 1.18

Por este mismo método, en condiciones analogas, se podria
demostrar la dependencia continua de la solucidn y(x, x,, y,) de

.. dy . . <. .
la ecuacion - =1 y) con respecto a las condiciones iniciales

Xo € Yo, en este caso sélo habria que disminuir un tanto A4, ya
que en caso contrario las soluciones, definidas por condiciones
iniciales  cercanas a x, e y,, podrian salir de la regién D ya
para valores de x que se encuentren en el intervalo x,—h, < x <
< Xg+hyo. - '

Sin embargo, es mas facil reducir, por sustitucién de variables,
el problema de la dependencia de la solucién de las condiciones
iniciales al caso ya considerado mas arriba de la dependencia de
la solucién de los parametros contenidos en el segundo miembro
de la ecuacién (1.34). En efecto, haciendo z=y(x, x5 Yo)—Yo»

. d . e r
t =x —x,, transformamos la ecuacioén d_xq == f (x, y) con condicion

inicial y(x) =y, en g-;:f(t—}-xo, Z2+Yyo), 2(0)=0. A esta ecuacion
. ya se le puede aplicar el teorema de la dependencia continua de
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la solucién respecto a los parametros x, e y,, si la funcion [ es
continua y satisface la condicién de Lipschitz. ”

Por medio de estos mismos métodos pueden ser demostrados
teoremas analogos para los sistemas de ecuaciones. .

Obsérvese que la dependencia continua de la solucién y (%, X, %),
Xg < Xx<{b (0 bien b<Cx<Cx,) de las condiciones iniciales x, e y,
significa que para todo & >0 existe un (e, b) >0 tal que de las
desigualdades

} lxo—xo l < 6(8’ b) y lyﬂ""yl , < 5(8r b)
se deduce la desigualdad ,

| \y@x o v —ylte X 5l <e - (1.36)
para x,<lx < b (fig. 1.18).

Al aumentar b, disminuye, en general, 8 (e, ), y puede tender
a cero cuando b — oo. Por eso, no siempre es posible escoger un
nimero 8(e) >0 para el cual se satisfaga la desigualdad (1.36)
para todas las x> x, es decir que no siempre las soluciones
cercanas en las condiciones iniciales permanecen cercanas para
valores arbitrariamente grandes del argumento.

La solucién que varia poco al variar las condiciones iniciales
en forma arbitraria, pero suficientemente pequefia, para valores
del argumento arbitrariamente grandes, se llama estable. Para mas
detalles sobre las soluciones estables, véase el cap. 4.

Teorema 1.3 (sobre la dependencia analitica de la solu-
cion con respecto al pardmetro, teorena de Poincaré). La
solucién x(t, p) de la ecuacion diferencial x=f(t, x, p) que
satisface la condicion x(t,)=x, depende analiticamente del pard-
metro n en un entorno del valor w=u,, Si la funcién [ en la
region dada de variacion de t y de x y en cierto entorno del
punto p,, es continua en t y depende analiticamente de p y de x.

Una afirmacién analoga tiene lugar también para el sistema
de ecuaciones

xt(t)zft(t9 xl’ xzv .".' ’ xm P’) (t‘—:l’ 2’ R n)‘

En este caso se presupone que las funciones f; son continuas en
el primer argumento y dependen analiticamente de los argumentos
restantes.

No daremos una demostraciéon detallada de este teorema, asi
como de otros teoremas que exigen la aplicacion de la teoria de
las funciones analiticas. Recomendamos al lector el articulo de
A. N. Tijonov, que contiene la demostracion mas sencilla del
teorema sobre la dependencia analitica de la solucién con respecto
al parametro. :
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, LLa idea de la demostracion de A, N. Tijonov se reduce a lo siguiente:
. consideranndo que p puede tomar también valores complejos, se demuestra la
' A,x{t, p) Ox
_existencia del limite lim —*——w=_  lo cual significa precisamente que la
Ap—0 Ap ap

-solucion depende analiticamenie de p. La existencia de este limite se deduce

A x
- del hecho que la razén Z% satisface la ecuacion diferencial lineal
d A G x( AR, pHAR—f (G 2t ), BHAR A, D
i Ap NI | an
+f(t. x (¢ w) ptAp)-—f (¢ x(t p), p) A -

AR T Ap t:t‘o=

cuya solucién es finica y, al tender el incrementoc A de cualquier modo a cero,
tiende a la solucion finica de la ecuacién

dz _of ., O 2 (£5) =0.

@ I,
Teorema 1.4 (sobre la derivabilidad de las sbtuciones).
Si en un entorno del punto (x,, y,) la funcién f(x, y) tiene derivadas
continuas hasta de k-ésimo orden inclusive, la solucion y(x) de la
ecuacion ) ‘
d ‘
2==f( y) (1.37)

que satisface la condicién inicial y(x,) =y, tendrd derivadas con-‘
tinuas hasta de (k- 1)-ésimo orden inclusive en cierto entorno del
punto (X, Yo). . o

Demostracion. Sustituyendo y(x) en la ecuacion (1.37),
obtenemos la identidad :

“ Y =Fx, y(). (1.37,)

Por lo tanto, la solucién y(x) tiene la derivada continua f(x, y(x))
en un entorno del punto considerado. Entonces, debido a Ia
existencia de derivadas continuas de la funcion f, existird la
derivada segunda continua de la solucién
d®y of | Of dy _df |, of
o ma—x%@“a;fg;—l—ggf(x: Yy (x)).
'Si &> 1, entonces, en virtud de la existencia de las derivadas
continuas de segundo orden de la funcién f, se puede, derivando
nuevamente la identidad (1.37,), obtener la existencia y la
continuidad de la tercera derivada de la, solucion
@y _Pf o B P | O (O O 5\
dxs — Ox3 +26x6yf;_qt3y2i2 '{"557 (b;"f"a;,‘f) .
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Repitiendo este procedimiendo k& veces, se demuestra el teorema.
Consideremos ahora los puntos (x,, y,) en cierto entorno de

. . .o d :
los cuales no existe la solucidn de la ecuac;onaf—;zf(x, y) que sa-

tisface la condicién y(x,)=y, o existe pero no es fnica. Estos
puntos se llaman puntos singulares. ,
La curva formada enteramente por puntos singulares se llama
singular. Si la grafica de cierta solucion estd formada enteramente
por puntos singulares, dicha

solucion se llama singular. 4 % !
1 ‘ J L
.‘z"
| ? ar'
Fig. 1.19 Fig. 1.20

Para hallar los puntos singulares o las curvas singulares, hay
que encontrar ante todo el conjunto de puntos en los cuales no se
cumplen las condiciones del teorema de existencia y unicidad de
la solucion, puesto que sdélo entre dichos puntos pueden haber
singulares. Naturalmente, no cada punto en el cual no se cumplen
las condiciones de dicho teorema es necesariamente singular, ya
que las condiciones del mismo son suficientes para la existencia
y unicidad de la solucién, pero no necesarias.

La primera condicién del teorema indicado (véase la pag. 43)
no se cumple en los puntos de discontinuidad de la funcién
f(x, y). Ademds, si al acercarse por cualquier camino a cierto
punto aislado de discontinuidad (x,, y,), el médulo de la funcién
[ (x, y) crece indefinidamente, entonces en los problemas en que

las variables x e y son equivalentes, la ecuacion % = f(x, ),

como hemos convenido mas arriba, debe ser sustituida por
dx :
dy ~ f(xy)’

cuyo segundo miembro ya es continuo en el punto
(Xg, Yp) si consideramos que (

[ (xo, yu).:O. “
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Por consiguiente, en los problemas en que las variables x e y
son equivalentes, la primera condicién del teorema de existencia
y unicidad no se cumple en los puntos en que las funciones

1 . .
Fx vy Fo gy Son discontinuas.

Con particular frecuencia nos encontramos con ecuaciones de
la forma | |
TNy (1.38)

donde las funciones M(x, y) v N(x, ) son continuas. En este

caso, las funciones ?Vd((; yy)) y 2;((); 'I;)) serdn simultaneamente dis-

continuas s6lo en los puntos (x,, y,) en los cuales M (x,, y,) =
= N (%, #)=0 y no existan los limites

li Mx, g}
m ———2
x>z, N (5 8)

Y—>Y

. Nix, )
lim =22L
x> xg M (% )
Y —> Yo

Veamos algunos puntos singulares tipicos de la ecuacin (1.38).

Ejemplo 3.

El segundo'miembré de la ecuacién dada, y el de la ecuacidn 3—2:% son

discontinuos en el punto x=0, y=0. Integrando, obtenemos y=cx?, que es
una familia de parabolas (fig. 1,19), y x=0. En el origen de coordenadas
tenemos un punto singular, llamado nudo.

Ejemplo 4. i

dy__ 4 -

de~ x° i
El segundo miembro de la ecuacién dada, y el de la ecuacién %:——%

son discontinuos en el punto x=0, y=0. Integrando, obtenemos y=-£— . que

es una familia de hipérbolas (fig. 1.20), y la recta x=0. En el origen de
coordenadas se tiene un punto singular, {lamado moniura. . :

Ejemplo 5.
dy_x+y
dx " x—y’ S
. .. . dx x—y
El segundo miembro de esta ecuacién, y el de la ecuacién — =~——2 son
day x+y-

discontinuos en el punto x=0, y=0. Integrando Ia ecuacién homogénea
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consitderada (comparese con el ejemplo 3 de la pag. 39 » obtenemos

-

— arctg_y_
Vefy=ce *,

o, en coordenadas polares, p=ce?, que son espirales logaritmicas (fig. 21). Un
punto singular de este tipo se llama foco.

Ejemplo 6
dy _x
dx oy
, ; oo o dx y
El segundo miembro de esta ecttacién y el de la ecuacion Ej:_? son
discontinuos en el punto x=0, y=0. Integrando, obtenemos 'x3+95=c2, que
x4"
T4
ﬂ\
Fig. .21 Fig. 22

es una familia de circunferencias con .centro en el origen de coordenadas (fig.
1.22). Este tipo de punto singular, o sea, un punto singular cuyo entorno esti
cubierto por una familia de curvas integrales cerradas, se llama centro. En este
ejemplo no existe ninguna solucién que satisfaga la condicién y (0)==0.

El problema de los puntos singulares y de su clasificacién seri
enfocado desde un punto de vista un tanto diferente en el capi-
tulo 4.

La segunda condicion del teorema 1.1 de existencia y unicidad
de la solucidén: la condicién de Lipschitz, o la condicién mas

. . . . 0
grosera de la existencia de la derivada parcial. acotada 55-, con
. . . 5 .
mayor frecuencia no se cumple en los puntos en que -55 crece inde-

finidamente al aproximarse a ellos, o sea, en los puntos donde

1 | |

=0,

bl

0y i i
La ecuacién 737-20, en general, define cierta curva, en cuyos

¥ | .
puntos puede no tener lugar la unicidad. Si en los puntos de esta
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curva la unicidad se viola, entonces la curva sera singular. Si,
ademés, esta curva es integral, obtendremos una curva integral
singular.

Fig. 23

Es posible que la curva '-éff‘;‘:; 0 tenga varias ramas; entonces para

dy
cada una de ellas hay que resolver el problema de si esta rama
es una curva singular, o bien una curva integral, o no.

Ejemplo 7. ¢Tiene solucién singular la ecuacién d—imyﬂ—{—xﬂ?
Las condiciones del teorema de existencia y unicidad se cumplen en un en-
torno de cualquier punto; por lo tanto, no hay solucién singular. Lo

. : . cr . . dy 3,
Ejemplo 8 (Tiene solucién singular la ecuacién e l/_(yf—x)2+5?

" El segundo miembro es continuo, pero la derivada parcial a—I-:_—-g— (y —x)P
-y

crece indefinidamente al aproximarse a la recta y=ux; por lo tanto, en dicha

recta puede no cumplirse la unicidad. Sin embargo, la funcién y=x no satis-

face la ecuacién considerada y, por consiguiente, no hay solucién singular.

3

Ejemplo 9. ¢Tiene solucidn singular la ecuacién f_i%: ?/(ymx)2+1?

Al igual que en el ejemplo anterior, la ecuacién "-a}f-;—o tiene la forma

y==x, pero esta vez la funcién y==x satisface la ecuacion dada. Queda por
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aclarar si se viola 0 no la unicidad en los puntos de esta recta. Mediante la
sustitucion de variables z=y—x, se reduce la ecuacién inicial a una ecuacién
de vanat()ies separables, luego de lo cual hallamos sin dificultad la solucién:
x—c)3
27

de la solucién y=x (fig. 1.23). ‘Por consiguiente, en cada punto de la recta
y==x la unicidad se viola, y la funcién y=x es una solucién singular.

Este ejemplo demuestra que la sola continuidad del segundo miembro de
la ecuacién

y—x= - Las curvas de esta familia pasan por los puntos de la grafica

?_H:"f(x# y» ¥ (x0)=:.‘/0v

no es suficiente para la unicidad de la solucién del problema inicial fundamen-
tal; sin embargo, se puede demostrar que la existencia de la solucién con ello
va ‘est4 garantizada. . - i

§ 7. METODOS APROXIMADQOS DE INTEGRACION
DE LAS ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

En el paragrafo anterior ya hemos visto dos métodos aproxi-
mados de integracién de ecuaciones diferenciales: el meétodo de
Euler y el método de las aproximaciones sucesivas. Sin embargo,
ambos métodos tienen insuficiencias sustanciales, por lo que son
relativamente poco utilizados en la préactica del célculo apro-
ximado. 7

Las virtudes de los métodos aproximados se valoran por la
exactitud de los resultados que éstos dan y por la 51mp11c1dad de
los calculos. Las insuficiencias del método de las aproximaciones
sucesivas son la relativamente lenta convergencia a la solucién
de las aproximaciones y la complejidad de los calculos. La insufi-
ciencia del método de- Euler es la poca exactitud, -para elevar la
cual hay que tomar un paso 4 muy pequefio. Esto conduce a cal-
culos muy. largos.

A propésito, un pequefio perfeccionamiento del ‘método de Euler,
el llamado emparejamiento (o iteracién), conduce ya a un esquema
de cilculo .bastante cémodo. Al aplicar el método de Euler con
emparejamiento, se divide el segmento x,<<x<Cb, en el que hay

que calcular la solucién de la ecuacién j—i=f(x, y) determinada

por la condicidn y(x) = y,, en partes iguales de longitud hzb;‘; 2.

Denotando x,+kh=1x,, y(xo1-kh) =y, y (xo-+kh) =y, se calciila
Yppys S Y ya fue hallado, al principio por la formula de Euler:

ym—yﬁhyk, o bien Ay,=y,.1—Yp=hys, (1.39)

es decir, en el segmento x,-+kh<Cx<x,-+(k-+1)h se sustituye la
curva integral que pasa. por. el punto (x,, y,) por un segmento
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de su tangente en ese mismo punto (véase la fig. 1.13, pég. 42).
Después se precisa el valor calculado y,.,, para lo cual se deter-
mina la derivada yp,s =f (X441, Yrsr) Y s€ aplica nuevamente la
formula de Euler (1.39), pero tomando en lugar de y; la media
aritmética de los valores calculados de las derivadas en los puntos

Yr+ Yk

frontera ===, es decir, se considera

Yurn =Yy b Lot len (1.40)

El valor nuevamente calculado Ypi1 nos permite caleular un nuevo
valor de la derivada: y,.q =[(%X,,1, Y,,1), después de.lo cual se

vuelve a calcular la media aritmética de las derivadas —--——---yk"gy"“ ,
y se aplica de nuevo la férmula (1.40)

yk+1=yk.‘|‘h.‘yf_‘.:‘]—§gfé%f‘ :
Este proceso se continfia hasta que coincidan, en los limites de
la exactitud dada, los resultados de dos calculos sucesivos de los
valores de y,,,. Luego, por el’mismo método, se caleula y,,, etc.
El método de Euler con emparejamiento da en cada paso un
error de orden A* y con frecuencia se aplica en la practica del
calculo. Sin embargo, con mucho mayor frecuencia se utilizan
métodos mas exactos (como los de Stérmer, Runge, Milne vy otros),
basados en la sustitucién de la solucién buscada por varios miems
bros de su desarrollo de Taylor B

) . h2 ., o “ui . pn n .
Y1 %yk—i‘hyk—i-@f!fk-l—-n—l—;ﬁy}a’, (1.41)

- es decir, en la sustitucién de la curva integral buscada por una
pardbola de n-ésimo grado, que tenga un confacto de orden n con
la curva integral en el punto x=x,, y=y,. __ |

La aplicacion directa de la férmula de Taylor (1.41) en cada
paso conduce a cilculos complejos y no de un mismo tipo, por lo
que ésta se aplica comimmente sélo para calcular algunos valores
cercanos a x=ux,, necesarios para la aplicacién de esquemas de
calculo mas cémodos. Entre éstos se debe mencionar ante todo
el método de Stérmer, en el cual el calculo se realiza mediante
una de las siguientes f6érmulas, seglin el grado de la parabola
de aproximacién: '

: ‘ 1 o : o

Yes1=Yp + g, +“2_ Aqk_p . (1.42)
1 -5

Yrex=Yp + G5+ E‘A‘Tk—l + ‘f‘ngqk_gx (1.43)

No 3648
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o o -V 3 “oAn
Yrer=Yp Tt 5 A1 5 A%, + 5 A%, (1.44)
1 5 L, 3 251 |
yk+1=!/k_+‘h +§Aqk-1+1—2_A2‘ik-z+§Asqk-s + 755 A%k —s (1.49)
donde

Ge=Yh, AGp_y=qp—qs_1, Agy_y=A7q,_1—AG,_s
A%qy_3=A%q_y—A%, 4, Alg,_,= A%qy_3—A%,_,,

Las formulas de Stérmer pueden ser obtenidas mediante la in-

tegracién, desde x, hasta x,,,, de la indentidad Yy =f(x, y(x)),
en la cual y(x) es la solucién buscada:

her Gt L T g () dx,

X

y aplicando la férmula de cuadratura, conocida del curso de ani-
lisis:
Xk 41

S ¢(x)dx~h [‘Pk + ‘:;_‘ A1+ T5'2' A%, _ 2:‘(‘

o 3 | 251 o |
5 At g AL (146)

Recordemos que esta férmula de cuadratura se obtiene mediante
la sustitucion de la funcién subintegral ¢ (x) por un polinomio
de aproximacién segiin la férmula de interpolacién de Newton y
el calculo de las integrales de cada sumando.

La apreciacién del resto de la férmula de cuadratura (1.46)
muestra que el error en la férmula (1.42) en un paso es de orden
B en la férmula (1.43), de orden A%; en la (1.44), de orden h®;
en la (1.45), de orden A°. Si se toma en cuenta que para varios
pasos los errores se pueden sumar, entonces para la apreciacién
del error en n pasos hay que multiplicar las apreciaciones obte-

. b—x, .
nidas para un paso por n= —, lo cual puede conducir a la

variacién del orden del error mencionado mas arriba.

Observacion. Se puede demostrar, por desdrrollo directo
segin la férmula de Taylor en un entorno del punto X=X,, que
el segundo miembro de la férmula de Stérmer (1.42) coincide con
los tres primeros términos del desarrollo de y, ., segfin la férmula
de Taylor (1.41), con exactitud de hasta los términos que contie-
nen a h en pofencias mayores que 2: :

I
Yr +hYx+ 57 Yi; (1.47)
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el segundo miembro de la férmula siguiente de Stormer (1.43),
con exactitud de hasta los términos que contienen a A en poten-
cias mayores que 3, coincide con

, R . K ..
Yut B+ 5y e+ 57 Yk -
etc. Para la férmula (1.42), por ejemplo, obtenemos:

R 1 ' . | , , ‘

Yot hye+ 5 hAYe s = Yo+ Py + 5 B (e —Y-0), (1.48)

o, desarrollando o |

Ye1 Y (%)
por la férmula de Taylor

’ 4 L -1 " . ‘
Y e )=y (%) -hy" () -+ h%Y" (%) +
y sustituyendo en (1.48), obtenemos:
. | ) . : , 1 v n
Yttt 5 hYe—Ye-r) =+ M+ 5 By — 7 Py + . ..

por lo tanto, los tres primeros términos coinciden con los tres
téerminos del desarrollo seglin la férmula de Taylor (1. 47).

Para comenzar el calculo por las férmulas de Stormer es nece-
sario conocer los valores de la funcion buscada no en uno, sino
en varios puntos (al aplicar la férmula (1.42), en dos puntos: x,
y Xx,-+h; al aplicar (1.43), en tres: x,, x,-+h y x,4 2h, etc.).
Estos primeros valores pueden ser calculados por el método de
Euler con paso disminuido, o aplicando la férmula de Taylor
(1.41), o por el método de Runge expuesto brevemente mas abajo.

Tomemosy por ejemplo, la formula (1.44):

! 5 3
!/k+,1:!/k+%+“2“A%-rlﬁﬁAz‘h—z'{"gAsfik-sv
y supongamos que, aparte del valor inicial dado Yo, ya hemos
hallado y, y, e ys. Entonces se pueden calcular:

go="1 (%0, 421, g1 =F(x1, Y1) 11,
q’_z:”f(xz’ Yy b, qs={[(x3, ys)h,
y, por lo tanto, también
Agy=q1—qs Aq= 92 G Ay =g5—4qs,
A’qy=Aq1 —Aqy, Aqy = Aqy—Agy, Aqy=Aq;—A%,.

Ahora, mediante la formula (1.44), calculamos el valor y, vy,
conociendo éste, obtenemos g,, Agy, A%q, y Aq,. Luego, por medio
de la misma férmula (1.44), calculamos y,, etc.

3¢
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Los resultados del calculo se anotan en la tabla siguiente, que
se va llenando gradualmente: .

x v . | Y Atq A%
Xo Yo 9o Aqy A?q, A3qy
% W 0 Alqlv e Azq:]’
*3 Y 9z Aq.zz L
3 |... - yYs Vg oy
Xs & g ’

1 x5 ﬁ ]
Xg - .

Generalmente se exige calcular con una exactitud dada el valor
de la solucion buscada de la ecuacién diferencial en cierto punto
x=~>. Entonces surge de inmediato la pregunta: ¢cual de las for-
mulas de Stormer convendria utilizar y qué paso A garantiza
la exactitud de calculo exigida, sin ser demasiado pequefio para
que no conduzca a un exceso de operaciones? Los 6rdenes de los
errores para cada paso, indicados mas arriba, dan cierta idea sobre
la eleccién de la férmula con la que conviene realizar los calculos,
y sobre ‘la eleccién del paso. Hay que tener en cuenta, claro esta,
que tras unos cuantos pasos los errores pueden sumarse. Si el paso
h fue escogido correctamente, todas las diferencias en la tabla
deben variar uniformemnente, y las tltimas diferencias en la for-
mula (1.44) deben influir sélo en las cifras de reserva. Un cambio
brusco de cierta diferencia demuestra que para el paso 2 escogido
pueden no considerarse algunas peculiaridades de la variacion de
la funcién en el segmento considerado, lo cual puede traer apare-
jado errores considerables en el calculo de y, ;.

Sin -embargo, todos estos razonamientos no son del! todo segu-
ros, y valorizaciones mas exactas del error son muy complejas e
incémodas. Por eso a menudo se aplica el siguiente método practico
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——

y bastante efectivo: se escoge un paso #, en base a los razonamien-
tos inexactos expuestos mas arriba; se realiza el calculo mediante

4 - a h
una de las férmulas de Stérmer, con pasos & Yy 5, ¥ se com-

paran los resultados en los puntos comunes. Si dichos resultados
coinciden en los limites de la exactitud dada, entonces se considera
que el paso & asegura la exactitud de calculo dada. Si, en cambio,
los resultados no coinciden en los limites de la exactitud dada,
entonces se disminuye el paso a la mitad, se realizan los calculos

. h h
con los pasos 3 Y 7 Y secomparan nuevamente los resultados, etc.
Es conveniente realizar en forma paralela los calculos con pasos
h . .. .
h y 5, para notar lo antes posible la no coincidencia de los resul-

tados, y no efectuar un trabajo innecesario. Este método de doble
computacion tiene ademés la cualidad de que al aplicarlo se
excluyen casi por completo los errores en los calculos, puesto que
eéstos, por regla general, son descubiertos al comparar los resuitados

de los calculos con pasos A y g-

Para hallar varios valores iniciales y, necesarios para el co-
mienzo de los célculos por el método de Stérmer, se puede reco-
mendar, aparte de los métodos sefialados mas arriba (método de
Euler con paso disminuido, con iteraciones o sin ellas, o método
de desarrolio segiin la férmula de Taylor), el método de Runge.

Seglin este método, para hallar y,., hay que calcular cuatro
nimeros:

h h
m].:f(ka yk): m2=f(xk+-§-, yk+ '1121_.) ,

my =f (x,;+-%, yk+£'§f’-—), my=f (x,+h, yp-+ msh),

‘.

(1.49)

y entonces
h ;
Yer1= Yo+ (My+ 2my + 2my 4 m,). (1.50)

El método de Runge se aplica generalmente sélo para el calculo
de varios valores iniciales y;, y,, ..., necesarios para comenzar
los calculos por el método de Stormer; sin embargo, por este mé-
todo se pueden calcular también los demis valores. El método de
Runge, al igual que el de Stérmer, se fundamenta en la aproxi-
macion de la curva integral buscada por una parabola osculatriz.

Si se compara el segundo miembro de la férmula de Runge
(1.50) con el desarrollo por la férmula de Taylor

’ 1 1 4 1 e l - .
Ve =Yp Y+ 5 6 R e R4
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resulta que los términos con potencias menores de cinco coinciden.
Por eso, al calcular varios valores iniciales por el método de Runge,
con paso ulterior al calculo por medio del método de Stoérmer
seglin las foérmulas (1.42), (1.43) o (1.44), se puede realizar el cal-
culo con el mismo paso k. Si, en cambio, a continuacion se aplica
la formula de Stormer (1.45), entonces el comienzo del célculo
por el método de Runge debe efectuarse con paso disminuido,
puesto que para un mismo paso la férmula (1.50) no garantiza la
misma exactitud de los calculos que la (1.45). A propésito, con
frecuencia ain al aplicar la férmula de Stormer (1.43) y la (1.44),
el comienzo de los célculos se realiza de todos modos mediante la
formula de Runge con paso disminuido, ya que incluso un pequeifio
error en el calculo de los valores iniciales para la formuia de Stor-
mer puede disminuir bruscamente la exactitud de los calculos
ulteriores *). |

Las maquinas calculadoras modernas de accién discreta permiten
realizar los calculos indicados arriba por los métodos de Stormer
o de Runge con excepcional rapidez (varias decenas y hasta centenas
de miles de operaciones por segundo). Ademas, el propio proceso
de programacion puede ser considerablemente simplificado por
medio de la aplicacién de programas standard, preparados para los
métodos de Stérmer y de Runge. En este caso, para la integracion
aproximada de la ecuacién diferencial y'={(x, y), y(x,) =y,, hay
que -confeccionar sélo el subprograma para el calculo de los valores
Yr=F(x, y,), e incluirlo en el programa standard.

Ejemplo. )
o y=x+y% yU)=—L
Hallar el valor #(0,5) con aproximacién de 0,01,
Aplicando el desarrollo segiin la férmula de Taylor

y )=y O +y @+ LOELLOL,

se calcula el valor-de y(x) en los puntos x;=0,1 y x,=0,2:

o y(0,1)=—0,9088 e y(0,2)=—0,8309
(o ;bieh, en lugar de y(0,2), se calcula y(—0,1), lo cual es atin mas preferible,
ya que el punto x;=—0,1 se encuenira mas cerca del punto inicial x,=0 que
el punto x,==0,2). Los valores subsiguientes se calculan por medio de la férmula

de Stormer (1.43) con paso h=0,]1, vy los resultados del calculo se disponen en
.una tabla (sin las diferencias A%q). Después de esto, o en forma paralela, se

realiza el cilculo con pasc -§~‘=0,05. Como resultado, se obtiene:
' : y (0,5) =~ —0,63,
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§ 8. TIPOS SIMPLES DE ECUACIONES NO RESUELTAS CON RESPECTO
A LA DERIVADA , - |

La ecuacién diferencial de primer orden no resuelta con respecto
a la derivada, tiene la forma

F(x, 4. y')=0. | (1.51)

Si esta ecuacién puede ser resuelta con respecto a y’, se obtienen
una o varias ecuaciones

Y=y @=1,2 ...

Integrando estas ecuaciones, ya resueltas con respecto a la derivada,
se hallan las soluciones de la ecua- |
cién inicial (1.51). |

7
n

Integremos, por ejemplo, la ecuacién
U')P—x+9)y +xy=0. (152
Resolviendo esta ecuacién, que es cuadra-
tica con respecto a y’, tendremos: y' =x
e y' =y. Integrando cada ecuacién obteni-
“da, hallamos:

- i ! ]
yxi‘-;--s-c (1.53) "
e ) “‘ | —
y=ce*. (1.54) XN z

(fig. 1.24). Ambas familias de soluciones
satisfacen la ecuacién inicial. )
Las curvas formadas por un arco de -3
curva integral de la familia (1.53) y un arco J
de curva integral de la familia (1.54), si en
el punto comiy poseen una tangente comin,
seran también curvas integrales lisas de la
ecuacion (1.52). En la fig. 1.25 est4 represen-
tada curva integral de la ecuacidn (1.52),
formada por las graficas de las soluciones
2

y:’—;——{—c para c:-;—, —w < x=l, e

y:Cex, para c=e—1, [€x< o en la Flg. 1.24

fig. 126 se muestra la curva integral de la ecuacién (1.52), formada por las
2

graficas de las soluciones‘yzfQ—, si x<<0, e y=0si x>0,

De esta manera, 1a ecuacidn

- Fx, y, y)=0 (1.51)
puede ser integrada resolviendo con respecto a y’ e integrando las
ecuaciones obtenidas ¥y’ =f;(x, y) (i=1, 2, ...), ya resueltas con

respecto a la derivada.



