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RESUMEN

El apunte presenta un método matematico de resolucién de la ecuacion de estado. El método es un
procedimiento iterativo convergente a la solucién buscada que se basa en la formulacion integral de la
ecuacion de estado.

El método general se aplica luego a sistemas lineales, de cuya solucion se destacan las propiedades de la
matriz de transicién, para ambos casos: inestacionario y estacionario.

Para el caso lineal estacionario se establece la conexion con el modelo externo del sistema dado por la
funcién o la matriz de transferencia.
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Consideremos el modelo matematico (MM) de un SF D deterministico:
(@), %) =f[x(t), u(t),1]

Donde x(t) es el vector de estados, u(t) es el vector de entradas y f es una funcién vectorial. Cuando el SF D,
encontrandose en un determinado estado es excitado por un conjunto de magnitudes fisicas a partir de un
dado instante inicial to, se produce una evolucion cierta y determinada de todas sus magnitudes fisicas. El
MM (1) debe reflejar esta circunstancia, que matematicamente se traduce en la necesidad de que la
solucion Xy, q debe existir y ser Gnica para cada conjunto de condiciones iniciales x(to) =:Xo ¥ segmento de
funciones de entrada Uy, g.

Teorema de existencia y unicidad (PICARD-LINDELOF)

Para que haya solucién Unica de (1) deben satisfacerse ciertas hipétesis, cuya generalidad se limitara aqui
a lo estrictamente necesario para sistemas fisicos de la técnica.
Siendo usual que las entradas tengan cambios bruscos, con valores limitados, admitiremos:

H1).- Entradas u(-) (k1 m, donde m={1, 2, ..., m}); seccionalmente continuas y acotadasen T 1 A.
T: intervalo temporal de definicién del problema y de validez del modelo.
Un conjunto de m funciones seccionalmente continuas o admisibles pertenece al espacio U de las
funciones admisibles u(-) T U".
Paracadatl T,u)T Ul A™
U: espacio de (los valores de las funciones de) entrada.
Estos eventuales saltos de las entradas pueden ocasionar que las funciones f;, ain siendo continuas
en su dependencia de u [0 sea, vistas como fi(X, -, t)], no lo sean consideradas como funciones
compuestas [es decir, vistas como fi(x, u(+), t) = hju(:)] = z()].
Ademas de estos posibles saltos, debe tenerse en cuenta que tanto las RelaCs como las RelEsts
pueden introducir directamente saltos en f;, vistas en la dependencia fi(x, u, -) (hecho que obedeceria
a discontinuidades en la variacién temporal
de los parametros o de la estructura del .
sistema, respectivamente). Uty
Considerando ambos hechos, incorporamos
la hipotesis:

H2).- fix, u(), 1, (i T n); seccionalmente continuas
y acotadasen T1 A.

Las hipotesis H1).- y H2).-, a la vez que
admiten peculiaridades técnicas, imponen
restricciones matematicamente necesarias
para poder demostrar la existencia y unicidad
de la solucion de (1). En este sentido, a los efectos de poder demostrar la convergencia uniforme de
una sucesion de funciones (es parte de la prueba, que no haremos), es necesaria la siguiente
hipétesis:

r

H3).- f es lipschitziana respecto de x, es decir:
$L>0/"tT T,"u®T U°A™

" par X, x@T X©° A" vale
”f[x(l),u(t),t]- f[x(z),u(t),t] ” £ L>"x(1) - x(z)"

Bajo estas tres hipbtesis existe una solucion Unica de (1). Es decir:
$J () tal que " to, tT T," Xo = X(t())T X, " u[tO,t]T U,

%j (6)=fi (t). u(t).t]

Antes de esbozar el método del teorema, veamos algunos ejemplos sencillos, de primer orden, para ilustrar
las hipotesis.

! u(-) indica la funcién u. u(t) representa el valor de la funcién u(-) en el instante t.
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Ejemplo 1:
Sea el MM lineal e inestacionario

(2). x(t) =s(t- t;)x(t)+u(t)

donde s(+): escalon unitario.
Veamos la H2).-: ¢ esf(x, -, -) seccionalmente continua y acotada?

f[x, u(t), t] = s(t- t,) x(t) + u(t)

Dado que la discontinuidad de s en t; es acotada, si u(t) satisface H1).-, entonces para todo valor finito x, la
funcién f(x, -, -) satisface H2).-.
¢ Se satisface H3).-?

||f[x<1>,u(t),t]- f[x<2>,u(t),t] ||:| s(t- t)x® +u()- s(t- t)x@ - u(t)|
-] :|s(t- t)x - s(t- tl)x(2)| =s(t- t1)| x @ x(2)|

Debemos ver si existe L > 0 constante de Lipschitz. Vemos que cualquier L 3 1 satisface la condicién:
|-]=s(t-ty) >1 x - x(2)| £L >1 x . x(2)|

por lo que la H3).- es efectivamente satisfecha.

¢ Es f lipschitziana respecto de t? ¢ Como afecta esto la validez del teorema de Picard?

Ejemplo 2:
(3). x(t)=-x(t)+s(t-t;) ,t>0

H1).-: Satisfecha, ya que s(t-t;) es seccionalmente continua y acotada.
H2).-: f[x, u(:), ] ==X+ s(- —ty) tiene una discontinuidad en t;, que es acotada en el sentido de existencia de
los limites

lim f[x, u(-),-] =-Xx+1ly
t®t]
lim f[x,u(),]=-x " xfinito.
t®t;
H3).-: Satisfecha, ya que cualquier L > 1 satisface la condicion de Lipschitz.

Célculo de la solucion j (¥

El método de Picard—Lindeldf prescribe un procedimiento iterativo convergente a la solucion, vale decir que
es un método constructivo de prueba de la existencia.
El método explota la formulacién integral de (1):

t
(4).  x(t) =xo + ¢ [x(t),u(t),t] dt

to

para formar la sucesion de funciones (vectoriales) j «(t), k 1 . definidas recursivamente:

t
5)- Jk®:=%o+Jli wa(t)uct).t] ct

to
la cual, bajo las hipétesis H1).-, H2).- y H3).-, converge a una j (t) solucion de (1). Es decir:
6. J®=limj,

Como se desprende de (5), el calculo de j 4(t) demanda conocer j ((t), que da el punto de partida de la
iteracion de (5). Cualquier j o(-) continua en T, que pase por Xq, es decir que satisfaga j o(to)) = Xo, €S
adecuada. La eleccion més sencilla es la constante j () = Xo.

El teorema se demuestra considerando valores fijos (o0 sea, para cada) Xo, to, t Y Uy, q (sefial fija en este
dltimo caso), aunque con validez para todo X, I X, to, t T Ty Uto, 1] T U. Por ello (y haciendo abuso de
notacion), la solucidn (6) puede reescribirse:
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@). x(t)=j {t’tO’XO’u[to,t]}
con recurso a la aplicacion:
8). j:T"T X" U

gue nosotros designaremos j : funcional de transicion y que esta univocamente determinado por la funcién
f(x, u, t) que define el modelo (1).

Propiedades del funcional de transicion j

1- | determina el estado x que el sistema (1) toma en el tiempo t, forzado por el conjunto de entradas u(:)
(actuantes durante [to, t]) desde un estado inicial xo asumido en to.
Esta definida " t3 t,, pero no incondicionalmente " t<ty (t,to T T).

2- "no hay efecto instantaneo (de las entradas)" o "consistencia"
"t T, xT X, " u()T U

9. j[t.t,x(®),u()]=x(t)

(recuérdese que para el tratamiento general no hemos admitido el impulso o delta de Dirac como
entrada).

3- "causalidad":

para X(-¥) =0 Y U, g = —L](_¥’t], " Ll(-), a() T Utales que Ui, q = a[to,t]

(10). J{t Los X0, Uy, t]} {t tO’XO’u[t t]}

4- "composicion" (Markov)
"tELEL oty T T

11). j {tz,to,x(to),u[to’tz]}ﬂ {tz,tl,j ltl’tO’X(tO)’u[to,tl]J’u[tl,tz]}
Ejemplo 3:
Veamos la construccion de la solucién sobre el MM de (3) (ver ejemplo 2):

Ya vimos que se satisfacen las hipotesis H1).-, H2).- y H3).-.
Elijamos

J o) =Xo
y construyamos:

i L(t)=x, +(§[- X +s(t - t, )]t =x, +(§ X, >t +&(t - t,)xdt =X, - x0><t+(‘5s(t - t,)t

1 (t)=x0 L t)"'(t' t1)>€(t' tl)

jz(t)=X0+d- x0><(1-t)-(t-t1)>e(t-t1)+s(t-t1)><dt
Xo"gi t+_t +§(t ) 2( 1) g’e(t'tl)

operando sucesivamente se llega a

por lo tanto
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L & 1,y 1éd
12). J(t)—kl('@rgl k(t)_xoiazéﬁ(' t) - }g.azé
j (t)=x, % +[1- e'(t'tl)]&s(t- t,)

Eligiendo un par de valores to, Xo, podemos ilustrar graficamente la convergencia de las funciones j y(:),
elementos de la sucesion.

S L SO

Figura 1

Observacion:

El ejemplo 3 se pudo resolver analiticamente con facilidad porque (3) pertenece a una clase particular de los
MM contemplados en (1). En efecto, (3) describe a un sistema unidimensional lineal y estacionario. Aqui se
lo us6 deliberadamente porque permite ilustrar sin mayor trabajo de célculo de qué objetos matematicos
hablamos en el teorema.

Para poder hacer precisiones mayores sobre la solucién j () que las dadas por (5), (6) y jError!No se
encuentra el origen de la referencia. es necesario tener mas informacién sobre f(-, -, -). Una clase muy
importante que abordamos a continuacion es la de los sistemas lineales.

Sistemas lineales:

El MM (1) puede escribirse como
(13).  x(t)=A(t)x(t) + B(t)=u(t)

Se garantiza la aplicabilidad del teorema si valen las hipdtesis H1).-, H2).- y H3).-. Para ello los elementos
de las matrices, &(t) y b;(t) deben ser seccionalmente continuos y acotados. Veamos H3).-:

”f (x(l),u,t)- f(x(z),u,t1| :||A(t)><(x(1) - x(2)1|£||A(tX| >1|x(1) - x(2)||£ L >1|x(1) - x(2)|| , i elegimos L 3 mtax"A(tm

Al analizar la solucién conviene tener en cuenta el principio de superposicién y estudiar en primer lugar la
respuesta del sistema libre a partir de una condicién inicial, sin que esté aplicada entrada alguna, es decir,
con u(:) = 0. Luego se determina la respuesta a una entrada genérica suponiendo c.i. nulas, para finalmente
expresar la solucion total como suma de ambas.

Solucién de la ecuacién homogénea asociada:

Aplicando (5) construimos la sucesion a partir de j o(-) = Xo:

i 0)=x, +(‘5A(t)>g' o(t) st =x, +(§A(t)xxo st =x, +($A(t)><dt -
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. 4 . 4 é Jd u
j 2(t)=xq + QA(t)’? 1 (t) >t =xq + QA(t)ngo + QA(tl)”dtlxXog"dt

0 0

i o(t)=xq+ éA(t)th g + éA(t)XéA(tl)thlxdt X

0 0

i (t)=d+ éA(t)th + éA(t)XéA(tl)thl ><dt§><xo
0 0

0
Operando sucesivamente:

k-2

j k(t):g + (‘5A(t)dt + (‘5A(t)6A(tl)dtldt +ot 6A(t)6A(tl)6lA(t2)---o Alt,.,)xdt k_1~~dt1dtgxx0,

donde | es la matriz unidad n x ny la expresion entre corchetes, al igual que cada uno de sus sumandos, es
una matriz nx n. A la expresion entre corchetes la notamos:

t

J ‘t
+ QOA(t)th +..+ Q~~dt

0

D
c

15). f,(tty)=

(¢}
oC

Con lo que

(16). j () =fult, to) - Xo
La solucion de (14) es

Y Y &, 0
j(t)= k'ggl k(t) = klg@n;fk(t,to)mo = @(‘C'@rgfk(t,to)gxxo

gue, con la notacion

(17). f(t,to):ll(i@n;fk(t,to),

puede reescribirse
(18). j(®) =f(t to) %o

En este caso, como no hay entrada, el funcional de transicién es una aplicacion j: T x T x X ® X que
produce la solucién x(t) =j (t, to, Xo) bajo la forma especial (18), en la cual f(t, ty) es una matriz n x n (para
cada par t, ty) denominada matriz de transicion.

(18) admite una importante lectura, valida para la clase particular que (14) representa del conjunto de
sistemas (1). En los sistemas lineales autonomos el funcional de transicién puede separarse en una matriz
(que es a su vez un funcional) dependiente exclusivamente del valor de los parametros del modelo en el
intervalo [to, t], y en la condicién inicial xo, a la cual la matriz premultiplica y del cual es completamente
independiente.

Otra forma de definir matriz de transicion (reescribir (17)):

(19). f(tty)=1+ éA(t)th + éA(t)éA(tl)thl st + ..

Visto como funcional, f (t, t;) es una aplicacion f: Tx T ® A"™",

Esta es una vision desde la dptica de su definicion matematica. A nosotros nos interesa esencialmente una
visién dinamica, sistémica de la matriz de transicion. Desde esta éptica es una aplicacion lineal (matriz o
transformacion) que operando sobre un vector X, 1 X produce otro vector x I X: f: X ® X, o bien:

(20) Xo® x= f (t, t()) + Xo-

Conocer la matriz de transicion en el intervalo T es equivalente a conocer el sistema (14), pues dado el par
(to, Xo) €S posible predecir el par (t, x(t)) a través de (20).

En otras palabras, es posible construir la trayectoria del sistema en el espacio de estado calculando instante
a instante x; = x(t;) con la expresion x(t) = f (t;, t;) - xi(t), " t, 1 T, con el dato x; =x(t) T X.
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%3
=y ==ty )= lty.tg ) 2

%y = %ty )= {4{1:2, 1) %

Zp
C ¢[t2= tl)'xl
/ ]
£

Figura 2

Figura 2: Una trayectoria en el espacio de estado. El tiempo discurre positivamente en el sentido indicado
por la flecha sobre la trayectoria. (O sea que t, > t; > to).

El hecho de que en los sistemas dinamicos lineales autonomos el nuevo estado resulte de la aplicacion de
un operador lineal sobre el estado anterior es de importancia fundamental para el analisis de las
propiedades generales de esta clase de sistemas, ya que lo remite a la interpretacion sistémica de las
propiedades -rica y profundamente estudiadas en la teoria matematica- de los operadores lineales.
También en la faz computacional es muy importante, dado el desarrollo avanzado de los métodos
numéricos y de la algoritmica para el algebra lineal, que cuentan con un amplio apoyo de software
profesional implementado para sistemas que incluyen computadoras personales, ademas de los equipos
mayores.

Propiedades de la matriz de transicion:

1- f(t, to) satisface la ecuacion de estado (14):

(21). %f(t,to):A(t)xr(t,to)

con la condicién inicial
(22). f(to, to) =1=diag(1, 1, ..., 1)
Ejercicio:
Demuestre (21) recurriendo a la definicion (17) o (19)
Demuestre (22), o la expresion mas general
f(t,t)=1
e interprétela sistémicamente.

2- El determinante de la matriz de transicion
t
M trA (t)dt
(23). [f(tte) =e®

n

donde trA(t) = é a;; (t) es latraza de A(t).
i=1

La siguiente EDO es equivalente a (23)

(24). %|f(t,tolztrA(t)>1f(t,tol
Su condicién inicial es:

25). [f(to.to) =1

3- f(tto) esregular” t,t,1 T, 0 equivalentemente, $f7(t,to) " t,to1 T, 0 también |f(t,t0] 10" ttel T.

4- Esta propiedad se corresponde con la propiedad de composicion del funcional de transicién, siendo
inmediatamente deducible de la figura anterior:

(26) f (tg, to) =f (tg, tl) -f (tl, t())
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(27) f(tl, tg) -f (tg, tl) =f (tl, tl) =

Esto es demostrable sobre la trayectoria correspondiente a cualquier x; = x(t)) T X, que lleve a x, = X(tp).
Si t, > t5, f(ty, to) debe interpretarse como una transicion hacia el pasado (ver los extremos de
integracion en (19)).

(28). f7U(t, to) = f (to, 1)
Lo cual provee un medio facilisimo de hallar la inversa de esta matriz.
Definimos M(t), matriz nx n, es una matriz fundamental del modelo (14) U
(29). M(t) = A(t)xl\/l(t) con la condicién inicial M(to) = K con K matriz regular arbitraria.

¢ Cémo puede obtenerse una matriz fundamental? Imaginemos n simulaciones del modelo (14) a partir
de sendas c.i.l.i. xg) :x(')(to), i T n. Resultaran n soluciones x“(t), agrupables en una matriz X(t). Es
facil ver que tal matriz satisface (14); es decir, vale

X(t) = A(t) X (t)

con la condicién inicial
x(to):[xg” P Exg‘)]

Luego, de acuerdo a la definicién, X(t) es una matriz fundamental, siendo K = [xgl) E---Exg‘)] . A partir de
cualquier matriz fundamental puede obtenerse la matriz de transicion de la siguiente manera:
(30). f(t, t)) =M(t) - M7(to)

(Verifiquelo a partir de (29) y de (21))
Esta propiedad (30) nos da una forma directa de hallar experimentalmente (directamente sobre el
sistema“ o por simulacidn) la matriz de transicion.

t
Consideremos las matrices A(t) y su integral (‘DA(t)xdt . Si su producto es conmutativo, es decir, Si
0

vale
t t
(31). A(t)X(‘DA(t)th = QA(t)xdt *A(t)
0 0
entonces
g 164 o
32). f(tto)=1+ QA(t)xdt + a0 Alt)dty +...
0 2 e 0 u
(demuéstrelo a partir de (19) y (31)).
Dada la analogia formal de (32) con la expresion e? =1+a +%a2 +%a3 +..,conal A, adoptamos
como notacion
N 2
Alt pett t 4 & y
(33). &% that _ | +¢A(t)>dt NES S A(t)xdtﬁ +...
d 2 &% U
con lo que
S At et
(34). f(t.ty)=e® 2

La condicion (31) se satisface, entre otros, en los siguientes casos:
A(t) diagonal.

% S6lo es posible en el caso de A constante o, a lo sumo, e idealmente, periddica.
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A(t) = A, constante o estacionaria.
A(t) = at) - K, K constante, a(t) funcién escalar.

Ejemplo

_60 0Q

=51, g~

Hallemos la solucion dada la c.i. genérica Xo = [Xo1, Xo2] | (Verifique previamente la aplicabilidad del método
P.L)

X(®) =f(t to) - Xo

1]
2
@ 0o € 0 & d
flt,tg)=1+a X0 (L+t)xdt + a 1 *O\L+t)xL+t,)xdt,xdt +0+0+...\
(o) &OHQ( ) SlOH QO( )QO( 1) 1
=0
¢ 1 o) s, (1) € Xo1 u
ft,ty)=¢ 1(2 2) ay x(t)=a 2 15=8 12 2 U,
d-tog+=1t°-tg) 1 (1Y & t- tyg+=[t7 - t§ KXoy + XU
g ° 0/ g &t % 0 0 o1 * Xoz g
Grafique la evolucién temporal de ambas variables de estado.
Ejercicio
De un sistema se conocen las dos trayectorias siguientes, a partir de sendas c.i.:
24 N A 1 U RS é 1 U
@S -4 AN - S N AT '
x§) =g qp xD(t)=¢ 1(2 z)u x{ =g qb x(t)= 1(2 z)u.
0 3 - —t%-t5) 7o 4+t - —te- t2
& 8- to+ - By &u §L+t to+ 1% - 1By

Halle la evolucién del estado a partir de una c.i. arbitraria X(to) = [Xo1, Xo2] -

Solucién de la ecuacién no homogénea

Dado el modelo (13) y supuesta conaocida la solucion (18) de la homogénea (14), el método de variacion de
las constantes propone conformar la solucion de (13) segun

(35). x(t) =f(t, to) - z(t)

donde se ha reemplazado x(to) formalmente por una z(t) a determinar, tal que x(t) segun (35) satisfaga (13).
Veamos a qué conduce llevar (35) ® (13).

x(t) = A(t)x(t) + B(t) xu(t)
f(t,t)z(t) +F(t.ty)(t)= At) <t to ) 2(t) + B(t) xuft)

[f (t.ty)- Alt)% (t,to)]><z(t)+ f(t,t, ) =z(t) = B(t) xu(t)

Segun (21), [f (t.t,)- A(t)xf(t,to)]:o, luego f(t,ty)xx(t)=B(t)xu(t)P z(t)=f*(t,to)*B(t)xu(t). Entonces, de

acuerdo a (28), 2(t f(to,t)xB(t)xu(t), ecuacion diferencial que tiene por c.i. z(ty) = x(to) y por solucion a

2(t)=zto ) + éf (t.t)B(t)=u(t)dt , resultado que llevado a (35) arroja
0

x(t):f(t,to)xx(to)+f(t,to)Xéf(to,t)><B(t)><u(t)><dt . Finalmente:
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(36). x(t):f(t,to)xx(to)+éf(t,t)XB(t)xu(t)th

0

La solucidn (36) muestra en forma explicita la superposicion lineal de efectos: el primer "efecto” o sumando
es causado por la c.i. y es exactamente igual al que tendria el sistema libre. El segundo efecto es producto
de la entrada u(t) actuando en el intervalo [to, t], es decir, de Uy, 4. (36) No es mas que la expresion detallada
en sus dos términos del funcional de transicion jError!No se encuentra el origen de la referencia.:

(37). j(t!to! ( )U[t t]) (t ty, X ( )’O[to,t])+j (t’tO’O’u[to,t])
Ejemplo:

Hallemos la respuesta del modelo X(t)zéft ou xx(t) + g xu(t) cuando, a partir de la condicién inicial

71 N,

él . -
x(0)=a L", es excitado por la siguiente entrada:
Do

U() f
1
1 2 t
Figura 3
o]
La forma de la entrada nos lleva a distinguir tres zonas: t1 : [LZ] :
il2¥)
| )

Resolvemos aplicando la propiedad 4 del funcional de transicién o "de composicion™:
i (t,tk,xk,u[tk’t]):j (t,tj,j (tj,tk,xk,u[tk’ti]),u[ti’t])
(t,0)(0) ~ t1 [0]

—h

:gf( 1) (l)+ ‘tf(t,t)xéll;lxdt, ue en este caso (Uo,l ) O)GS uivalente a
De acuerdo a ella es x(t) :g Q &u | [o4] ™

ig( 0)x ()+Qf(tt) &Lﬁdthl 1.2]

11 (t2)x(2) > 1 [2,¥)

Para resolver el problema
tenemos f (t, ty), luego

>

ecesitamos determinar f (t,0), f(t,2), X(2) y la integral. De un ejemplo anterior

é 1 O
0§, 1g
f(tZ)Zg 11 03
’ €t+—t -4 1H

1 Ou
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€ 11 Ou §3t'1 u
08 . L2 2) Uxg gt =..=€t%  4U
Qgt t+2(t t?) 15784 TRARE
2 gl é1u é2u
X(Z)_f(Z,O)XX(O)'l'Q dt 2348-'- g_o/sluj: ??2/38
Lo que da la solucion:
i é 1
7t (01
L geept b
Té t
A T1L2
x(0)= :gt/3+t2/2+2t 4/3; th [l]
) é 2
A I |2,¥
L&+ it %)

Sistemas lineales estacionarios:

Corresponden al modelo con matrices constantes

(38). x(t)=A -x(t)+B -u(t)
(39). y(t)=C-x(t)+D - u(t)

X(to) = Xo
Como A satisface (31), vale la propiedad 8 de la matriz de transicion:
K
(40). f(t.ty)= QA _ AR gt =£(t- t,)
Esta importantisima propiedad de la matriz de transicién refleja la estacionariedad o independencia temporal
de los parametros del sistema: la matriz de transicién no depende de ambos y cada uno de los instantes

extremos de la transicién, sino tan solo de la duracion de la misma o longitud del intervalo [to, t]. De otra
forma: depende de la longitud y no de la region del eje temporal en que tiene lugar la transicién.

(4D, 1t 1o)== Al 1) 2 A7 - ) .
En este caso, la notacién puede simplificarse redefiniendo el origen del tiempo ubicandolo en t, (t = 0):
42). f(t- 0)=f(t)=1+A+ 21 A2 %2+
Algunas propiedades ya vistas pueden escribirse en forma particular:
*x f(0)=I
* f(t—t)  -f(ti—tg) =f(ta—to) O f(Dty) - f (Dty) = f (Dt + Dty)
* () =f ()

La solucion (36) toma aqui la siguiente forma:

3). x(t)=e xx, + Nertt-t) xBxut)xdt 6

(44). o x(t)=1f(t)xxq + éf (t- t)xBxu(t)>dt
Expresién que llevada a la ecuacion de salida (39) arroja
@5). y(t)=Cx (1) %, + Cxqtf (t- 1) 8 xult) et +D u(t)

La integral del segundo sumando es el producto de convolucion f (t) * B-u(t), por lo que podemos escribir
(46). y()=C-f(t) - xo+C-[f(t)*B-u(t)] + D - u(t)
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Y() =Ly} =C-F (9 -xo+ C- {f()*B-u(t)} +D - U(9)
(47). Y(9=C-F(9 % +[C-F(9 -B+D]-U(

De donde se deduce que la matriz de transferencia es
(48). G(9=C:-F(9:-B+D
Por otra parte, transformando Laplace (38) y (39), y despejando Y(s) de ambas, se obtiene:
(49). Y(9=C-(sl=A)* xo+[C-(s=A)*-B+D]-U(s
Observamos que:

(50). {f(} =F(9=(d-A)"={e"},

expresion que es formalmente analoga a la transformada de Laplace de la funcion escalar

.{eAt}:ia:(s- a)t.

s-
Ejercicio:
&2 1 éOu
x({t)=a (L) +a st
=5, )+ gpl)

x(0)= % s("): escalén unitario

y(t)=lt 2]x(t)
Resolvamos para t 2 0 mediante el calculo de la matriz de transicién seguin (42):

6 o) ¢62 10 & -40t?2 é8 120 t3 @6 -320 t4
f(t)= ’ P ...

=A 1t A Xt + a X—+a 1%—+ A
@ 10 Eo -2 o a4H 2 &o -8d3a &0 16l 4

é 2 3 4 ® 2 3w
R P - T S P L R
f(1)=¢ 2 3 4 < 23 Tt vel
e 2 g3 Ugo ey
e 0 1- 2t+4L_8L+ u e
8 2 3
o0 o0 TN TR,
d t6e A (1o t)xe” 2 YU &y - t)e AU 2 a4 u
Qf(t't)xb’@(t)”dt: @ ( .)24“) 0xg, (>t = g( -)2>(t-t) gat=¢t 4 2
e 0 e a RIS e 1.e a
g 2 2 H
Segun (43):
, €1, 3xe 2 . txe 2t U
1+t)xe 20 ¢ el u
=g e yazed 4 2
e ¢ € L, € u
& 2 2 H
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1 A X (0= 1]
1
05+ 0.25
o]
0.25 1 X,
Figura 4

La Figura 4 ilustra la trayectoria del estado en el plano de fase, que tiende al estado estacionario x; = 0,25; X,
=05
De la ecuacion de salida podemos determinar la combinacion lineal y(t) = x,(t) + 2 xx(t).

S 7 a1 o
t)=—+—e " +-txe
y() 4 4 2
¥t}
3_
2__
1,25
‘1__
0 t
Figura 5

Es mucho mas practico calcular f(t) segun (50) en vez de recurrir a (42). Primero determinamos F(s) y
después la "anti" transformamos:

g AS U €2 lu &+2 -1u
O sj g0 -2f §0 s+2f
é 1 1 u
€ 2 U
F=(- Ay =82 bl
€0 1
g s+2 H
~ éa-Zt t>e-2tu
f()="{F ()} =¢ e U
60 €7 q

Calcule nuevamente y(t), esta vez recurriendo a (47).
Ejercicio:
En todos los casos posibles resuelva los ejemplos de este apunte mediante la transformada de Laplace.
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