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SISTEMAS DINAMICOS: Conceptos Basicos y Modelos Matematicos

S| STEVA

El concepto de Si Stenmn puede ser definido de varias maneras. En primera
aproximacion se puede decir que un si stenma es un objeto o col eccion
de objetos cuyas propi edades se desean estudi ar.

Ejemplos: Un circuito el éctrico, una maquina de alterna, un proceso de
producci 6n (de papel, de derivados de petroleo, de farmacos, etc.), el
sistema solar, el sistema el éctrico argentino de interconexi 6n (todos |os
centros de generaci 6n, lineas de transm sion, y grandes centros de carga
de energia el éctrica del pais), la econonia de un pais o de una regiodn
(Mercosur, Noroeste Argentino, Comrunidad Europea, etc.), un centro de

cénputos, el sistema de transporte de una ciudad, internet, etc.
Definici ones de trabajo

SI STEMA (Definiciéon de DIN 66201, Normas Alemanas de Ingenieria):

Un Sistema (S) es una disposicién delimitada de entidades interactuantes.

3) (1) (2)

Se distinguen tres términos en esta definicion:

(1) Del i m t aci 6n (espacial, conceptual) respecto al resto del universo. Los elementos del

resto del Universo con acciones relevantes sobre el Sistema se reemplazan por elementos de accién

equivalente y se incorporan al Sistema.

\

N
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(2) Enti dades | nteractuantes, o Componentes del Sistema: Elementos,

procesos, sistemas.

Proceso (DI N 66201) : Transformacién y/o transporte de materia, energia

y/o informacién.

(3) Disposicion (de los componentes entre si): . Define la Estruct ura
del Si st ena. Aunque dos sistemas tengan los mismos componentes son distintos si la

disposicion de los mismos, i.e., su estructura, es diferente.

Asumiendo la delimitacion respecto al resto del Universo puede decirse entonces, de manera

equivalente a la definicion de la Norma DIN mencionada, que:

Un Sistema es una entidad formada por un conjunto de

conponentes y una estructura:

S = {Conponentes, Estructura}

SI STEMA FI SI CO (SF): La Interaccion involucra intercambio de nateri a

y/ o energia y/o infornacion.

SI STEMA FI SI CO DI NAM CO ( SFD) : Hay al macenani ent o de materia y/o

energia y/o informacion.

VETODOLOGE A

ANALI SI' S EXPERI MENTAL

La Ciencia y sus métodos proveen respuestas a los interrogantes humanos sobre los

sistemas y sus propiedades. Los métodos cientificos se basan en la
experi ment aci 6n, que consiste en la realizacion de ensayos  sobre el sistema, en
la obser vaci 6n de las reacciones del mismo, y en la obt enci 6n de | eyes de su

comportamiento, expresadas por lo general mediante el lenguaje matematico.

" En ocasiones el ensayo se "reduce" a la recoleccién de datos de instrumentos, sin que medien otras
acciones sobre el sistema. Asi se procede en el estudio de sistemas en Astronomia, p. €j., aunque también
puede seguirse el mismo procedimiento en un sistema técnico, en el cual se toman mediciones de variables
durante su operacién normal.
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El método experimental no es siempre viable ya que en algunos casos existen factores que limitan
o impiden su aplicacién. Por ejemplo:
= Costos: Realizar un experimento en una planta industrial podria significar detener un proceso
de produccion durante varias horas, con las consiguientes pérdidas econémicas.
= Riesgos: Las consecuencias del experimento pueden ser inadmisibles. (Ejs.: Ciertos
experimentos en plantas nucleares "¢ como incidiria en la atmdsfera un escape de vapor
radioactivo?"; "estudio de la repercusion de la eliminacién de una especie en un ecosistema").
= Experimento irrealizable
» |nexistencia del sistema: Tipicamente, en las fases de disefio previas a la construccion
de un (prototipo de un) sistema, se desea saber como incidiran ciertos parametros en su
funcionamiento (Ejs.: "¢ cudl es el efecto aerodinamico de distintos tipos de alas en un
nuevo tipo de avién?"; "¢ cémo inciden distintos tipos de suspension en el confort de los
pasajeros de un vehiculo automotor?").
» |ncapacidad humana de experimentar: Aunque mucho ha contribuido la técnica al poder
del hombre sobre la naturaleza, en muchos dominios es imposible determinar o modificar
procesos fisicos (en muchos casos afortunadamente!). (Ej.: "¢ cudl seria el efecto de un

desplazamiento del eje magnético de la Tierra?").

Cuando no se puede experimentar sobre los sistemas se recurre a su nodel ado.

MODELOS

Un nodel o de un sistema es basicamente una herramienta que permite responder

interrogantes sobre este Ultimo sin tener que recurrir a la experimentacién sobre el mismo.

Un nodel o es una representacion siempre simplificada de la realidad (SF existente ), o

de un prototipo conceptual (proyecto de SF).

CLASI FI CACI ONES

= Modelos Fisicos
Son representaciones a escala de los sistemas originales. El resultado de los
experimentos sobre los modelos se transfiere a los originales en base a la Teoria de
Semejanza (Ejs.: tinel de viento para el estudio de fendmenos aerodinamicos; reproduccion

a escala del lecho de un rio para estudios hidrolégicos).

= Modelos Abstractos
= Mentales: imagen (inconsciente) del funcionamiento de un proceso (Ej.: Aln sin

saber absolutamente nada de la Fisica correspondiente, o sin pensar en la misma, la gente
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permanentemente aplica conceptos de la Mecanica en el manejo del cuerpo,
particularmente con mucha destreza los deportistas)

= Verbales/Textuales: descriptivos de constitucién, de comportamiento. (Ejs.: “viento del
este, llueve como peste”; “si la bolsa cae, aumenta la tasa de interés”; "instrucciones de
operacion y/o descripcion de funcionamiento de una maquina").

» Técnicos: Muy comunmente dados como planos, graficos, etc., representan con
simbologia especifica y determinada la constitucién de sistemas ingenieriles (Ejs.: "planos
de un sistema de acondicionamiento de aire de un edificio”; "planos mecanicos del sistema
caldera-turbina de una central de generacién de energia eléctrica"; "planos eléctricos de la
misma central, con su conexion a la red de transmision de energia eléctrica"; "plano de un
circuito impreso / de un amplificador operacional®)

= Matematicos: duros (se expresan con variables a valores numéricos), blandos/difusos

(en general se expresan con variables a valores linguisticos).

MODELOS MATENATI COS: MM

Son expresiones matemati cas que describen |as rel aci ones

exi stentes entre las magnitudes caracterizantes del

Ssi st ema.

Los MM pueden ser:

= Sjstemas de ecuaciones
= |necuaciones

= Expresiones l6gico-matematicas

Todas estas formas vinculan variables matematicas representativas de las sefial es en
el sistema, obt eni das a partir de las relaciones entre las correspondientes magnitudes

fisicas.

SENAL (DIN 66201): Representacion de una informacion a través de (un conjunto

de) valores de una magnitud fisica.
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CLASI FI CACIl ON DE LOS MM

Ti enpo Continuo vs Tienpo Discreto
Un MM se dice de ti enpo conti nuo cuando las variables y las relaciones entre

ellas estan definidas para todo instante de tiempo (en el intervalo de validez o definicién
del modelo).

En cambio para los MM de t 1 enpo di scr et o las relaciones entre las variables y

entre ellas estan definidas s6lo en determinados instantes discretos de tiempo (MM de
Sistemas Muestreados; MM de tiempo continuo discretizados a los efectos de su

resolucion numeérica).

Estati cos vs Di nam cos

Si existe un Vi ncul o instantaneo entre las variables, el modelo se dice
estati co (ecuaciones con expresiones algebraicas, trascendentes, o funciones en
general). En la seccién sobre Causal i dad se precisara mejor este concepto.

Siel vinculo entre |as variabl es requi ere no soélo su valor presente
sino también sus val ores pasados, el modelo se dice di nAm co (ecuaciones
diferenciales / en diferencias con el t i enpo como vari abl e absol ut a -ver mas

adelante, en la seccién sobre d asi fi caci 6n de | as Vari abl es)

Det erm ni sticos vs Estocasticos
Un modelo es det er m ni sti co si expresa matematicamente sin incertidumbre las

relaciones entre las variables. El modelo asigna univocamente valores y/o funciones ciertas y
determinadas a la informacion que procesa (sefiales, i.e., otros valores y/o funciones
determinadas).

Un modelo es est ocast i cO si expresa las relaciones con incertidumbre entre las
variables mediante conceptos probabilisticos usando variables aleatorias. Dichas relaciones

son descriptas usando variables o procesos estocésticos.

Par anetros Distribuidos vs Paranetros Concentrados

Las magnitudes que caracterizan a los fenédmenos fisicos toman valores en el tiempo y en
el espacio.

Si un modelo matematico conserva la dependencia espacio-temporal en la

representacion matematica de dichas magnitudes, el modelo se dice de par anet r os
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di stri bui dos, ya que en general los coeficientes o parametros del sistema estan
distribuidos en el espacio (Ejs.: la densidad del fluido compresible en un gasoducto; resistividad,
inductividad y capacidad por unidad de longitud en una linea de transmisién). Los modelos
dinamicos son, tipicamente ecuaciones en derivadas parciales.

Se tiene un modelo a paranetros concentrados cuando se reemplaza la
dependencia espacial de las variables por su promedio en la regién del espacio donde
estan definidas. El espacio desaparece como vari abl e absol uta del modelo y los
parametros pasan a ser variables extensivas del modelo, se concentran en la region en

cuestion. Los modelos dinamicos son, tipicamente, ecuaciones diferenciales ordinarias.

Paranmétricos vs No Parangetricos
Los MM Par amétri cos se caracterizan completamente con un ndmero finito de

parameétros (Ejs.: una funcién transferencia; una ecuacion diferencial).

Los MM No Par amét ri cos no pueden caracterizarse completamente con un nimero

finito de paramétros (Ejs.: La curva de la respuesta a un escalén de un sistema dinamico; la

curva de respuesta en frecuencia de un amplificador).

Li neal es vs No Lineal es

En los MM Li neal es vale el principio de superposicién, i.e., causas superpuestas (p.
ej., distintas entradas y/o condiciones iniciales) originan la superposicion de los
correspondientes efectos.

Enlos MM No Li neal es el principio de superposicion no vale.

Est aci onari os vs | nestacionarios

Un MM es estacionario si responde al principio de desplazamiento temporal, i. e., toda
accion sobre el sistema produce el mismo efecto (la misma respuesta del sistema)
independientemente del momento en que comienza a ejercerse, si en ese momento el

sistema se encuentra en las mismas condiciones.
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UTI LI ZACI ON DE LOS WM

Los MM pueden ser utilizados para estudiar propiedades y/o predecir el comportamiento
del sistema ante diferentes situaciones. Existen dos grandes grupos de técnicas para tal

fin:

Analisis Tedrico de | os MM: Métodos matematicos de andlisis cualitativo

(estabilidad, etc.) y cuantitativo (resolucién de ecuaciones, etc.)

Analisis Experinental de |os MV  Estudio de propiedades

cuantitativas y cualitativas del MM mediante experimentos en equipos de cémputo
programables: Si nmul aci 6n o Mat emati ca Experi nental .

SIMILACION: Digital / Anal 6gica / Hibrida

SI MULACI ON (general ): Investigacion del comportamiento de un sistema sobre

un segundo, reemplazante del primero.

La SI MULACI ON DI Gl TAL involucra:
Representacion Discreta de Variables Continuas
Aproximacién de Funciones
Métodos Numéricos

Errores de Cémputo

MODELADO O CONSTRUCCI ON DE MM

Existen dos grandes grupos de técnicas, conceptualmente diferentes, pero de uso

complementario en la practica ingenieril:

MODEL | ZACI ON ANALI TI CA O Fi SI CA
MODEL | ZACI ON EXPERI MENTAL O | DENTI FI CACI ON
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MODEL| ZACI ON ANALI TI CA O Fi SI CA

Prinmera Etapa:

Definicion del problema a resolver,

Determinacion de los fendmenos (fisicos) relevantes al problema, asignacion de las
magnitudes fisicas que los cuantifican, delimitacion del sistema,

Descripcion de la interaccién, y descomposicion en estructura y componentes
(usualmente subsistemas).

Resultado Etapa 1: esquema funcional / energético de principio, indicativo de la

interaccion de los subsistemas a través de sus variables vinculantes.

Segunda Et apa:

Descripcion formal de las estructuras ® RelEsts

Descripcion formal de los componentes ® RelaCs
Rel aci ones Constitutivas (RelaCs): Relaciones entre las
magnitudes de cada componente de un sistema, exclusivamente determinadas
por las propiedades intrinsecas del componente (fisicas, geométricas, etc).
Rel aci ones Estructurales (Rel Ests): Relaciones entre las
magnitudes (externas) de los componentes de un sistema, determinadas por su
disposicion en el mismo, i.e., por la estructura del sistema.

Resultado Etapa 2: Sistema Fisico Idealizado (SF 1) : Especificacion refinada del

Resultado Etapa 1 mediante algun tipo de representacién usualmente gréfica, con

componentes normalizados que tienen a las RelEsts y RelaCs como atributos.

Tercera Etapa:

Manipulacion Formal del SF | (formulacion de tipos alternativos de modelos, p. €j.
diagramas de bloques, funciones transferencias, ecuaciones diferenciales, etc.)
Analisis Cualitativo
Analisis Experimental (Simulacion)
Resultado Etapa 3: Modelos matematicos, predicciones sobre comportamiento.

Cuarta Etapa:

Validacion (contraste con datos empiricos, correcciones, simplificaciones)

Resultado Etapa 4: Modelo adecuado a los requerimientos del problema original.
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MODEL | ZACI ON EXPERI MENTAL O | DENTI FI CACI ON

Es la técnica de la formulacion y/o parametrizacion de modelos a partir de datos de
mediciones / experimentales.

Una clasificacién elemental” distingue tres tipos:

1) Anadlisis cualitativo de transitorios ante excitaciones aperiodicas (tipicamente
escalones). Experimentos tendientes a orientar la Primera Etapa del Modelado Analitico.

Ayudan a establecer las variables importantes, el tipo de interdependencia (estatica, dinamica,

ninguna), la organizacion/descomposicion en subsistemas, etc.

2) Formulacion de modelos paramétricos o no parameétricos.

a) Analisis cuantitativo de respuestas al escaldn (la técnica mas usada en la industria),

respuestas al impulso, respuestas en frecuencia. Produce modelos (en general)

lineales arbitrarios (sin estructura predeterminada).

b) Ajuste de modelos autoregresivos. Parametriza modelos (en general) lineales, pero

establecidos previa o independientemente de la identificacion.

3) Estimacién de parametros fisicos de modelos obtenidos mediante modelado analitico,

y/o de parametros sistémicos resultantes de parametros fisicos.

Al igual que en el modelado analitico, es fundamental la Validacién del modelo

identificado, mediante el contraste de sus predicciones con datos ajenos a los de la
identificacion !

" Ljung, Lennart & Torkel Glad, "Modeling of Dynamic Systems", Prentice Hall, 1994, Englewood Cliffs, USA.
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CLASI FI CAClON DE VARI ABLES | NVOLUCRADAS EN LOS
S| STENVAS

VARI ABLES FUNDAMENTALES: iEspacio, Tiempoy

En el escenario espacio-temporal existen los sistemas, ocurren los procesos Yy

fendmenos, y toman valores las sefiales.

VARI ABLES DESCRI PTI VAS: son todas las variables que representan a las

magnitudes fisicas asociadas al sistema.

PARAMETROS: Constantes o Variables con ley predeterminada independiente de los

procesos que puedan ocurrir en el sistema (Constantes del Sistema, Parametros de Disefio).

ENTRADAS / VARI ABLES | NDEPENDI ENTES / CAUSAS: Variables

Descriptivas cuyas sefiales son independientes de otras sefales en el sistema, y no estan

prefijadas. Representan acciones externas del ambiente sobre el sistema.

ENTRADAS NMANI PULADAS
PERTURBACI ONES.

VARI ABLES DEPENDI ENTES / EFECTOS: \Variables descriptivas cuyas

sefales dependen de otras variables descriptivas del sistema.

SALIDAS: Variables dependientes de interés.

CAUSAL| DAD

RELACI ON CAUSAL: Una sefal y(-) depende causalmente de otra sefial u(-) si:
i) y(-) depende de u(-)

ii) y(-) no depende de valores futuros de u(-)

RELACI ON CAUSAL ESTATI CA: Relacion causal en la que para todo instante

genérico t, el valor del efecto y(t) depende solamente del valor de la causa u(t), es decir,

no hay dependencia de valores pasados de u(-). T e ‘|u(t1)
y®=g[u®], g[]:funcién ¢ [Y() = (et
t t
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RELACI ON CAUSAL CON MEMORI A O DI NAM CA: Relacién causal en la que el

valor del efecto y(t) en algun instante genérico t depende de al menos algun valor pasado

de la causa u(-). W
: >

t, t

y® =9[ucy,q] g [-]: funcional T

y(t1) = 9(Ugy
tl 1>t ¥ 11
1

SI STEMA DI NAM CO. Sistema en el cual para alguna variable dependiente y(-) y

alguna entrada u(-) existe una relacion causal con memoria.

CONCEPTO DE ESTADO

A los efectos de las siguientes definiciones considérese que las sefiales de entrada son datos

conocidos por el sistema/modelador para cualquier tiempo genérico t (ver Nota al pie).

VECTOR DE VARIABLES DE ESTADO Es todo conjunto de variables

dependientes tal que su valor* en un instante genérico t determina estaticamente

cualquiera otra variable dependiente.

VECTOR DE VARIABLES DE ESTADO Es todo conjunto de variables

dependientes tal que su valor* en un instante genérico t es suficiente para calcular
estaticamente (usando RelaCs y RelEsts) cualquiera otra variable dependiente del

sistema.

VECTOR DE ESTADOS M NI MAL: Todo Vector de Estados cuyo valor* es suficiente

y necesario para determinar estaticamente toda otra variable dependiente del sistema.

ORDEN DE UN MODELQ: Es el nimero minimo de variables dependientes con cuyo

valor* quedan estaticamente determinadas todas las otras variables dependientes del

sistema.

ORDEN DE UN MODELGQ: Es el nimero maximo de variables dependientes cuyo valor*

puede asignarse arbitrariamente sin contradicciones en el modelo.

ORDEN DE UN MODELGQ Es el cardinal de cualquier Vector de Estados Minimal.

i i EL ORDEN DE UN MODELO ES UNICO !!

* conjuntamente con el de las entradas en ese mismo instante t !
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VARI ABLES EXTERNAS = { Entradas, Salidas }

VARI ABLES | NTERNAS ° VARI ABLES DEPENDI ENTES

p las variables internas pueden ser variables externas: p. ej. las salidas son

variables internas y externas a la vez.

VARI ABLES DE ESTADO- version ecuaciones diferenciales

Conjunto de variables internas cuyo valor en un instante ty es suficiente para calcular

cualquier otra variable interna en t 3 ty (conjuntamente con las sefiales upo, q).

ECUACI ONES DE ESTADO CONCENTRAN LA DINAMICA.
ECUACI ONES DE SALI DA : ECUACIONES ESTATICAS.

MODELO EN EL ESPACI O DE ESTADOS (tienpo conti nuo)

Ecuaci 6n (Vectorial) de Estado: X(t) = f(x(t),u(t),t)
Ecuaci 6n (Vectorial) de Salida: y(t) = g(x(t),u(t),t)
X(t): Vector de Estado, n-dimensional

u(t): Vector de Entrada, m-dimensional

y(t):Vector de Salida, p-dimensional

Por componentes:

% (1) = T 06 (000 X, (1), Uy (1)1, Ui (£), 1) Ya(t) = Gy (3 (8) eves X5 (8), Uy (8) 00, Uiy (1), )
%o (8) = £, (6 (E),eers X, (0, Uy (0 U (0),8) Yo (8) = G (X (0500 X, (1), Uy (1) oo, U, (), )

(1) = £ O (), X O (0o U (.1 Yo () = G (% ()00 X (6), Uy (8]0, Ui (£),1)

La notacién anterior permite describir modelos alineales ( f y g alineales en X y/o U ) e

inestacionarios (la dependencia directa de fy g respecto del tiempo permite representar

la presencia de par anetr os vari abl es). El modelo estacionario y alineal:
X(t) = f(x(t),u(t))
y(t) = g(x(t), u(t))
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Silas funciones f y g son lineales en x y u el modelo se dice Lineal y se escribe:
X(t) = A(t) x(t) + B(t) »u(t) | _ o

_ para el caso inestacionario
y(t) = C(t) xx(t) + D(t) >u(t)

donde A(t),B(t),C(t),D(t) son matrices reales de dimensiones:
A:n" n
B:n"m
C:p’'n
D:p'"m

El modelo es Lineal y Estacionario sii estas matrices son independientes del tiempo .
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