UNR - Ingenieria Departamento de Electronica CéedraD.SF.

Modelado Matemadtico de Sistemas Fisicos Coédigo: A SFs Mod.03

A- 702 Control | E- 504 Dindmicade los Sistemas Fisicos

1. Leyes Fisicas Fundamentales

El proceso de modelado analitico, tal como lo definimos en el capitulo anterior, se divide en tres
grandes etapas. La primera de ellas consiste en la delimitacion del modelo en funciéon de los
fendmenos que resultan relevantes de acuerdo a problema que se quiere resolver. Esta es una etapa
que no puede sistematizarse facilmente y que requiere por ende de una cierta dosis de intuicion y
por sobre todo de una vasta experiencia en relacion con el sistemaamodelar.

Una vez delimitados los fendmenos que se consideraron relevantes para la construccién del modelo,
se pasa ala siguiente etapa en la que se deben formalizar las relaciones congtitutivas y estructurales
asociadas respectivamente a los fendmenos considerados y a la forma en que estos se disponen
dentro del sistema. En los sistemas fisicos, estas relaciones congtitutivas y estructurales encuentran
su expresion formal (matemética) en las leyes fundamentales de los dominios de la fisica asociados
alos fendmenos mencionados.

Por este motivo, el modelado analitico de un sistemas fisico no es posible sin un conocimiento de
las leyes fisicas elemental es asociadas a los fendmenos en cuestion. Teniendo en cuenta que en este
curso trataremos con sistemas provenientes de diferentes dominios (mecanicos, €léctricos,
hidraulicos y térmicos), haremos a continuacion un repaso de las leyes fisicas que rigen la dinamica
de los mencionados sistemas.

SISTEMAS MECANICOS:

La mecanica clasica (newtoniana) se ocupa de describir fendmenos asociados con el movimiento de
los cuerpos. Por este motivo, en los sistemas mecanicos tendremos habitualmente como variables
descriptivas las posiciones, velocidades y acel eraciones, con sus relaciones constitutivas basicas:
x-v=0
v-a=0
Laley fundamental de la mecanica clésica, y también la més utilizada para el modelado de sistemas
es sin dudas la segunda ley de Newton:
P~ Foa =0
gue establece que la derivada de la cantidad de movimiento de un cuerpo esigual ala fuerza neta
aplicada. Esta ecuacion constituye una ley dindmica que sera una relacién constitutiva fundamental
asociada a cada cuerpo en € que se considere la presencia de masa. Recordemos también que
definiamos a la cantidad de movimiento como el producto de la masa por la velocidad:
p-mx=0
Otras leyes importantes son |as asociadas a los fendmenos de friccion y de elasticidad. En el caso de
la friccion, una hipétesis habitual es representar la misma como una fuerza que se opone al
movimiento cuya magnitud se relaciona con la velocidad.
f (F friccion sV fn‘ccion) =0
En e caso particular de la friccidn viscosa la relacion se considera lineal, caracterizada por un
coeficiente de rozamiento b.
Fhiccion = b2V fiiceion =0
El fendmeno de elasticidad, por su parte, vincula la fuerza gercida sobre un cuerpo con la
deformacion sufrida por e mismo. Una aproximacion habitual para representar esta relacion en un
resorte es la siguiente:
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Fresorte - k >OX = O
donde el pardmetro & es la constante de el asticidad.

El resto de las relaciones que podran aparecer en sistemas mecanicos seran en genera relaciones
estructurales.

Por gjemplo, bajo ciertas simplificaciones, un cuerpo sujeto a una pared mediante un cable elastico
en presencia de rozamiento con €l piso puede representarse COMo sigue:
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o

Figura 1. Sistema mecénico “masa resorte”

En este caso, ademés de |as relaciones constitutivas vistas, tendremos |as relaciones estructurales:
F (t) - F fiiccion ~ Fresore = Foew =0
x-lo-Dx=0
VY fiiccion = V = 0
Iy eslaposiciéon delamasaen la cua el resorte no se encuentra deformado.

SISTEMAS MECANICOS ROTACIONALES

Todas las leyes congtitutivas vistas para |os sistemas mecanicos traslacional es tienen su equivalente
rotacional, donde las fuerzas (F) son reemplazadas por torques (t) en tanto que las posiciones,
velocidades y aceleraciones traslacionales (x, v, a) son reemplazadas por sus versiones angulares
(@ w,a).

Encontramos también elementos roto-traslacionales que vinculan variables de ambos dominios. Un
caso tipico es una polea, en lacua se verifica

v-rxw=0
t-rx=0
donde v eslavelocidad tangencial en el borde de la polea cuyo radio esr.

SISTEMAS ELECTRICOS:

En los sistemas eléctricos encontramos como variables descriptivas principalmente tensiones y
corrientes. Bgjo hipétesis de parametros concentrados, la teoria de circuitos caracteriza los
fendmenos asociandol os a dipol os que vinculan estatica o dindmicamente tensiones'y corrientes.

Basado en la ley de Ohm, la teoria de circuitos representa el fendmeno de disipacién de energia
mediante un dipolo (resistor) que establece una relacion instantanea (estética) entre la tension y
corriente:

Up - R>‘2R =0

Donde la constante R es |la resistencia asociada (estamos considerando unaresistencialineal, pero la
relacién entre tension y corriente podria ser no lineal).
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Otros fendmenos fundamentales en estos sistemas son los de acumulacién de energia en forma de
campos eléctrico y magnético. El primer caso es descripto por la ley de Coulomb, de la cual se
deducen las relaciones constitutivas que describen el fendmeno de capacitancia:

q- Cmc =0
donde ¢ eslacarga almacenaday C esla capacidad asociada (en este caso larelacion eslineal, pero
podria no serlo). Hay ademés unarelacion entre ¢ e i dada por :

q. -ic = 0
De estaforma, €l capacitor (dipolo asociado a fenémeno de capacitancia) vincula dindmicamente la
corriente y tension en bornes.

L as relaciones entre las variables asociadas al fendmeno de almacenamiento de energia en el campo
magnético pueden deducirse de las leyes de Faraday y de Ampere. El fenébmeno, que la teoria de
circuitos caracteriza mediante la inductancia, puede describirse entonces a partir de las siguientes
ecuaciones:

f. - Uy =0

f - L’qL =0
donde f es € flujo concatenado y L es e coeficiente de inductancia (nuevamente describimos el
caso lineal, pero la Ultima ecuacion podria ser no lineal).

Ademas de estas relaciones congtitutivas, encontramos relaciones estructurales asociadas a los
circuitos eléctricos. Estas no son otras que las Leyes de Kirchoff de tension y corriente.

Recordemos entonces que éstas establecen respectivamente que la suma de las tensiones en una
malla cerrada esigual aceroy que lasuma de las corrientes entrantes a un nudo es también nula.

De estaforma, si tenemos un circuito como el que sigue:

R L

U Cl
_|_

Figura 2. Circuito RLC serie.

tendremos no sdlo las relaciones constitutivas del resistor, de la inductancia'y del capacitor, sino
también |as relaciones estructurales:

U-ug-u;-uc=0

I-1ix =0
i-1r =0
i-ic =0

También existen otros componentes de circuitos con relaciones mas complejas entre tension y
corriente segun las hipétesis redlizadas y componentes en los cuales no es posible (o no es
conveniente) |a representacion mediante dipolos (un transistor por gjemplo).

Finalmente, hay también elementos que representan fendmenos de conversion electromecéanica de
energia. Un gemplo es el motor de corriente continua, donde esta conversiéon se caracteriza con las
ecuaciones
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siendo £ unaconstantey f el flujo de excitacion.

SISTEMAS HIDRAULICOS

Los fendmenos de mecéanica de fluidos se cuentan entre los mas dificiles de modelar y analizar en
sus aspectos dindmicos. Para fluidos compresibles en general es insoslayable tener en cuenta la
variacion temporal y espacial de las magnitudes fisicas que los describen. Esto |os categoriza como
sistemas de parametros distribuidos, y conduce a su tratamiento con modelos dindmicos en
derivadas parciales (las leyes fundamentales que gobiernan estos fendmenos estan resumida en las
ecuaciones de Navier-Stokes). Por otra parte los cambios en las variables descriptivas de los fluidos
originan cambios en su temperatura, de la cual a su vez dependen |os pardmetros fisicos de aquellos.
Este fuerte acoplamiento fluidomecénico-térmico viene a aumentar la complegjidad de las
descripciones mas detalladas.

No obstante, hay en la técnica un subconjunto muy importante de sistemas fluidodinamicos que se
pueden describir con un muy buen grado de aproximacion mediante modelos de pardmetros
concentrados. Esto significa que en determinadas regiones espaciales las magnitudes fisicas pueden
considerarse uniformes (constantes en el espacio), teniendo sblo variacion temporal. Esto conduce a
su descripcion dinamica con ecuaciones diferenciales ordinarias. Este subconjunto de sistemas es
designado usualmente como Sistemas Hidraulicos. En estos casos, el fluido es en general agua o
aceite, y siendo muy baja su compresibilidad, muy altas las presiones de trabagjo, y bajas las
velocidades alin para caudales importantes, se pueden hacer una serie de hipotesis simplificatorias
gue permiten tratarlos como circuitos hidraulicos.

De aqui en mas, seguiremos € enfoque de la Ingenieria, donde es usual plantear las ecuaciones de
balance de materia a través del caudal de volumétrico en lugar del caudal mésico. También
despreciaremos en general la interaccion con los efectos térmicos. Si bien en algunos casos
trataremos fendmenos con fluidos altamente compresibles con las técnicas desarrolladas para
sistemas hidraulicos, cabe aclarar que € enfoque tendra validez a condicion de considerar pequefias
variaciones dinamicas de |as variables en torno a sus puntos estéticos de operacion.

De acuerdo a lo explicado en los péarrafos anteriores, las variables descriptivas en los sistemas
hidraulicos representaran principalmente presionesy caudal es volumétricos.

El primer fendmeno que consideraremos es €l de resistencia hidraulica. Este fendmeno produce una
caida de presion en un conducto a causa de la pérdida de energia (friccién interna en e fluido y de

este con las paredes del conducto). En general, la caida de presién se relaciona con e caudal segiin
unarelacién constitutiva del tipo:

f(BP,0)=0
En ciertos casos particulares estarelacion eslineal, de laforma:
DP- RX0=0
L a simbol ogia técnica que se usa para estos elementos en circuitos hidraulicos es la siguiente:
A ] )
(! &

Figura 3. Resistor hidraulico (valvula)
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En ciertos casos la relacion entre caudal y presion puede depender también de un pardmetro que
representa la variacion de la apertura de una valvula. Entonces, se suelen tener caracteristicas del
tipo:

Q F 3

v

Figura 4. Relacién constitutiva de una valvula modul ada.
y en este caso, la simbologia es:
I x

A )
& 4

Figura 5. Véavula modulada

Otro de los fendbmenos escenciales que aparecen en los sistemas hidraulicos es e amacenamiento
de energia potencia en un fluido. Esta puede ser energia potencial del campo gravitatorio (en un
tanque por g emplo) o energia potencial elastica. En este Ultimo caso puede darse por acumulacién
de materia en un volumen fijo dado (fluido compresible, donde aumenta la presion al aumentar la
densidad) o por acumulacién de materia (fluido incompresible) en un recipiente de paredes
elésticas, 0 por una combinacion de ambos efectos a la vez. Dado que estamos trabagjando con
caudales volumétricos, trataremos el primer fendmeno como s fuera € segundo, es decir
supondremos incompresible a fluido y le atribuiremos elasticidad a las paredes del recipiente, de
manera de lograr un efecto equivalente.

L os dos casos de almacenamiento de energia potencial (gravitatoria o elastica), se representan con
un elemento denominado capacitor hidraulico, que bésicamente vincula presién y volumen de
fluido acumulado con unarelacion constitutiva del tipo:

f(P,V)=0
que en el caso lineal tomalaforma
V-CxP=0

donde C es un coeficiente llamado capacidad. Tanto en el caso lineal como en el no lineal, hay que
agregar otra relacion constitutiva fundamental, que vincula dindmicamente e caudal con €
volumen acumul ado:

V-0=0

En un tanque de érea constante 4 sabemos que la presion en el fondo debida a la columna de agua
es
r
P=r xgxh= 7@ 2
de donde resulta
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r>g
Si el é&rea del tanque no es constante, la funcion que vincula Py 7 es no lineal ya que la relacion
entre 'y h no eslineal.

Ademés de las relaciones congtitutivas vinculadas a la presencia de fendmenos de disipacion y
almacenamiento de energia en los fluidos, en los circuitos hidraulicos encontramos relaciones
estructurales que son completamente andlogas alas leyes de Kirchoff.

Asi, en € circuito hidraulico que sigue:

40
B g B
— i>-<l:
Ly
&3

Figura 6. Circuito Hidraulico
encontramos las siguientes relaciones estructurales:

O-0-0=0
B - P =0
F-PA=0

gue se suman alas relaciones constitutivas del tanque 'y laresistencia hidraulica.

En e caso de los sistemas hidraulicos, también encontramos elementos que vinculan los mismos
con sistemas mecanicos. Un tipico componente hidro-mecanico es el cilindro y pistén:

7
7

Figura7. Cilindroy pistén

En este caso, las relaciones entre la velocidad del piston, €l caudal empujado por e mismo, la
presion del fluido y lafuerza que esta gjerce sobre el piston son:

F- AxP=0
Q- 4 =0

SISTEMAS TERMICOS

L a termodinamica estudia una gran diversidad de procesos vinculados con el concepto de calor y la
conservacion de la energia Basandonos en un enfoque clésico (sin considerar procesos
irreversibles) distinguiremos tres tipos de fendmenos elementales. generacion, almacenamiento y
transferencia de calor. Las variables descriptivas de estos fendmenos representaran principalmente
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temperatura (que denominaremos con laletra g, medida en Kelvin), cantidad de calor (Q, en Joules)
y flujo de caor (f, en Vatios).

Debido a que la temperatura se considera en general distribuida espacialmente, los modelos de
sistemas térmicos resultan habitualmente de parametros distribuidos y se expresan mediante
ecuaciones en derivadas parciales. Dado que en este curso nos ocuparemos exclusivamente de
modelos de parametros concentrados (expresables mediante ecuaciones diferenciales ordinarias),
haremos hipétesis ssimplificatorias (que son las habituales en los problemas de ingenieria) para
eliminar el espacio como variable absoluta. Estas simplificaciones consisten en partir € espacio en
distintas regiones y considerar que cada region tiene una temperatura uniforme.

Entendemos como fendmeno de generacién de energia térmica la conversion en calor de energia
mecanica, eléctrica, quimica, etc. Su estudio recurre entonces a las leyes de disipacion de estos
dominios fisicos.

Considerando fendmenos exclusivamente térmicos, €l amacenamiento de energia resulta del
balance de calor de un cuerpo involucrado en un proceso termodinamico. De esta forma, tendremos
siempre unarelacion fundamental (estructural):

Qneto - Qgeneradu = Qrecibido + Qentregado = O

Por otra parte, s €l cuerpo no cambia su estado de agregacion, dicho almacenamiento produce
variaciones de temperatura. La relacion entre ambas magnitudes puede estudiarse en base al
concepto de calor especifico a partir de la expresion bésica:

m>XQ; - 0i) = Qe =0

siendo m la masa del cuerpo, ¢ € caor especifico por unidad de masa (funcion del material del
cuerpo y en general de la temperatura), q ; la temperatura inicial del cuerpoy q, la temperatura
después del ingreso de la cantidad de calor Q,.;,,. Derivando esta Ultima expresion, se obtiene la
relacién constitutiva asociada al fendmeno de almacenamiento.

m>‘0>q' Qneto :O

donde la derivada del calor neto es €l flujo de calor neto (f) entrante al cuerpo. Se define ademéas
como capacidad térmica a coeficiente C = m x .

Dentro de los fendmenos de transferencia, encontramos en primer lugar el fendmeno de conduccién
del calor, descripto por laley de Fourier. Bgjo las simplificaciones asociadas a la concentracion de
pardmetros, se puede reducir su estudio a caso de dos recintos a temperaturas diferentes separados
por una pared de &rea A 'y espesor e con conductividad | .

e
Figura 8. Conduccion de calor através de una pared.

En este caso, € flujo de calor através de la pared se puede calcular segun laley:
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fc-'TXAxml-qz):o

e . . , .
como laresistencia térmica.

definiéndose el parametro R, =
| x4

Otra forma de transferencia de calor es através del transporte de masa. Si en un recipiente ingresa
una cantidad de masa m que viene a una temperatura q esto aportara una energia e = m x>q , de
donde se puede deducir facilmente que de manera instanténea el flujo de calor estara relacionado
con latemperaturay € (caudal) volumétrico segun larelacion:

f;'rXC>Q>q:O

Puede haber ademas transferencia de calor por conveccion, que satisface relaciones matematicas
similares a la conduccién (aunque su fundamento fisico es mucho mas complejo) y por radiacion,
en la cua e flujo de calor es proporcional a la diferencia entre las cuartas potencias de las
temperaturas de los cuerpos (esto se puede deducir de la Ley de Stefan-Boltzman).

Ademas de las relaciones constitutivas asociadas a los fendmenos de transporte y almacenamiento
de calor, encontraremos relaciones estructurales acordes a sistema. Y a mencionamos una que es la

expresion del balance de calor que define la cantidad de calor neta almacenada. En generdl,
trabajaremos con su version derivada, expresada como balances de flujos:

f neto ~ f generado ~ f recibido +f entregado = O

Por gemplo, en el sistemade lafigura

¢
{caudal)
Figura 9. Sistema térmico con generacién almacenamiento y transferencia de calor.

encontramos |l as rel aciones estructurales:
fnetu 'fe'fg +fc+fs :O
qg-9,=0
gue se suman alas relaciones consgtitutivas correspondientes a los fendmenos de transporte de masa,
conduccién de calor hacia el ambiente y generacién de calor (através del resistor).

En este Ultimo caso, €l resistor eléctrico genera un flujo de calor que esigual ala potencia disipada
fg - Up Mg =0

siendo ésta una de las relaciones constitutiva del elemento que vincula la parte eléctrica de la
térmica del sistema (la otrarelacion congtitutiva del elemento es puramente eléctrica si se desprecia
el efecto de latemperatura sobre laresistencia).
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2. El proceso de modelado: del sistemafisico rea al idealizado

Cuando nos encontramos con un sistema real a modelizar, veremos algo muy distinto a lo que
muestran los esquemas de las figuras 1, 2, 6 y 9. Estos esquemas, que corresponden a lo que
[lamaremos Sistema Fisico Idealizado, son producto de simplificaciones que se realizan acorde a
problema a estudiar.

Si estamos interesados en estudiar e movimiento de un cuerpo sujeto a una pared mediante un cable
elastico, e esquema de la Figura 1 aparece como una posibilidad razonable. Ahora, si nos interesa
estudiar como se transmiten las vibraciones del cuerpo a la pared y a piso, € esquema hecho es
completamente indtil, ya que parte de la suposicion de que tanto la pared como el piso estan fijos.
Es decir, mas alé que se trate e mismo sistema, € problema planteado Ileva a idealizaciones
diferentes.

Incluso aln en e caso que nos interese estudiar la dinamica (despreciando las vibraciones
transmitidas), las hipétesis de rozamiento y elasticidad lineales realizadas pueden resultar
inadecuadas s se requiere mucha precisiéon 0 una gran excursion respecto del equilibrio. En
particular, si la fuerza aplicada fuera muy grande, la hipétesis de un cable eléstico ideal provocara
un gran error ya que no podran despreciarse los fendmenos de deformacién pléstica.

Si compramos en un negocio de electrénica un capacitor, un resistor y un inductor y |os conectamos
en serie, e esquemade laFigura 2 aparece como €l més apropiado para predecir su comportamiento
ante una determinada alimentacién. Pero si en la alimentacion colocamos una fuente que genere una
frecuencia muy elevada, el esquema mencionado serd completamente indtil, ya que sera necesario
tener en cuenta los fendmenos descriptos en lateoria de lalineas de transmision.

De manera similar, €l circuito hidraulico de la Figura 6 seria adecuado, bgjo ciertas hipotesis, para
estudiar un sistema de riego. En base al esquema podriamos analizar aspectos como la altura
necesaria del tanque o € cauda que debe proveer la bomba. Sin embargo, € modelo no muestra
hacia que atura debe elevar el agua la bomba y por lo tanto no podemos saber que diferencia de
presion tendrdy por ende que potencia deberd desarrollar. Aun en € caso que no nos interese este
problema, la hipétesis de que la vdvula de sdlida es lineal sera valida sblo si no hay grandes
variaciones de presion y la hipétesis de bombaideal puede no ser muy afortunada.

En sintesis, es muy importante no perder de vista que los model os obtenidos resultaran adecuados
solo para resolver determinados problemas y dentro de un rango de operacion dado. Es decir, €
sistema fisico idealizado dependera no solo del sistema real en si, sino también del problema a
resolver y del intervalo de validez que se pretenda tener para el modelo resultante.

Por esto, antes de readlizar las hipbtesis simplificatorias, hay que tener muy claro no sdlo los
principales aspectos del sistema rea que se intenta modelar, sino también las caracteristicas del
problema atratar y laexcursion de las sefiales a estudiar.

L amentablemente, no hay una metodologia que nos permita realizar estas simplificaciones de forma
sistematica. Como mencionamos antes, esta etapa del modelado (que es quizas las més importante
en virtud de que todo €l resto dependera de lo que se haga aqui) se resuelve en gran medida a partir
de consideraciones sujetas ala experienciay a conocimiento del proceso real.

Sin embargo, |os sistemas compl gjos pueden habitual mente dividirse en subsistemas méas simples de
los cuales se encuentran modelos en base a simplificaciones ya probadas en problemas similares.
Por eso, es fundamental antes de comenzar a redlizar las primeras simplificaciones de un sistema
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real, buscar en la literatura modelos de sistemas similares en los cuales se manifiesten 10s mismos
fendmenos.

No ahondaremos més en este tema, pero es muy importante tener en cuenta siempre gque debido a

que la obtencion de un modelo se basa en la aplicaciéon hipétesis simplificatorias, los modelos
tendrén en general validez siempre gue se respeten las mencionadas hipotesis.

3. El proceso de modelado: del sistemaidealizado al modelo matemético

Una vez realizadas las simplificaciones y obtenidos esquemas como el de las Figuras 1, 2, 6y 9
decimos que tenemos un Sistema Fisico Idealizado. Aungque estos esquemas en general contienen
todalainformacion que se necesita parala construccién de un modelo matematico, este pasaje no es
trivial.

Asociadas a esquema, tendremos un buen nimero de relaciones matematicas que vincularan las
variables descriptivas del modelo y que serén consecuencia tanto de los fendmenos fisicos
considerados (relaciones constitutivas) como de la interaccion entre los mismos en funcién de su
disposicion en el sistema (relaciones estructurales). En general, las relaciones constitutivas estaran
determinadas explicitamente en el esquema (teniendo en cuenta las leyes fisicas correspondientes)
mientras que la obtencion de las relaciones estructurales requerird de algun tipo de andlisis
geométrico y/o topol dgico.

De estaforma, una vez gque se tiene el sistema fisico idealizado € siguiente paso hacia la obtencién
de un modelo matematico sera el de reunir las relaciones congtitutivas y estructurales involucradas.
En muchos casos encontraremos conjuntos de relaciones mateméticamente equivalentes, por 1o que
No serén necesarias todas |as relaciones para la construccién del modelo.

Una vez que tengamos todas las relaciones mateméticas necesarias, alin no tendremos un modelo
matematico muy Util. Si bien tendremos una especie de sistema de ecuaciones (en realidad una
mezcla de ecuaciones diferenciadles y de ecuaciones algebraicas), este sistema asi planteado no
tendr& una estructura que nos permita estudiar y resolver problemas.

Por esto, €l paso siguiente tras reunir las relaciones congtitutivas y estructurales es el de obtener un
sistema de ecuaciones que tenga un estructura que permita aplicar alguna teoria matematica
adecuada ya establecida.

Dado que trataremos con sistemas fisicos bajo hipbtesis de parametros concentrados, buscaremos
arribar a los modelos con que trata la teoria de ecuaciones diferenciales. En general, utilizaremos
dos tipos de expresiones. las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) y los Sistemas de
Ecuaciones de Estado y de Salida (EE/ES).

Para llegar a este tipo de expresiones deberemos manipular las ecuaciones dadas por |as relaciones
congtitutivas y estructurales siguiendo diferentes técnicas. Para €l caso particular de las ecuaciones
de estado, no intentaremos deducirlas directamente a través de las relaciones mencionadas, sino que
utilizaremos model os gréficos (Diagramas de Blogues y Bond Graphs) como un paso intermedio ya
gue de esta forma se simplifica notablemente e problema, pero esto sera tema de capitulos
posteriores.

Paralas EDOs veremos también métodos a partir de los modelos gréficos o de las EE/ES que serén
los més apropiados para los sistemas complejos. Sin embargo, antes mostraremos brevemente como
se pueden obtener directamente a partir de las ecuaciones correspondientes a las relaciones
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congtitutivas y estructurales ya que este es e camino seguido tradicionalmente por la Fisica
Aplicada

Recordemos en primer lugar que una EDO es un modelo del tipo Entrada-Salida, es decir, un
modelo en el cual no aparece explicito e concepto de estado. Laforma genérica de una EDO es una
ecuacion del tipo:

n n-1 k k-1
f(d yn(t) ’d nyft) ) d uk(t) ’d kugt)

dt dt dt dt

donde y(t) es la variable de salida (una variable descriptiva de interés) y u(f) es una variable de
entrada (variable descriptiva cuya evolucién se considera independiente de 1o que ocurra con €l
sistema). El nUmero entero n es la maxima derivada de la salida, y es lo que se denominara orden
del modelo. Como veremos mas adelante, esta definicion de orden no es en realidad muy diferente
de la que vimos para | as ecuaciones de estado.

vu() =0

Un caso particular que sera de utilidad para tratar una gran variedad de problemas se da cuando €l
sistemaeslineal. En este caso, la EDO tomalaforma que sigue:

d"y(t) d"'y(1) d*u(t) d*'u(t)
G T T e ¢k " b dit

..+Cloxy(t)-bk ...-bo><u(t)=O

n-

siendo los coeficientes a; y b; constantes.

Para obtener una ecuacion de este tipo a partir de un conjunto de ecuaciones correspondientes a un
sistema fisico idealizado, € procedimiento es simple en teoria, aunque puede resultar muy
complicado y engorroso de llevar a cabo.

La idea basica es definir una variable de salida y una de entrada. Por gjemplo para € sistema
mecanico de la Figura 1, éstas podrian ser la posicion de lamasa (x) y lafuerza F. El segundo paso
es tomar alguna ecuacion para comenzar. En general conviene utilizar una relacién estructural de
balance. En todos los sistemas fisicos encontraremos tales ecuaciones ya que siempre
encontraremos leyes que expresen balances de energia, de masa, etc.

En el caso de nuestro sistema mecéanico esta ecuacion es la que calculala sumatoria de fuerzas:
F(t) - Fﬁ’iccion - Fresorte - Fnem = 0

Unavez hecho esto, debemos comenzar a utilizar las demés relaciones para reemplazar las variables
gue no correspondan ala EDO. Por gemplo, tenemos:

Fﬁ'icciun - b xvfriccion :O

de donde despejamos:
Ficcion = b2 friccion
ademas sabemos que:
V fiiccion = V = (0] =) V fiiccion — V
y tenemos:

x-v=0pP v=x
por lo que finalmente resulta:
Ficcion = b *x
Por otro lado, procediendo de manera similar podemos deducir que:
Foew = p=m> =mxxk
y ademas
Fresore =k XDx = k(x - o)
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de donde, reemplazando y ordenando Ilegamos a que:
mx*i+bxc+kxx=F(t)+ko

que es una EDO Ilineal afin debido a término & %,. Si elegimos €l origen de coordenadas tal que x
sea cero cuando € resorte estd en su posicion de reposo, este término desaparece y tendremos la
EDO lineal y estacionaria de segundo orden:

mx¢+bxx+kxx=F(t)

Otra variable de potencial interés para tomar como salida es la velocidad. Si repetimos €l
procedimiento, tendremos:

Ficcion =b»
Fhew = p =m»
y para €l resorte:
Fresore = kXD = k(x - lo) =k Xy Xdt - ko
por lo que a reemplazar nos queda:

m>y+bxv+k Xy xdt = F(t) + ko

gue no es una ecuacion del tipo que estamos buscando debido a la presencia de la integracion. En
este caso, la solucién es derivar miembro a miembro, llegando a:

mX+bx+kx = F(f)

Queda como gjercicio obtener las EDOs correspondientes alos gemplos de las figuras 2, 6 y 9. En
el Ultimo caso, debera tratarse a cauda Q(f) como un parametro variable, quedando €l resto de las
hipétesis a consideracion del lector

Como podra observarse, € método visto para la obtencion de la EDO no es completamente
sistemético y no es realmente aplicable a sistemas muy complejos. En e proximo capitulo
estudiaremos la técnica de los diagramas de blogues como un método mucho més estructurado y
préctico para € modelado y que nos permitira obtener modelos matematicos equivalentes en
ecuaciones de estados y en ecuaciones diferenciales ordinarias de sistemas bastante méas complejos
que los tratados en esta seccion.
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