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Resumen

En este apunte =& ansliza, a3 partir de wn modelc con EE del sistema, =1
procedimiante gue permite obtener un Modalo Maiemidtico Imcremental Lineal gue
aproxima 3l sistema para peauefas perturbaciones alredsdor de wun Punto de
Operacién (Linealizacién Estacicnaria) o de una Tragectoria de Operacién
(Linealizacidn Inestacionariz). Praviamente se obiiens un Modelo Matemdbico
Imcremental Exacto del sistems.

Sg analizz ademas =l procedimiento de Linealizacidn a partir de otros Modelos
Matemiticos del sistema, como ser a partir del DBE. o de 1la EDOD.

Se dan ejemplos de la determinacidn del Punto de Operacién a partir de diferentes
M, como ser: EE, DB, EDO,
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Linealizacion de Sistemas Dinamicos

i. Introduccioh

El estudio de (s dimsmics de Sislemss No-Linedles en

entorno de w ,omfa de egw‘ /f"érf‘o o de ww sOlucicn pen"oa/r‘ca
se sfmpliﬁ ca consc'a/?r‘ab/emen/e obtepiends wn Modelo Tncre.
menfa} Li nc’a/ ?ue 3 /omxime ol Mo cje/o No- Zfbca/ de/ sishe_
ma  pora pe?u&ﬁas perfurbac/brfs slrededor de dichss solu-

Ciones par‘t’ colsres .

Asi mismo " I3 ﬂslgéz/fdad de /05 /amihs de %u;%‘.énb poe.
de determinarse , en s mayoris de las casos , & partir
del es‘k;dfo de b estsbiliobd del Modslo Increments! Linesl
ssociodo o cads pmfb de eyw'/ién‘o.

En o ?oc siguve a/ onaelisis ﬁ:eme@/ se rea/«’aa sobre ¢y
modelo con  Ecvaciones de Estodo (EE) del 9?67(9»93 4, 87
bien poclmb hacerse 7 aoa%;sxs similor sabre o?lrv ?Lrpo
de Modelo Mstemstoo (MM) . '

Se dan , sin embaryo, abunos metodos sobre Is base de

diversos {‘ipas de MM

2. Andlisis I ncremental
Sea el Szyw‘en ?{e MM con EE C(e v &mfem@ mu/%‘warfééo!e

de: n estados , m enfradss y p solidss

[ x s 'F(T-(f), u(t), t) (Ewacréﬂ Veci‘om}gl de E"sibc]o) (1)
l 3({’) = 9("“’) , M (t) t) ( Ecvacion Vectorial de SaJc'Ja) (2)

con t€ TCR ¥
m(t) e R vector de entrods

i o e WY I Y Y S | o~



£, Rmlenfo ¥ it fRn (4)
3: ﬂ("xﬂ"x IR —_— IRP (5)

Sfajune&lasfmdones Fo’ﬁ noes/f'nea)enzom
a , se hene un sistema  slineal

Como el pmé[em drdmico &15 concenbads e ls EVE (),
b imf;or%anﬁ es {a slineslided de £ 50,oonc¢remas ?ue
es{‘a buncidn  satis Foce /Jas A?oo"?é'sis ?oﬁ se fe mponers

én e/ a/ounfe A0IC10.88 ; "Soluciorn de ls Ecuacion Genersl

d Estodo” ol trotar el teorems de existencs y vnicidsd
Un anélfsis 910551 clez sisfema tiene en a/ené; /58 r-e/a,
Ciones entrs lss veriables de estsdo ,en/rade > solids
(3) dade por loas ecuvaciones (1) »(2) e.s?Lencfo,esé_s
vacisbles | medidos con referencis 8l sisterns re/éjado,
Un anélisis incrementsl , en combio , comsiders /ss rels.
ciones (consewenus de las ecveciones () 5 @)) entre los
incrementos de las verishles de  estadb , de entrods
de salids. Las varisbles incrementsles son Iss m‘ﬁm‘ﬁ/des
me&ldfas con referenus o w Regimen Permsnenfe Esta.
cionario ( RPE) 0 @ vn Re}:‘meﬂ Rermonente Viarisble (RPY)
Svele hablarse del valor de los varishles en RPE o de
Punto de Trobs o ode Operscion en tonts gee pors un

RPV se hobls oe Trayecforia de Operacion .

NO{SMOS 3
), M) , y() vorisbles globoles
Ax(t), Au(t) , Ag(t) veriobles ncrementsles

o 1 .. DD



x ,41- ,g Son VL‘c?ionss aanslﬁ?ﬂﬁs’s ?ﬂe a(e.sfyﬂ&‘ﬂ
vafoms ml‘am’es de /as m.sym'ﬂdég
O 1F(i,ﬁ,t)] globales en el puto de gperscion
y=9(z, a,t) G Solis Facen los €cvaciones (1)7(?)
Las varables 3/069/&5 52 b chey expresarse
() € +Ax@)
M@= &+ Ault)

y@ = ¢ +4y@)

(¢)

Psra el caso RPV
(L), u*@) j"&) son veclores varisbles gwe dexgman

los velores cfe /as m%m‘fudes j/cba-

/es SObre /@ fraycci‘synb de Pers -

civn . don frayecforias en los es_

pacios de estrdo , de enfrads y

¥t =f(1‘(t),ui(ﬂ,f)] de salids YE.gaecié“vamen?[e , g€
F0) = g (), a5, ) [ seotislocen los ewmdiones (1) ;@)
Las voriables j/oéa/es /DUecrter, eXpressee -
x(t) = 2(t) + Az
U@ = D) + du® (e')
dyd= y*H + By &)

Puec)e pensarse ?oe enel Sr‘sliema .Svceofs’ /0 S/jt/féﬁ}é? ;o pere
rbociones Ault) sobre las violores CQ RP de las

6071793@5 provocen tborvmmf{:es Az (t) . A]{U sobre /x
respec?é»vs valores jé:éales del RP de los esbdos >

I P R P



Pors un RPE

M2 § x5

N arc(fg 1

% W Nax()
Espscio de Entradas Kgfom— —— = - 7

Espacio de Estados

Fia (1)
Psra un RPV

o | (k) 1%,

jv

%2 / _ frayacforia
m x"(t) en

. RPY

Espaci® de Entradss Espacio de. Estados

Fig (2)

Ls situscion ’olanfeada pusde rspresentorse  con los S penres
0B , ?Vﬂ son maaé/os a/brmﬁws de las ecunciones (1) »)
pora las cesos de RPE > de RPV res/oecﬁ»am.av;?‘s

. ~ Y+ Ay@)
Floye, ) _—__>?t— g— Hax ()

=

1l




@) +a40)

s )
s c()%: 2 () +Ax@)
‘ r £(s,.,t) f ¥ ~>

Fi9(4) DB2: RPV per‘lrurbaclo

FPors ,ooq@r hocel wn ondlisis incrementsl | € pecessro conacer
prew”amcnfze el RP. & se Jt'SPOM oél w MM (EE, 03,676),
el AP poede oblenerse mediante :

% solucion, onaltico del modelo

% solcion numerica o simulacion 0/19 it/

¥* mé/va& as/oemé/es ( 1“600/21935 , PrImer BrmorIco , eé)
Sino se dispone del MM | se debe recurnr & lo medicion
y ns?z'sf\ro de los vorisbles del sistems real . Hs oy rr2& Aocks
expe rimentsles - analfecos pom resoher /orvé/emag Conmo
Jos ?,Le se eéoro%n eﬁmf 5295/29 9/ MM

3. Linealizacion
Dado el MM y el RP inferess conocer |3 ley dinomica

gue relaciona lss Verisbles incrementshes Au(t) 7 Ax(t) .

Ba]o ciertas fo:}oo"?‘\?s s ests | ey dinsmice (?ve Permika el

andlisis incremenfal) purede ex presorse  como o MM (lines| ,
con 9@4:10 Sa'hsfacfb ro Je apmximaafo;,a.

Denominsmeos  linealizacion  al proce di miento goe per.
o T f B i. [ LARAA R |



Ecwc_.l_(_%) y(2) MM Incrementsl

RP m Lirealizacion m lingal

l-lipo'itc-‘s

fig (5)

A vn RPE corresponde uns Lineslizocion Estacionsris (LE) y
@ wn RPV comsspmcfe wo Linealizacion Inestacionans ( LI).
Si 6/ Mm (1) +2) es esfaoionarz‘o ( es decr F )3
no defyendeﬂ E)(/o/foi fsmente de t) ) entonces |, mediante
ls LE se obhene wr MMIL eslscionans .

Mediasnte wma LI se obhene w» MMIL ineslscionsnd

3.4 Linealizacion E stacionsris

Su;oanjaamos 9ue el MM (1)42) es esfscionsrio (se
eimina t como G?Jl’ﬂef/}"p de ’C/’j) y g se encen.
tra im‘o{almerrl*e relej‘ado y con entadas nulss .

Al atohcarﬁe we enPade constnte wu@)= T ) el sishe_
me  sole del repaso y hensicons ol nuovo estads de
fsfmen Z el cwsl es &lconzado Jvego de wr Frempo
de es‘l‘ablea'mjeofb o de nespuesb ‘f‘,, L(sc ha Sqovas){b
?oe d siﬁ(‘:ma es 657‘3516)

Consi deremos ?JW e w1 insbnke & >t- , por etecty de

une Perr‘ltvrloaa‘aﬁ ( fmpu/sior@/) el asf:xfa ds wn salto Ax(h):

‘X(f‘a) = x + Nx (fo) (7)
Ademss , @ /oar-l'?r' de to . las enfrodas son perﬁ/rbadas
| ut) = L +Au(t) t>t, (8)

Por (7) 7(8) results :

T — a & o PRy VI i a\



:DC;:; _ e 50@@:@6

(\A’. »@E_\/L - eftecomand
et (nesta ey
‘GgTAc 10 AL J
/ EE/ESNL
il eD/O ST 0%9743’0’0 o INESTAcion ARty
u
X?f),% E
Al
x ESTACIO)RRLO
% | NESTAC] pp)ATRA O
e gmao,uﬁxo N »,;,\/ﬁ_ o MD Ly E
%nwémm + K. OE ol GONEGEn
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Llevando (8) y(3) a (0),() , results :

d (T+ox@) = F(Z+0x@) ;@ + aul) (40)
dt
§+ Ay = g (X+0x@) ; A+au) (1)

de  donde puede oblenerse wn MMI  desarellsnds er seme
de T&)”O{' 3l rededor  del punto de operacivn Z, M,
Uas 'thor'o»o&s ‘r ¥y deéef) ser Coﬁig;ﬂuamew?)é Oé”%@ﬂ_
ciables pare 306 ajmifér; v deserpllo en serve de
Taylor)

Considersnds 15 i-é&simo /4/9 e los 6’::@0.@0)) (1) <e

obhieren las ecveciones escolsres
W) ZT+at,w=h(z 07, ... . Z, + O%, () U HAU D), .., ﬁm+Aum(t]> -

(13) G +0y B = G (Mt M), .., Tyt A%, @) B HAK (), - ; Byt ity (1))

Haciendo wn dessrrollo de Tayfor de (12) olrededor del ,am?‘o

de Qpersovn %, i, se obhene

» n _""-lm
X +4% () = ﬁ (Z,a)+ E .?fi_. , Bx(b) + 2 _"?_FE_ &“n(t)"’
—  2x; d oM
J= ! R=l k
X, i X i

: Az-(t).Auh(t) +
21 [ ke 0% U J

% M
i

A A +

, 4

2]

13
IE

A .+ i\ & o AN .



Consideranclo ?ue en RPE es

55
m
A% (@) Z'

Ax; (t) = Z G Au () +

9% ;

R N _ -

XY X u
h m
{

T2 2T Z D Oa; (). Du () +

J-‘-'l k=i J “
X M

Axd. (t), Az, () +

X i
"TI| m 9.2£
o A > i Q). Au ) +
2 J_-| k =( QMJ‘ 'Buk .
X '“ I
?bg /m,ﬁc(e escribirse ‘
n m
. . P v .
A= 25| axw) + > 20| ¢ o (0x®); due)
‘ = axj B J hZ:I‘ o, L )
%4 e
(14)
En erma mafh’cia/
Ax(t) = 2F D (t) + 2F Aumlt) + F(Az(t),&u(e))
X AU
7 o (i5)

-
Ax(t) = [ bx (t), A2, , . .-, -zn(t)]

.
Bu) = [ @), dut8) , ..., Atk ()]

-
?"(Az(f),ou(ﬂ) [P (axcy), AU ; - - .. Fn (&x(t),au(t))]



3F1 ) 9F|
9.1‘ Gin
‘ ‘,ii X A
4 .
Z,
‘ oFn of,,
X, X A
= -
r -
_'"’_R_ . on_
Ay o,
Z i Z
of _ : :
% - [ ]
M
s o My |
4 x{“‘ x‘ﬂ
Lfamamos cor) .
A sl _QF_ B = 9_F
ox M
zl‘u‘ fji

La eaecion (15) resolfs entprces ;

AR = A.Dx@) + BAu®) + F(Ax(),0u(t))

(16)

Pmce J‘i@ﬂc‘O én 494" 773 8’7670_99 Con /;.-‘.) ewaa‘afa (43) , S€ /feya

Q:

Aj&) = 99

ox

Axlt) + 9
ou

i %,

X

LAl + g(Ax&)rzsum)

(17\



EEI‘ ...... 331
%y | _ BXp | _ _
R .
1\
o \1 ‘ '
2 | 4o ... 2
X, Mn|
X, X
251 29
a‘u| m
v lxa T WY
M ;
X
34&1 Q'Uvm -
e -,4: itu
Llamondo <n
C:= 2§ D:= 23
o | _ _ U _
A AL Z,M

b ecwecivs l(47) resulfs

Dy(= C.Axk) + D.Au@ +§ (6z@au®) | (8)

(lG) ¥ (ls) Consl}‘i/?/y@n wm MMT ex&!’)zo sz S‘:’S)(Ema (10) y
(1) . Eshe vaa I exaclo es no lineal . Los no lineslidades
operien am ¥y |
Asvo@do o (16) > (48) MCE cons 711115/"&? el s{yw‘ené_:

[ N p—— l



Aut) ax(t) —\ Ax(t)
. j N

Ay(t)

J D

figle) DBI exacto

o~

Consi c/e»rando ?oe 'y ).r ? esttafo wmpuesz‘as er fe;'m:'oas c‘e |

orden soperior en Qxl) y du (t) , entonces sise veritica

lax@ll » 2@ | t3to (19)
mu/ ._}be?ueﬁos (20)
pueden oproximerse por !
T (0z®, bu®) % 0
§ (Bx@), Bu(t) »©
resultondo (6) » (18)

Dx(t) = A.Ax()+B. du(t) (1)

| ayk) = C. Az (d) + D. Au ()| (22)



ve conslifvyen el MMIlines] buscodo ol el pusce
g y s Ve
sscoarse e Sr‘jwui enfe DBIL -

Au(t) | f\ . Ax(t)

:E |

ﬂ‘g (7) DBIL

3.2 Lineslizacion Ineclscionaris

S Upongames shors gee el MM (D)H2) se ercventrs en
wm RPV Caracfériaac{o por /:9 79'3 7@67‘{0/‘/;9 cfe Wacm{;:
) , uNt) 4 (Y , y gee debido 5 v /aer/vféa_
cion de I enbods , ol sisterms se a/ej'a de esa Tro_
)«ec:)(vrfa alg o/oefaw’b:o ; 057@0/65 a/o se -

uit) = «w5(t) + Au@®)
@) = @) + Ox () (6')
y ()= y¥ @) + By (t)

Uevondo (6) o (1) y(2) resolfs

.Ci.( x‘(f) + ax(t)) =¥f ( x*(t) +az (t) ,u*(t}+ Am (t)) (23)
dt

e



Pmce oliendo ana,/09am€m{a S Comio se /7(‘20 e /a
lineali zacion estecionaria | se sribs 4l 5:}:uien¥e '
MMI

Ax(+) = A(t). Ax(E)+ 6. AU@) + ?"(Ax(’c), su@),t) | (25)

Ay@) = C®) . Dx () + D@, bu@ + § (Az W), sue), t) @)

(}ue es inesfacionario ya ?oc las matrices A,8,C ,D

son shors Fmacﬁ del ﬁ'm/oa .Y esfa’é definides como:

Alt) .= 28 B#):= 2F
ox oMU
@), u* @) x"(6), 1)
—_ 2
Ch= 2 D)= 24
¥ U
@), 4 )
2, u* )

Asaciado al MMI (25)+Re) puede constrvirse  wr DBI exacth
andlogo ol de fig ) -

S se verificon fas hi,oofizesf s (19) y(20), pusde obtenerse
vn MMIL

Dx(t) ~ AG).Ax(t) + BA) . Du E) (27)
Ay() = C(H). oz (¥) + D(E) . Ault) (28)
Véﬁ'do pare has Vermsciones slrededor de Ia f’ayecfm”a

e c?oerao(oﬁ 2 (t) M*a’); j‘@')
Al MMIL (27)(28) pusde asociorse w DBIL ané/@o ol de
Ff‘g (7)



3.3 Linealizacion sobre el DB

Lo linesali ascion poecle efectvorse o par/?’r del DB

del gistems ,en vez de /aar}n-de les EE .

Se linealizen los b/o?ues €le mentsles corrss por dien_
fes o RelsCs no linesles |, slndedor el pmﬁ:c&
ﬁabajo (ﬁayec?ibr‘ia de %eraabﬁ) de dicho é?/c?gue g
surge del pm?‘: de /‘rabajo (f?a)oec%on“a ok 9oeraofo‘h)

dd  sisterme .

El procecffmief)b /Ouc‘:'de ser ?f"cfﬁ?;o o snelitro ,C{%Oeﬂ_

drendo o como este dada [a RelaC  del é/o$(,e no-linesl.

Si ls RelaC viene dede en forme y/a"ﬁ‘oa ;

se realr‘ 23 Wwo b‘nea/:‘zacioh Gra’ﬁ‘ca , en cambio s/ viene

dode en forms ansltes :

MCE) H £(.) A

se reshzs wa linealizacion analitics.

3.3.4 Linealizacion GrsFica

g | P Considerando gee la RelaC del bk?,e

'a no lineal es:

y = 3(41)
- enfonces w MMIL resolls:
Aj = _ﬁ_ , A M
oM

Y, 4



v —2 - pendiente de larects fe
b a 2 cwne en € /ounfwo 99\9@0&:{;

5.7
y o DBIL asociedo 4 blogf»e no lmesl  es :

%

| Aut
M(t) [C_ y(t) A M(t) Ay®)

Considerando  n b,ogfoe no |mes| con mas de wie entrads )
wys RelaC es; par ej"emplo:

Q=h(P2)
el MMIL results: |
AQ=_2h [ AP + 2h | Az
oP 22 |
@P3 053

(omo no conocemos |a expresion i
snolitrica de h(s,s) | @proximemos

2h =k oh @2~ Pe =k,
3P

ag \

e

ol

22

i 2, - 2o
W@ 3.p3

¥ el DBIL esociede sl Ho?oe po I es:

P(t)
D \
2(t) ——m Z

3.3.2 Linesli 2acion Anslitics

e l! | e .’ - A | A

Ky
AP(t)
sl :> _-E : AQ(t)
K2

Az&)




gag(u)
d MMIL es-

Ay@) = dF
J T

LAy = k. Autt)

R,y

y el DBIL ascciado es:

uit
oy =1 = —{ —

ne) By(t)

Psrz o caso & w b[O?,cc no Imesl mulhientads | coyas
RelaC viene dede par

HCH = ﬂ (u ), 48, ... M (ﬂ)

d MMIL e
Aj(t’): Cé| AU, @Y + L.+ 2G| D, () =
My Dy,
Py ot
m m
oy = 25 2| L < 37 kL Aule)
D =t |
0 |- - J
'“'!U
—
K:

J
7 e DBIL asociads es:

Aul(t)

)

: ( E
4 “‘3;9('; o0y ')J g — Auj- (1) i Aﬂ (t)
) ;

) P




3.4 Lineslizacion sobre la EDO
Ls lineslzacion puea(e reolizarse Tembiesn o pactr de /s
EDO &l sistems ; lineslizonds los fermiaas de /o EDO
Que sgen no linesles |, dlrededor del punfo de ﬁ'aéaajo
o frayecfvrc"a de 903@0“0;:.
A modo de 7emp/a ) PR ilustrac ef ,omcec//m/'enfo )
su/aonfamos G el MM del S)S?(Em es b s&mané
EDO -
x(t) + b_. i) txal) = Fit). L
m m m

Pse m F) = F el siskems alconza wr RPE  comchen-
2ado por () ==
xH) = o
x (t) = 0
Debemos Imeslizer el 2do termme de s EDO / < es
d terimmo no lnesl :

d { b a':cﬂj = 2bx@
m m

bx(t) = K Az()

%,

7 k) EDO /})36@}[89(}9 @U/’g'.

a§(t) vk, D) + _f;_ Az(t) = _é%*—)
4, DeJLer‘minacio'n del Pynto_de Oper‘gcio;:
Un paso prew‘o a} pmaa:ffmieﬂfb cfe LE e:go/fbec(o , €S /a

de+ermi nacion de' Pm)'*a de Opemcibf(v Cbmgs/aondien‘lé a]
RPE eshblecids en el sisterns .

~ 3 _/ N & - A S B



una vez exﬁnjw'c/o el tromsitorio , wn velor constsnte
de RP
x(t) = %
3) J‘Bcfaf ?pe o vector de salida
j(f) = 3
Ademss , resulfs
Z.(i') =0
per lo ?ve , en RPE / [as ewevoneas 1) ,@) resu/fn
0= F(x,u) (29)
g =9 (%, 4) (20)

son ewacones a}yebraioas én z'ﬁ,i ;
Resolviendo (29) 5 (30) suponiendo conocido & se
obtienen los velores 9ee carscterizen el Jounfo de coera_
clon % , Y.
El /Ofvcecfimienfo degmrto sebass en el MM con EE),ES.
Poedk oblenerse el pwllo de 999@6/5;7 a ,aar?’)‘r d ohos
MM , como ser el DB o ls EDO
I lusheremos o proceob?m}sn/v do cbfencron ded /auﬂ{o
de Of)%ofo;l medis rite eJEm/a/os .
44 Ejemplo de deferminacion &l PO s psrfir de los EE
Peﬁ‘gulo Invertido
m

| Las EE son:
| -
'9 x =V
I—"-—l Vo F+m?wseno - mgsen® ase
[ ) B M +m — m cos
F \
™ M e = W
B Ly AN /3 WS | = o DB Fadasa X oG




su,aonhgncfa F=0 en RPE es -

o
o

h

= Ml & sene - mg sené cose (31)
= mt &”sene - (Mim)g R & (32)
P&S’}ando m.o.m (31) —(32) [ resolts

O = ~ mgsené wsS + (M+m)gTg &

v
w
0
0

i

de donde Nd‘u/fa ¢ =0
Adem3s X = %o

Lusﬁo el PO ests definich por

Vzo , w=zo ,&=0 ,x=%
pee F=0
4,2 E Uie"nplo de determinacion del PO a pertir del DB
MCC wn excitscion serie Obs. :

Se ha;:e la hypastesis
s de gue la corva de mag-

b
S 4
1, R ;
e :)%/ % nebizacidy de b excia-
m M con es fineal (el mabr
be T o trabaya eu gona, de

Us Sokracion) =
Lf’e’é?Ie 1_1 LeIa

z cgnex;o'n sSerce

\ /J'

w

w
At

b

kLe




En RPE wmsponc{/iéﬁ?é o las enhodas constnis
Uy (B) = Us
S.®) = .
resolfs w =cfe
BN =che
g per lo /énf‘a u:v:ia = Q
Leyc:ndo del DB o /ae,rf:% de T > W se obhone

O=Uy ~Rs Ip — kle T W

0 = Rle T’ - & ~b®
?ue & w sistheme v las dos :%co}ﬂfﬁs Ts » @
gce /aerm?é calevlarlas .

En ‘yral el PO puede obtenerse del DB , planfesnch
entradas & los m{'e‘?raclores (v solide de los derva

dores ; €n Caso ?,pe fos )wb:ef;ﬂ m//as ;> Y /eyeno(o
del DB las ecuscrones gee permr'vbn determinario

4.3 Eiemplo de deferminacion del PO s -parllir de la EDo

K rozami en'ko La EDO es:
N (— mx() + b :a}(t)?f kx(t) = rnJ + FCt)
z(-t\—r M Sq'aom\enclo F(H) = F =che 2 el

sistems oalcenza wm RPE 7 P
lo fante  =@®) = A@®) =0

e donde KX = mq+F

y d PO st definids en ces par



En 9:’9/ ' o PO Puede obtenerse de b £DO ’/o/ew._
)éando?pem/?pgz‘odas/es&nm&ssm
nubss .
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