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Resumen

Se presenta un modelo de flujo vertical en la zona no saturada, que incluye procesos de
intercambio de vapor y agua con la atmésfera y el acuifero fredtico, basado en la ecuacién de
Richards. Se arriba a un esquema numérico, de resolucién basado en la técnica de diferencias
finitas, discretizando las ecuaciones de continuidad y momentum en funcién de la humedad
volumétrica (ecuacidn difusiva), resolviéndolas por separado mediante un planteo explicito y
centrado en el espacio y el tiempo. El modelo permite formular las incognitas en términos de
humedad volumétrica 6 potencial matrico. Puede resolver condiciones de contorno tales como
superficie encharcada, montos prestablecidos de infiltracion determinado por otro modelo
externo al propuesto, o bién puede utilizarse como un modelo de infiltracién, ademds de
redistribuciéon de humedad y percolaciéon al acuifero. También permite estimar tasas de
evaporacion 6 evapotranspiracion real como funcién de la evapotranspiracion potencial y del
estado de humedad 6 potencial métrico, basado en el modelo de sumidero de Feddes. Como
condicién de borde inferior se puede establecer las celdas incluidas en la capa acuifera con
humedad de saturacién o bien la condicion de flujo subterrdneo impuesta. Como pardmetros del
suelo se han utilizado las relaciones de Brooks y Corey, sin considerar lazos de histéresis entre
procesos de secado y mojadura. Se ha realizado un andlisis de estabilidad del esquema
numérico, observando el comportamiento de nimeros adimensionales (Courant, Péclet y el
pardmetro A) bajo situaciones criticas de humedad. Se ha verificado la convergencia del
esquema, contrastandolo con soluciones conocidas, ya sea analiticas o numéricas. Primeramente
se lo contrast6 con el modelo de frente himedo (Green y Ampt), determinando una muy buena
correlacion entre ambas simulaciones. También se lo ha comparado con otro esquema numérico
integrado mediante la técnica de elementos finitos junto a un esquema de diferencias implicito
en el tiempo, alcanzdndose resultados enteramente equivalentes, con intervalos de discretizacién
temporal del mismo orden. Un tercer ejemplo de comparaciéon fue planteado frente a un
esquema numérico euleriano-lagrangiano de transporte tridimensional de solutos y fluido,
integrado mediante elementos finitos. Los resultados alcanzados entre este esquema, el
propuesto y una solucién analitica a partir de la ecuacién de Philips, son de gran similaridad.
Finalmente se ha contrastado el esquema propuesto frente a un esquema implicito en diferencias
finitas y una solucion analitica del tipo frente himedo, para analizar la infiltracion de flujos
multifase (agua e hidrocarburos). El esquema propuesto predice la posicion el frente de avance
con muy buena aproximacion.

En sintesis, el esquema desarrollado para resolver las ecuaciones del flujo en la zona
no saturada ha mostrado una gran versatilidad para adaptarse a diferentes condiciones de
contorno y sencillez operativa para la resoluciéon de las ecuaciones, presentando una
convergencia satisfactoria a las soluciones analiticas y numéricas producidas por esquemas
basados en diversas técnicas de integracion en los problemas analizados.

1111}



1. INTRODUCCION.

El objeto del presente trabajo es la determinacion de una metodologia apropiada para
estimar los montos de percolacion y evapotranspiracion del perfil de suelo a fin de incorporarla
en un modelo de procesos hidrolégicos continuo en el tiempo (SHPLAN?2). Esto conduce a la
determinacién de un modelo de distribucion de humedad en el perfil del suelo para determinar,
ademas de los montos de percolacién hacia el acuifero, la condicién precedente de humedad del
perfil. Como primera fase de estudio se pretende la operaciéon de un modelo de pardmetros
concentrados, de balance vertical a nivel de cuenca, y luego en segunda etapa, analizar la
distribucién espacial de pardmetros y procesos hidroldgicos confeccionando un modelo
distribuido.

En el presente trabajo se propone un esquema numérico para la integracion de la
ecuacion de Richards, realizando andlisis de estabilidad y validaciones con resultados tedricos y
otros esquemas numéricos.

2. PLANTEO DEL MODELO

El modelo estd basado en la ecuacién de Richards, para estimar la redistribucién de
humedad en la zona no saturada (ZNS), contemplando la estimacién de los montos de agua
intercambiados con la atmdsfera y el acuifero. El disefio del mismo requiere de la division de
los continuos espacio y tiempo en intervalos discretos, con objeto de conseguir aproximaciones
representativas manejables en el esquema numérico. En la aproximacion por diferencias finitas,
se propone una malla unidimensional vertical en la que los nudos son equidistantes.

Existen diferentes versiones de la ecuacién de Richards, la que con mayor frecuencia se
ha integrado es que la expresa el régimen transitorio en términos del potencial métrico. Las
relaciones de conductividad no saturada y coeficiente de difusion en funcién de esta variable,
presentan menor efecto de histéresis (Herndndez y otros, 1994). A los fines del objetivo
propuesto para este trabajo, la formulacién en términos del potencial, presenta el inconveniente
de resolver la ecuacion para una variable que no estd directamente implicada en el balance de
agua. Se considerd conveniente, entonces, la resolucion de la ecuacién de Richards en términos
de la humedad volumétrica 0, que permitird conocer una de las variables del balance de manera
directa. La ecuacién de movimiento, en el caso de flujo vertical, en términos de la humedad
volumétrica y con una analogia a la ley de difusién de Fick, es:

g = -D(G)% - Uk 1
0z

donde ¢ es la velocidad de Darcy del flujo no saturado, € la humedad volumétrica, z la
coordenada vertical, tk la conductividad no saturada, siendo & un factor adimensional entre O y
1, D(0) el coeficiente de difusividad del medio, producto de la conductividad no saturada tk por
el gradiente de la curva de contenido de humedad y potencial matricial (d@d ¥). En la ecuacién
los signos se escogen de modo que g es positivo cuando el flujo es de direccion z positiva,
ademds, z se toma como direccion positiva hacia arriba, un valor negativo de g denota flujo hacia
abajo. La ecuacidn de continuidad establece para el flujo vertical, que:
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En este trabajo se realiza un planteo explicito en diferencias finitas de las ecuaciones
precedentes de acuerdo a las siguientes definiciones:

JRE /Tt S TR W il /4 L/ J T
2 dt At dz Az

donde f es una funcién cualquiera (humedad volumétrica, conductividad no saturada,
coeficiente de difusidn), j=1,m el elemento de discretizacidn espacial, con espaciamiento Az, n
el nivel de tiempo, con incrementos At. Los nodos j,j+1,j+2... representan los bordes de celdas
en los cuales se evalia los flujos de intercambio y los nodos j+1/2, j+3/2...representan los
centros de celdas en donde se miden las humedades (figura 1). El nodo j=1 corresponde a la
superficie y el nodo j=m al limite del espesor del perfil considerado, en correspondencia con la
maxima profundidad. Bajo este esquema de discretizacion la ecuacién de momentum resulta:

- it O
q}; _ -D(H'})HI]-NZ i1z ) k(ﬁ'}) y 0,} _ 6’; 1/22 9’, 1/2 3
La ecuacion de continuidad resuelta para el término en el nivel n+1, es:
At
+1 — = n_n
2 = G - Az(qj qj+]) 4

La secuencia de célculo serd la siguiente, 1) Partir de una condicién inicial de
humedades & ; en el perfil, 2) resolver la ecuaciéon de momentum (ec.4) para j=I..m,
determinando los flujos de intercambio entre celdas, 3) resolver la ecuacién de continuidad
(ec.5) determinando las humedades del perfil en el siguiente paso de tiempo y 4) retomar paso
2) hasta tiempo de finalizacién de la simulacion.

Para las condiciones de contorno, se plantea la resolucién de las ecuaciones anteriores,
con algunas de las incégnitas conocidas.

La imbibicién como condicion de borde superior. En el caso de superficie encharcada puede
considerarse la humedad del primer nodo constante en el tiempo e igual a la humedad de
saturacion: 6;(t) = 6, La condicién de lluvia puede contemplarse de varias maneras, mediante el
volumen infiltrado para la tormenta considerada determinado por otro modelo externo al
propuesto o bien, considerando al esquema de Richards como un modelo de infiltracidn,
ademds, de redistribucion de humedad y percolacion al acuifero. En este dltimo caso se debe
cumplir con la siguiente condicién:

g = MAX(-D(&V;/Z)% k() i") 5

donde " es la intensidad de lluvia del intervalo n.
La desecacion como condicion de borde superior. La condicién de evapotranspiracién puede

considerarse de acuerdo a diferentes formulaciones y modelos. En general, los modelos se
apoyan en una tasa maxima o potencial de evapotranspiracion, corregida con un factor en el
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rango 0..1, funcién del estado de humedad o el potencial matricial. El modelo utilizado en este
trabajo para estimar la evapotranspiracion real del perfil es el de Feddes y otros (1978), citado
por Candela y Varela (1993). En este caso el modelo limita la tasa de evapotranspiracién
maxima (vinculada a los pardmetros atmosféricos) en funcién del potencial métrico del suelo.
Los autores suponen una distribucion homogénea de las raices en el suelo y asumen que:

S(W) = BV) S = AT, 6

r

donde 7, es la médxima tasa de evapotranspiracion, S, representa la tasa por unidad de
profundidad radicular, z, la profundidad de raices, S( %) la tasa real de Sy, (%) una funcién
adimensional del potencial matricial. La misma puede simplificarse a una relacién graficada en
la figura 2. Los potenciales se grafican en valores absolutos. La funcién de extraccion 8 es nula
por debajo de ¥, debido a la deficiencia de oxigeno, y por encima de ¥4 Es mdxima entre los
valores de ¥,y y;. Este ultimo potencial depende de la tasa méxima de evapotranspiracion (en
funcién de los pardmetros atmosféricos). Deeb Pidez y Diaz Granados (1988) presentan un
familia de curvas que relacionan el pardmetro (3 vs. el potencial matricial, bajo diferentes tasas
de evapotranspiracion maxima. Reordenando y extractando los valores en forma numérica, en
este trabajo se han extraido los valores limites de 3, para los cuales comienzan a decrecer las
tasas de evapotranspiracion, y se ha propuesto una relacién empirica que los relaciona con las
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tasas maximas. La misma, obtenida por regresién no lineal, fue 103.7 * ETP '1‘906307, con un
coeficiente de regresion de 0.9694.
|
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Figura 1.Discretizacion en celdas verticales Figura 2. Modelo de Feddes, et al

(1978)

Condicion de borde inferior. Se pueden considerar las celdas incluidas en la capa acuifera con
humedad de saturacién: 6,(t) = 6. Si el flujo subterrdneo es importante magnitud puede
considerarse una o un conjunto de celdas sumidero, con flujo igual al subterrdneo.

Parametros del suelo. Implica conocer las curvas de conductividad vs. humedad volumétrica
k(6), potencial matrico vs. humedad ¥ 6), difusividad vs. humedad D(6). Se puede utilizar
expresiones tales como las de Brooks-Corey (1964), Van Genuchten (1980) 6 Clapp-
Hornberger (1978). La heterogeneidad y la anisotropia son factores que influencian fuertemente
a los ensayos de campo, atentando contra la determinacion genérica de los parametros. En el
presente trabajo se han adoptado por simplicidad las relaciones de Brooks-Corey. Ante la falta
de datos experimentales se han utizado los pardmetros recomendados en bibliografia (Chow y
otros, 1994; Candela y Varela, 1993; Mijares, 1986; Anguita y otros, 1991):
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k6)= K, s. 7
0.327
|l//(9)| = 4.57 8
S.
Iy 6.43
ID(O) = k() 2> = 15.K..5.% 9
(6) = k( )849 s°9

siendo S, = (€- 6,)/ (6, - 6,), 1a saturacion efectiva del suelo y K la conductividad saturada.

3. ANALISIS DE ESTABILIDAD

Garcia Villanueva y Arroyo Correa (1994) plantean mediante técnicas de interpolacion
lineal una discretizacion en diferencias finitas de la ecuacién de Richards, bajo un esquema no
lineal. Este esquema es comparado con una discretizacion linealizada de las ecuaciones
analizando convergencia, estabilidad y precision de ambos esquemas, dando criterios para los
intervalos de discretizacion espacial y temporal. Ellos proponen las siguientes relaciones para
garantizar la estabilidad, convergencia y precision de los esquemas numéricos:

A<025 ¢, £05 P <2

10
So Az SoAz A
KWY) = K, ¥ 11

donde P se denomina nimero de Péclet, C, niimero de Courant y A un parametro adimensional.
Estos pardmetros, de la manera en que los autores plantean la relacion K(¥) (ec. 11) , no
pueden determinarse acorde a las expresiones utilizadas en este trabajo (ecs. 7, 8 y 9) porque
son funciones del pardmetro . Con el fin de obtener un valor de & equivalente se igualaron las
expresiones 7 y 11, incorporando la ecuacién 8 para transformar humedades en potenciales y
resolviendo para el pardmetro o

0.55

0.55

N
N >
>

0.45 N \
= \

B dcm3 ocm30
B dcm3~ cm3>
.
>

0.35

2.5 3.5

0.5 1.5 2.5 3.5
z (m)

—— di=40 seqg: t=4 d ----- dt=1 dia; t=¢ da t=7 dias —— dt=40 seq: t=t d - di=1 dia: 1=4 d1 —— 1=/ dias
----- t=7 dias — t=10 dias -----1=10 dias -----4=7 dias — t=10 dias ---—-1=10 dias

Figura 3. Estabilidad bajo Figura 4. Estabilidad para
condicidn encharcada condicidén de evapotranspiracién



o = -2.9604 - 2.648 Inlyl 1

4

es decir que hay que considerar una situacidn de potencial representativo para obtener un valor
de o La condicion critica de Cry P se da para un valor maximo de ¢ por lo que la expresion
12 fue derivada respecto de ¥y se obtuvo un maximo para ¥=-0.964 m, que corresponde a un
valor de o=35.723 . Partiendo de que el nimero de Péclet debe ser inferior a 2, se impone una
condicion a la discretizacion espacial: Az, < P/Ojpyy = 0.349 m.. En relacion al intervalo de
calculo temporal, conociendo el Az limite, las condiciones las imponen los nimeros Ay C,.
Aqui se calcul6 un valor de capacidad especifica Sy( ¥)=d@J%¥, derivando la ecuacion 8. En el
caso de C,, At < 0.5 Azpax / 1.6 e-5 = 11000 seg. La condicion mas critica de A es para
humedades cercanas al punto de marchitez ya que Sy es mayor; resolviendo para At < 0.25.
Azpmar? /2.8 e-5 = 1000 seg. Es decir, que la condicién de 4 es mds exigente. Estos intervalos de
discretizacién se tomaron en forma preliminar, dado que las expresiones 7 y 11 no son
compatibles.

Para corroborar los intervalos limites se realizaron corridas con el esquema propuesto
para diferentes intervalos de discretizacién temporal (manteniendo Az,,), y bajo diferentes
condiciones de contorno: superficie encharcada, condicién de evapotranspiracion y condicidn
de lluvia. La figura 3 muestra las diferencias entre los perfiles de humedad, determinados con
pasos de tiempo de 40 seg. y 86400 seg. (1 dia), para la situacion de superficie del suelo
encharcada. Esto es ,(t) = 6;, t=0..c La figura 4 muestra las diferencias entre los perfiles de
humedad, determinados con pasos de tiempo de 40 seg. y 86400 seg. (1 dia), para la situacién
de evapotranspiracioén actuando en la profundidad radicular. La tasa considerada fue de 5 mm/d.
La situacién de recarga por lluvias bajo maximas intensidades también fue analizada, alli las
diferencias halladas para los dos pasos de tiempo son muy pequefias. Las figuras muestran que a
pesar del no cumplimiento de las condiciones de estabilidad para el caso en donde At es diario,
el esquema no presenta oscilaciones visibles. Si presenta, en cambio, un pequefio desfasaje con
respecto a la solucién numérica determinada con un paso de tiempo de 40 seg. Aparentemente,
para los pardmetros del suelo adoptados, el esquema se presenta como estable.

4. RESULTADOS DE APLICACION

4.1 Avance del frente himedo. Comparativa con Green y Ampt (G&A).

La condicién de borde superior encharcado es la que se impone en el modelo de frente
hdmedo, desarrollado por Green y Ampt (1911). Bajo dicha condicién la solucién analitica
propuesta por los autores sefiala que el avance del frente esta regido por la siguiente ecuacion:

(1) = L{K‘gt + WAG In( W+Z)} 13
A6 178

donde ¥ es el potencial matricial del frente himedo, A8 la diferencia entre la humedad de
saturacion y la inicial, K; la conductividad saturada, ¢ el tiempo y z(z) la profundidad de avance
del frente. Como puede observarse la ecuacion es implicita en z(z) y debe resolverse mediante
iteraciones sucesivas. La ecuacién 13 se implement6 en el programa de célculo, utilizando los
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pardmetros caracteristicos de suelo limoso (Chow y otros, 1994), que fueron los siguientes: & =
0,5; w=1,2m; K; =1 mm/h. La condicién inicial fue de humedad 6, = 0,425. La figura 5
muestra la comparacion entre el esquema (denominado ZNS4) y la solucidn tedrica de G&A.
Las lineas de trazo indican los bordes, superior e inferior, del frente calculado mediante el
esquema numérico.

4.2 Comparacion con un esquema de Elementos Finitos

La segunda serie de validaciones se realiz6 a partir de resultados por Marozzi Righeto
(1986). El trabajo presenta como objetivo la evaluaciéon de la recarga en una cuenca
experimental, mediante la integracién de la ecuacion de Richards (expresadas en términos de
potencial matricial), integrada por elementos finitos (EF). La integracion con el esquema de
Galerkin se realiza por cuadratura gaussiana, con cuatro puntos internos por elemento. La
integracion en el tiempo se realiza mediante un esquema de diferencias implicito, cuyo sistema
de ecuaciones es resuelto mediante iteraciones sucesivas. Las relaciones del suelo &) y K(6)
fueron ajustadas a datos de campo y publicadas en el trabajo. Alli se han simulado una serie de
situaciones: precipitacion bajo intensidades diversas, evapotranspiracién y redistribucién de
humedad en el perfil, superficie en condicién de saturacion. De los casos planteados se
reprodujo este dltimo, para el cual se pudo interpretar claramente cuales fueron las condiciones
iniciales del problema. En el ejemplo, los intervalos de discretizacién temporal y espacial,
fueron de 5 seg. y 0,1 cm, respectivamente. Se utilizé para comparar con EF, el esquema ZNS4,
resuelto para la humedad volumétrica, primeramente. Luego de algunas pruebas, los intervalos
de discretizacién temporal y espacial para el esquema ZNS4, fueron de 3 seg. y 1 cm,
respectivamente. Puede observarse que, dada la elevada permeabilidad del suelo y la
correspondiente rapidez con que se desplaza el frente de humedad es necesario, a fin de
garantizar la estabilidad numérica, operar el esquema con At muy inferiores a los analizados en
el item anterior. La figura 6 presenta la comparacién de frentes de humedad calculados
mediante ambos esquemas y en diferentes tiempos. Puede observarse en ella que el desfasaje
entre los perfiles de humedad simulados equitemporalmente por ambos esquemas es
considerable. La causa que motiva estas diferencias se relaciona con las diferentes ecuaciones
que utilizan EF y ZNS4, la correspondencia entre el potencial y la humedad es fuertemente no
lineal y resolver las incognitas para una u otra variable no deberia dar el mismo resultado. Para
corregir la divergencia, se implementd el esquema de diferencias integrando la ecuacién de
momentum en términos del potencial ¥

ViV
n j-1/2 j+1/2
qj = K( 97 ) T +1 14

La proposicién de esta ecuacion de momentum, en lugar de la basada en el coeficiente
de difusion, dio lugar al esquema denominado ZNSS5. Las simulaciones con este nuevo
esquema, se aproximaron notoriamente a los resultados del esquema EF, segtin se aprecia en la
figura 7. En el trabajo original de Marozzi, la respuesta del esquema numérico fue comparada
con los métodos de Horton, Kostiakov y Green y Ampt, cuyos pardmetros fueron calibrados con
datos experimentales. Aqui, los métodos de Horton y Kostiakov fueron comparados con los
esquemas ZNS4 y ZNSS5, presentado en la figura 8 la prediccion de la capacidad de infiltracion
en funcion del tiempo de encharcamiento de la superficie del suelo, para cada uno de ellos.
Puede observarse en la figura que a partir de los 200 seg. de simulacién practicamente los
desfasajes entre los métodos son indistinguibles.
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4.3 Modelo Euleriano-Lagrangiano de flujo en ZNS

El modelo propuesto por Matthey-Cabrera (1994), consiste en un esquema numérico Euleriano-
Lagrangiano (EL) para resolver problemas de transporte de masas 3-D en medios no saturados.
Previamente se resuelve la ecuacién de flujo, para determinar humedades del suelo y campo de
velocidades, que constituyen las variables de entrada del problema de transporte. Se emplea en
la integracion numérica el esquema de Galerkin en conjunto con diferencias finitas en el tiempo.

El problema planteado para la resolucion de las ecuaciones de flujo (expresadas en
términos de humedad) es el de superficie encharcada: 8= 6, t > 0, z = 0, bajo la condicién
inicial 8= 6, t = 0, > 0. Cabrera y Espinosa (1992) resolvieron analiticamente la ecuacién de
flujo mediante la aproximacién de Philips con 6; = 0,30 y 6 = 0,05. En el trabajo se publican
expresiones exponenciales para la conductividad no saturada k() y el coeficiente de difusidn
D(6). Para comparar la solucién analitica y la dada numéricamente por el método EL se
empled el esquema ZNS4. Los intervalos temporal y espacial adoptados fueron de 2,5 cm y 0,5
seg. La eleccion del A4t fue testeada para evitar inestabilidades numéricas en el esquema, de
todas maneras en la cita bibliografica no se aclara el paso de tiempo utilizado en los cdlculos.
La figura 9 muestra la comparacion entre las tres soluciones empleadas. Alli puede notarse un
pequefio desfasaje medianamente manifiesto para la profundidad del metro, pero el mismo se
encuentra en el orden de magnitud del que presenta el esquema numérico que se estd
comparando, respecto a la solucion analitica.

4.4 Esquema de Diferencias Finitas (DF) implicito

El modelo lo han desarrollado Mufioz y Hurtado (1994) a fin de cuantificar la infiltraciéon de
hidrocarburos y agua en suelos no saturados. Plantean un esquema de diferencias finitas,
implicito, partiendo de la ecuacién de momentum expresada en términos del potencial matricial.
El flujo es analizado como un fenémeno multifase (agua, hidrocarburo, sdlido y aire). Los
pardmetros del suelo se modelan con la expresiéon de Brooks y Corey. El esquema de
diferencias finitas se compara con una solucién analitica basada en la teoria de Green y Ampt.
Se dan en la publicacion los pardmetros del suelo.

Tanto la solucién analitica mencionada como la numérica dada por el esquema de DF
fueron comparadas con el esquema ZNS4, aunque solamente para la fase acuosa. La figura 10
muestra la evolucién de la posicion del frente humedo con el tiempo, tomada en los modelos
numéricos como la profundidad para la cual la humedad cae en el intervalo 0.875 6, £ 0.01

5. CONCLUSIONES

Se ha planteado un esquema numérico sencillo de resolucién basado en la técnica de
diferencias finitas, discretizando las ecuaciones de continuidad y momentum en funcién de la
humedad volumétrica (ecuacion difusiva), resolviéndolas por separado mediante un planteo
centrado y explicito en el espacio y el tiempo. Se ha realizado un anélisis de estabilidad del
esquema numeérico, observando el comportamiento de nimeros adimensionales (Courant, Péclet
y el pardmetro A) bajo diferentes situaciones de humedad. En funcién de las curvas
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caracteristicas del suelo seleccionadas, se establecieron los valores limites de intervalos de
discretizacién espacial y temporal.

Para verificar la convergencia del esquema se han testeado diferentes casos con
soluciones conocidas, ya sea analiticas o numéricas. Se ha comparado el esquema con
soluciones analiticas dadas por el modelo de frente himedo y las ecuaciones de Horton, Philips
y Kostiakov. Se lo ha comparado con esquemas numéricos basados en la técnica de elementos
finitos, esquema implicito en diferencias finitas y frente a esquemas expresados en términos de
potencial matricial. Las comparaciones fueron realizadas abordando problemas bajo diferentes
condiciones de borde.

En todos los casos el esquema propuesto ha demostrando una gran versatilidad para
adaptarse a diferentes condiciones de contorno y sencillez operativa para la resolucion de las
ecuaciones, presentando una convergencia satisfactoria a las soluciones analiticas y numéricas,
con intervalos de discretizacion temporal del mismo orden. Se confirma, entonces, la buena
performance del modelo para ser utilizado en la simulacién de flujos de humedad en la ZNS.
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