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RESUMEN

Se presenta en este trabajo un abordaje a la modelacion matemética bidimensional de flujo
a superficie libre y el desarrollo, implementacién y explotacién de un modelo matemitico
hidrodindmico para simulacién cuasi-bidimensional para regimenes permanentes e impermanentes,
tipificado como BIDIM2. El mismo resulta adecuado para su utilizacién en problemas de hidréulica
fluvial, asociados con la propagacién de ondas largas.

Primeramente se expone la formulacién de las hipdtesis fundamentales y las ecuaciones
gobernantes, derivadas de las ecuaciones de Navier-Stokes. En el planteo del modelo no se tuvieron
en cuenta las fuerzas de Corilis y la accién del viento. Seguidamente se planiea la formulacién del
esquema numérico para la resolucién de las ecuaciones. El mismo consiste en un método
fuertemente implicito resuelto en diferencias finitas en direcciones alternadas. Posteriormente se
describe la implementacion computacional realizada para utilizarse en méquinas de pequefio porte
(PC-AT-286 o superiores) y una sintesis de las aplicaciones realizadas consideradas mds relevantes,
en las cuales se ensay6 al modelo en régimen permanente donde el esquema funciona como una
técnica de relajacién. Las simulaciones correspondieron a flujo en canales lisos y rugosos; con
escalén de fondo, con estrechamiento brusco y canales con constricciones y expansiones.

Los resultados de las pruebas fueron contrastados con resultados calculados y observados
por modelos y/o metodologias de calidad reconocida.
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y la precisién de los resultados calculados. 3

1. INTRODUCCION

La modelacién matemdtica de flujos a superficie libre es habitual en el campo de la
Ingenierfa Hidrdulica y ademds constituye una poderosa hemramienta para resolver distintos
problemas en esta disciplina. En los casos en que el movimiento del fluido manifiesta un
comportamiento  bidireccional (en el plano de escurrimiento), mno resulta eficiente trabajar con
hipétesis de unidimensionalidad por lo que resulta adecuado la implementacién de los llamados
modelos matemdticos bidimensionales (o cuasi bidimensionales). Estos modelos simulan modelar
con mayor grado de detalle el escurrimiento, tomando como dominio de las variables espaciales
intervinientes en el escurrimiento, una supesficie plana. En virtud de la creciente disponibilidad de
computadoras con mayor capacidad de memoria y velocidad de cdlculo, se ha tornado cada vez més
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fitil v rentable desde el punto de vista econémico 1a modelacién bidimensional de flujos a superficie
libre. Este trabajo describe un modelo bidimensional, desarrollado en el &mbito del Departamento
de Hidréulica. El modelo expuesto esti basado en un esquema matemético planteado por Menéndez
(1) en el Taboratorio de Hidrulica de Ezeiza.

2. ECUACIONES GOBERNANTES '
21 Hipétesis Fundamentales

Las fuerzas actusntes contempladas por el modelo son: Ia gravedad, la fuerza de inercia
debida a la rotacién de la tierra (Coriolis) y las fuerzas superficiales debidas a la accién del viento;
la resistencia al movmiento provieniente de la friccién contra el fondo y de la generacién de
5-&3%0%538&??&&5@%5&535%:?%_
escurrimiento  permanente unidimensional (Chezy-Manning).

La forma del fondo del tramo a modelar es arbitraria, pero no debe cambiar con el tiempo
y no debe presentar variaciones bruscas. la pendiente de fondo debe ser pequena. Las condiciones
del flujo consideradas son: flujo cuasi-bidimensional; o sea las magnitudes de las componentes dt
la velocidad en un plano paralelo a la superficie libre son considerables, y la velocidad en k
direccién perpendicular ala superficie del escurrimiento es despreciable (frente a la aceleracién de
la gravedad).

Fue demostrado (1), que las hip6tesis de condiciones de flujo resultan al superficie de
escurrimiento  (tipicamente, una longitud de onda) es mucho mayor que la profundidad. Por ello e
que se habla de ondas en aguas poco profundas.

22 Ecuaciones gobernantes

Las ecuaciones diferenciales que gobieman el movimiento de un fluido (newtoniano) so
las conocidas ecuaciones de Navier-Stokes (en tres dimensiones espaciales). Cuando los flujos so
turbulentos, es conveniente filtrar los movimientos en escala turbulenta; este procedimiento conduc
a las Ecuaciones de Reynolds. Las ecuaciones para flujo cuasi-bidimensional se obtienen pc
integracién de las ecuaciones de Reynolds sobre la i local h,y utilizando las hipétesi
del modelo tebrico. Si U, Vy W (donde |W| << U] , V|) son 1as” componentes del veotc
velocidad (media en el sentido de Reynolds), se definen las vi des medias sobre la profundidad

como :
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w=1k h.;c dz : W

v=1h ﬁ.,._\& @

donde n.oa?aoo.g da vertical, y z la cota (local) del fondo. Las ecuaciones para flujo cuasi-

bidimensional son:
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donde & tiempo; X e y: coordenadas espaciales de un plano horizontal; f pardmetro geotréfico
(f = 2 sen L L latitud geogréfica); g: aceleracién de la gravedad; p: densidad del fluido;

Tgx Tfy componentes de la tensin de corte contra el fondo;

Tgy Tgx Componentes de la tensién de corte contra la superficie libre (viento)
.—.un.—.nnu.uw_nuﬁng efectivas, las que se definen como :

L puekfy U =
: .P Tue.wm. p W-p(U Sn_ dz ©)
1 ek LA
7,1 : TT@[ oV -p(V &TN ™
donde v: viscosidad cinemstica; w' , v: componentes de las fluctuaciones turbulentas de Ia
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alooidas en las direcciones x e y respectivamente

B m,._,:r-ug de corte contra el fondo pueden expresarse en una manera anfloga a las

5y = o W o
: c
donde ¢ : es el coeficiente de Chezy

y Si se desea incluir la influencia de las tensiones de corte contra la superficie libre, o sea
. debidas a la accién del viento , deben ser suminstrados como datos de entrada del modelo.

Tensiones efectivas

Las ecuaciones (6) a (8) muestran que existen ftres contribuciones cualitativamente
a las tensiones efectivas: tensiones viscosas; tensiones turbulentas y tensiones convectivas.
pueden despreciarse para altos nimeros de Reynolds frente a las turbulentas. Existen
de veriedad de modelos de turbulencia, desarollados para la turbulencia tridimensional.
de estos modelos han dado notables resultados para la simulacién coasi-bidimensional. Un

£

modelo simple propuesto por Menéndez (1) fue incorporado al modelo. El mismo consiste en
4 bk u..|.,f 3 :;w.; 5 ou o
o Ha 2 :av&-z_ﬁwm+i an
D0 ) dpzgh A, 3 rzth 3 ) 3 : N? ch
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W es la viscosidad cinemética de torbellino, la cual se considera constante y conocida. i

La tercera contribucién a las tensione efectivas, como se mencionara, son las tensiones
wonvectlvas, ‘que resultai’ de la integracién sobre la profundidad de los términos convectivos
" trldimensionales. Puede demostrarse que las mismas son relevantes en general, cuando el radio de
~ purvatura de las lineas de coriente es comparable a la profundidad.

24 Condiciones  iniciales y de contorno

, Las ecusciones (3) a (5) son de primer orden en el tiempo, por lo que es necesario
sspecificar como condiciones iniciales las distribuciones dehuyv i

Una de las caracteristicas del sistema de ecuaciones (3) a (5) es que sus soluciones, adn
oon condiciones iniciales continuas, pueden volverse discontinuas (2). En este caso las soluciones
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se denominan débiles o generalizadas. Fisicamente esto significa que se genera una variacién brusca
de las variables de flujo b, u y/o v sobre una distancia demasiado corta como para ser resuelia por
la teorfa para aguas poco profundas.

La especificacién de las condciones de contorno estd ligada al proces ode propagacién de

Ia informacién. La teoria de las curvas caracteristicas para las ecuaciones (3)-(5) muestran que la

informacién se propaga a lo largo de la superficie y.el eje del cono caracteristico., Estos conos

N’ Condiciones
ENTRANTE SUBCRITICO 2
ENTRANTE SUPERCRITICO
RIGIDO SUBCRITICO
SALIENTE SUBCRITICO
SALIENTE  |.. SUPERCRITICO

! En flujo suberitico, en general se especifican u yv en el controno entratne y h en el
contorno saliente. Sobre el contorno rigido se considera que la componente normal al contron ode
la velocidad sea nula. Esta consideracién implica una condicién de libre deslizamiento sobre el
contorno, compatible con la ausencia de tensiones de corte. El significado fisico de esta condicién
significa despreciar el espesor de la capa limite.

En el caso de producirse zonas de recirculacién en el flujo modelado, donde las tensiones
efectivas sean de importancia, es conveiente cambiar localmente el cardcter de las ecuaciones, por
ejemplo introduciendo un modelo de turbulencia como el planteado en als ecuaciones (1.11) y
(1.12). En este caso el esistema se vuelve eliptico, y es necesario especificar ambas componentes

3. CARACTERIZACION DE LAS ONDAS Y ESTRUCTURAS DE LAS

El andlisis genera! del fenGmeno de propagacién e ondas bidimensionales en aguas poco
profundas es muy complejo e insoluble, por lo cual para determinar = soluciones de cardcter andlitico
es necesario introducir simplificaciones. La solucién del sistema de ecuaciones gobernantes de
plantea sobre un flujo de base wniforme: :

h = hy+h, ; u = Uy S R 13)
donde debe cumplirse que las perturbaciones sean mucho menores que los valores de base:
v 2 12
B lelbgl s logl . Ivyle (0 + v)
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teoduciendo  estas ecuaciones en las gobernantes se Ilega a cstituir ¢l punto de partida para el
plisls del fen6meno ondulatorio en flujos cuasi-bidimensionales.

! :

£ Para la solucién al problema lineal se consideran ondas planas, caracterizadas por su
noie v la orientacién de su direccién de propagaci6én. las soluciones arrojan tres tipos distintos

ondas & saber: :

—i de Avance WR: Onda de Retroceso Wg: Onda Estacionaria

y Las estructuras de las ondas determinadas wuﬁﬁﬁ_%gwn?&gn%
) dos grupos de acuerdo a su direccién de propagacién:

_ 32 Caso 2 0 = x/2 - Onda que se propaga perpendicularmente  al flujo

" (Ouds Estacionaria: Al igual que en el caso anterior la particula del fluido estd afectada por una
- perturbacién uniforme de velocidad transversal a la direccién de la propagacitn de la onda, y esto
1o produce una perturbacién de la altrua de 1a particula de fluido. Asimismo es claro que la friccién
gontraresta la inercia provocando Ia atenuacién de la oscilacién (el peso de la particula estd
balanceado por lafuerza de friccién principal La esquematizacién de esta onda se presenta en la
- Mgun lc

U oscllaciones (Figura 1d). La oscilacién longitudinal vy produce una perturbacion hyen la altura
: de la partfcula, la cual a su vez provoca una oscilacién transversal uj En este complejo movimiento
Intervienen todos los mecanismos dindmicos.

4. RESOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES
1 41 Formulacién del esquema npmérico
En problemas fluviales el flujo estd dominado generamente por el equilibrio entre el peso

efectivo y la friccion contra el fondo, resultando  pequefia la contribucién de la inercia,
especialmente  cuando el N de Froude es bajo. A consecuencia de esto no es critica la
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retizacién - de los términso conyectivos, siempre que no se produzcan inestabilidades. El método
érico aquf implementado estd basado en el desarrollado por Menéndez (1) en el Laboratorio de
rfulica de ezeiza para ser aplicado a problemas fluviales. Los programas computacionales
inariamente se prepararon para ser corridos en equipos del tipo PC-286 o superiores. El método
suesto parte de la forma "no conservativa' del sistema de ecuaciones (3) a (5). Las tensiones de
e contra el fondo se evaldan con el conocido coeficiente de Manning, las tensiones efectivas
on descriptas de acuerdo a las ecuaciones (11) y (12). Las tensiones convectivas y la aceleracién
Coriolis (f = 0) fueron despreciadas. Las ecuaciones gobernantes se discretizaron de
erdo a un método fuertemente implicito de direcciones alternadas. La Figura 2 muestra 1a malla
discretizacién adoptada. Puede observarse que las variables dependientes h, uy v se centran en
tos distintos de la malla; lo cual resulta conveniente para la aplicacién de las condiciones de

torno.
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El supraindice indica el paso temporal “de célculo. Al linealizar el sistema de
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uacione 14) a (16) las ecuaciones resultantes aparecen acopladas entre si por las variables:
8 5 A 5wl ¥ Wiy ¥ desacopladas por las variables: L .

,w,:, e
M ecuaciones acopladas se resuelven eficientemente  por el método del doble barrido matricial (en
). La ecuacién (30) conforma un sistema 59-«9:._. que también se resuelve por el algoritmo

saquems. aquf - descripto. s6lo se contemplan las condiciones” de contorno para tégimen suberitico.
: |a Figom 3 se presentan las tres condiciones “de contdmo con que opera el esquema.

5. IMPLEMENTACION. COMPUTACIONAL. PROGRAMA BIDIM2

s ,E.ggﬂgaﬂgnﬂavﬁsugwﬁuﬁg@o computacionalmente en
perle de programas BIDIM del Departamento de Hidrfulica e Ing. Sanitaria de la Universidad

“gvolucién del programa). Este sistema es apto para la simulacién numérica de flujos cuasi-
en régimen subcritico, permite la simulacién de regfmenes fluviales y lacustres.
del fondo el curso puede ser arbitraria, lo mismo nﬁanaQ_.ﬂlu de los contornos
~ Iaterales tipo costa. Los contornos de entrada y salida pueden ser también ser arbitrarios pero es
- preferible que sean paralelos a uno de los ejes coordenados.

3 Las condiciones de contorno representables ' en ‘las fronteras sonm; borde rigido, flujo
.T‘gcﬂao%‘msaoﬂo&goﬁmuﬂoggno%wganﬁg‘
~ Impermanente se debe especificar lavariacién de h, u o ven funcién del tiempo en forma tabulada.

L ,.._E&&ao computacional fue construido ~ Originalmente en lenguaje T-Pascal 60 y en
* méquinas del tipo PC-AT-286. Logicamente que el modelo puede ser operado en miquinas
~ auperlores, siendo su rendimiento més elevado en el caso de equipos de generacién tipo Pentium.

6. APLICACIONES DEL MODELO Y ANALISIS DE RESULTADOS

Se realizaron diversas pruebas con el objeto de:
« Interpretar los resultados calculados por el modelo ante variaciones de los distintos pardmetros
que caracterizan el flujo (rugosidad, viscosidad, velocidad entrante, pendiente longitudinal, seccitn
{ranaversal, etc.) y de célculo (Ax, Ay, At)
« avanzar en la confiabilidad y exactitud del sistema de modelacién y
+ determinar los limites e utilizacién del programa BIDIM tanto desde el punto de vista del
, ’gggoﬁggggg
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A continuacién se exponen una sintesis de un grupo de pruebas realizadas. Los casos de
plicacién aquf expuestos correspondieron  a ejemplos tomados de distintas bibliografias (1), (8), (9)
a contracciones-expansiones  de fluijo en cursos de aguas naturales de la regién. Se contrastaron
% resultados del modelo aqui descripto con los resultados calculados con modelos de calidad
omprobada y reconocida y con resultados calculados mediante metodologias de también probada
alidad. El flujo en todos los casos fue de tipo permanente, donde desde el punto de vista
watemético el esquema de resolucién. funciona como una técnica de relajacién.

En primer lugar se simul el escurrimiento en un canal horizontal de seccifn rectangular,
lujo uniforme y fondo rugoso. Los resultados se compararon con los obtenidos mediante un cédlculo
nidimensional realizade con el modelo DHIS7 (8). Las caracteristicas geométricas del canal,
idrfulicas del flujo y los parfmetros de discretizacién del tramo fueron: Longitud L = 600 m.
\ncho An = 300 m; Velocidad de entrada:0,76 m/s; altura pelo de agua en seccién aguas o 1,00
n; coeficiente de mygosidad de Manning 7 = 0,030; viscosidad cinemdtica vi= 0 m7s; caudal
specffico nnﬂhﬁbuubwngﬁgﬁaﬁ longitudinal i = 0 %. . No se computé
paricién de ningdn tipo de desviacién parasitaria de la velocidad. La comparacién de las alturas
e pelo de agua logrados con el modelo bidimensional y unidimensional result6 = satisfactoria,
bservindose diferencias de no mds de 0,01 m. (ep = 1,00 %) lo que para estos célculos se
onsidera admisible. El perfil de velocidades en la seccién aguas abajo muestra una absoluta
oincidencia de los valores calculados a lo largo de la seccién transversal (perfil constante). Puede
leducirse que los contornos rigidos laterlales, al ser paralelos al movimiento del fiujo 20 produce
ig.gggﬂg%n&@aﬁ al cabo de la convergencia fueron: Qepe 300
:-«Oﬂ_uuwwau\ﬂn.gg el error porcentual de 0,66 %, que se consider6 aceptable. El
niximo At que permiti6 una répida convergencia fue de 100 seg, y Ia misma se logré6 con siete
as0s de tiempo. La relacién tiempo real de méquina/tiempo de simulacién es de 8 %. . La relacién
[ real de méquina/T simulacién indica un rendimiento del modelo para efectuar una prueba.

Un segundo grupo de ensayos consistié en Ia simulacién de escurrimiento en un canal de
saracterfsticas  similares al anterior pero alineado a 45 respecto de Ia grilla de cdlculo. Se computé
a marcada influencia que ejerce el contorno del canal al ser representado por una traza quebrada.
ie acuerdo a Menéndez (1) se provoca la aparicién de la Ilamada “capa de pared”. En la experiencia
resentada en:(1) esta capa tuvo un espesor de cinco celdas. En la prueba aqui expuesta se llegd
]l mismo resultado. El perfil transversal del médulo de velocidades resulté: del tipo: parabélico,
woduciéndose  valores de velocidad en el eje del canal superiores a los calculados con el canal
lineado recto. El mayor At con el cual no se observaron inestabilidades fue de At =20 seg y Ia
convergencia se logré después de 70 pasos de tiempo. La relaci6n Tmaff simfue de 0,64 en AT-286
v 0,10 en méquinas tipo Pentium. Obsérvese que en este caso el computador AT-286 significa una
notoria limitacién debido a su baja velocidad de célculo.

Otro grupo de prucbas consistié en la modelacién de flujo en un camal con cambio enla
geometria de fondo. El objeto fue probar la respuesta del modelo ante un caso de escurrimiento en
un canal rectangular, horizontal y sin rozamiento y con un escalén de fondo. Las caracteristicas de
la prueba fueron L = 2790 m; An = 900 m; velocidad aguas arriba = 3,09 m/s; altura de pelo de
éggou_n.ooﬂhnnqwbcﬂwﬂdnobn vi=00; Ax = Ay = 90 m. Los valores
calculados de alturas difieren en menos de 1 % respecto de los que resultan de aplicar el teorema
de Bernoulli de energia, error que se considera admisible. No se verificaron ninglin tipo de
perturbaciones numéricas. La mejor convergencia se logré con At = 20 seg, realizada con el modelo
HIDROBID por Menéndez (1) logrando resultados totalmente semejantes.

Otras pruebas correspondieron al caso del flujo escurtiendo a través de una brecha situada
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escala distorsionada). El At que arrojé mejores resutlados fue de onve

r este caso se convergié més répidamente debido wEmn.s.woaﬂ procesos n.&.muém.
de los resultados en esta prueba son totalmente semejantes a las obtenidas por
al utilizar el modelo HIDROBID. :
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8. CONCLUSIONES

Se ha nﬂu:.o:un.o un modelo matemaético cuasi-bidimensional  de flujo a superficie libre
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apto para simular fenémenos asociados a a la propagacién bidimensional de ondas largas en aguas
poco profundas.

Desde el punto de vista matemdtico el esquema implicito de resolucién numérica ha
resultado apto como técnica de relajacion para el cdlculo de escurrimiento gaﬁggﬁﬁa
Resulté particularmente apto para simular escurrimientos permanentes fluviales en: régimen
suberitico.

Las imestabilidades ao_%ons. ._Emﬂoc surgen cuando el paso temporal At supera el

*Sg.g—wlbl IWMI*
ﬂg dxH!H

Se comprobé que cuando el problema fisico real encierra mayores factores de difusion
aaﬁmggggg&vﬁzﬁaﬁ a la solucién numérica.

valor:

Egﬁ.ﬂ EB&@EE@EBEE% uo..r g&%&_ﬁ_onn

e
computacionales con que cuenta y el modelo Enﬂ.-an que dispone y en funcién de un anlisis
técnico-econ6mico  escoger una discretizacién espacial que equilibre Eqﬁ__&-m desventajas.

Las aplicaciones a las que se someti6 el modelo corroboréndolo con soluciones conocidas
demuestran - que los resultados computados tienen una precision admisible.

Una mayor confiabilidad del producto desarrollado se logrard al cabo de realizar
simulaciones de escurrimientos gﬂggﬁggggﬂg de alturas
y velocidades.
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LA DISTRIBUCION = BETA:
UNA MEJORA EN LA ESTIMACION
MAXIMO VEROSIMIL DE
SUS PARAMETROS

Por:

Ing. Susana B. Vanlesberg - Ing. Mario L. Silber !

2 A través del andlisis de la funcién méximo verosimil del modelo probabilistico Beta, se
, Ia existencia de una relacidn lineal que ligaba a los dos parémetros de forma de la misma.

" Hsta relacién se introdujo en Ia funcion mdximo verosfmil, obteniendo a
" un solo perémetro y, al mismo tiempo, su solucién (que es indeterminada en el caso de dos

Ia misma en funcidn de

.‘&.Sn.g una estimacion probabilistica de las cotas de la distribucion, ﬁnga

suponfan como el miximo y el mfnimo observados; Ias ecuaciones
en funcién de Ias longitud y asimetria de las muestras. Se muestra una aplicacién de

lo desarrollado 2 una muestra de caudales minimos instanténeos anuales del Rio Parani ea

los grandes problemas con que se enfrentan los hidrélogos al analizar variables aleatorias.

Uno de los modelos que més dificultades presenta en la estimacién de los parfimetros por
¢l método méximo verosimil, es el BETA. Los métodos de resolucién propuestos en gran parte de
I literatura  especializada plantean la soluci6n de las ecuaciones mAximo verosimiles a través del

empleo de una tabla de valores de los pardmetros. Esto se debe a que las

ecuaciones son funciones

de ambos parémetros, y quedan expresadas de forma tal que no es posible explicitarlas, admitiendo

Infinitas soluciones.

Existen, ademds, dificultades en 1a evaluacién de la funcién P, derivada del logaritmo
natural de la funcién T, que aparece en la expresién de la derivada del logaritmo de la funcién de

verosimilitud.

Se investigé la forma de la funcién méximo verosimil correspondiente a la vasiable

Cavdal minimo anval del Rio Parand , ain sabiendo que esta variable no se distribuye segdn el
modelo Beta. Esta funcién presenté Ia tipica forma acampanada (Fig. N® 1), con un méximo bien
definido como puede apreciarse en las curvas de nivel de esta funcién (Fig. N° 2).

Esta clara definicion del maximo es lo que interesa para estimar los valores de los
pardmetros. Si bien las ecuaciones méximo verosimiles originales no resuelven el problema,
grificamente se aprecia nﬁrggﬁgqﬂgg%?ﬁuﬂﬁn ver que para valores
determinados de un pardmetro los valores del otro que maximizan la funcién se nhican sobre una
meota. Esto condujo a plantear la posibilidad de existencia de una relacién lineal entre ambos
pardmetros; llevando esta relacién a la funcién méximo verosimil ésta queda expresada en funcién

| pacultad de Ingemiera y Ciencias Hidricas . Universidad
.Santa Fe.
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