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Resumen

Musica y matematica suelen ser consideradas disciplinas muy diferentes. Una apela al
sentimiento espontaneo, a la expresion pura, privada inclusive de significado abstracto, a
la belleza; la otra al razonamiento, al rigor logico, a la abstraccion extrema. Sin embargo,
en todas las épocas se han sospechado, buscado, rechazado o confirmado profundas cone-
xiones entre una y otra. Algunas veces las conexiones se han utilizado como andamios
normativos, otras como la chispa que inflama la inspiracion estética. Intentaremos un fu-
gaz recorrido sobre esta multifacética cuestion desde Pitagoras hasta nuestros dias.

1. Filosofias musicales antiguas

La palabra musica tenia un significado mas amplio en la antigua Grecia que en la
actualidad. En la mitologia, las Musas eran nueve diosas hermanas protectoras de las
artes y las ciencias: Clio, Euterpe, Talia, Melpomene, Terpsicore, Erato, Polimnia, Ura-
nia y Caliope. Euterpe era la protectora de lo que hoy llamamos musica; Urania, de la
astronomia. Las otras musas protegian diversas formas de poesia y danza. La musica era
inseparable de la poesia y, como veremos, también de la astronomia.

Las ensefianzas de Pitagoras (ca.570-497AC) incluian la aritmética y la musica en
forma conjunta. La aritmética permitia la comprension del universo fisico y espiritual,
en tanto que la musica era un ejemplo de la armonia universal." Reciprocamente, Ar-
quitas (428-347AC)* describia la matematica como integrada por el estudio de la astro-
nomia, la geometria, la aritmética y /a musica. Su contemporaneo Platon (427-347AC),
en su Republica hace una subdivision parecida. Mas adelante estas cuatro ramas pasaran
a conocerse como el quadrivium.’

La escuela de Pitdgoras se interesé principalmente en la canonica o ciencia de los
intervalos musicales, es decir, las relaciones entre pares de sonidos. En la actualidad se
sabe que dichas relaciones pueden ser caracterizadas mediante el cociente entre sus fre-
cuencias. En aquella época las relaciones entre los sonidos se estudiaban mediante el
monocordio, instrumento formado por una sola cuerda, para lo cual se procedia a subdi-
vidir la cuerda en un niimero pequefio de partes iguales. En la terminologia actual, si
una cuerda tiene un modo fundamental de vibracion con frecuencia f, al dividirla en »
partes la frecuencia pasard a ser nf. El descubrimiento crucial de Pitagoras fue que la
subdivision de la cuerda en partes cuyas longitudes estaban en proporcion (n + 1):n (es
decir, en relacion superparticular) y n:1, con n nimero natural pequefio daba origen a
sonidos armoniosos o consonantes entre si. Esto dio gran impulso a la idea de que el
numero gobernaba el universo. En la tabla 1 se muestran las relaciones de frecuencias
de las diversas consonancias con su nombre actual.*

' Grout, D. “4 History of Western Music”. W.W. Norton & Company - Inc. New York, 1960.

Segun Aristoteles, en su Politica, Arquitas fue el inventor del sonajero, juguete para apaciguar a los
nifios.

Hundt, F. “Origins in Acoustics”, Acoustical Society of America. Woodbury, 1978.

Los nombres surgen de la cantidad de notas comprendidas entre los extremos del intervalo.
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Tabla 1. Relaciones de frecuencia entre los sonidos de las diversas

consonancias
Intervalo | Unisono | 8" 5% 4* 3™ mayor | 3™ menor | 6 mayor | 6" menor
3 4 5 6 5 8
fHlh 1 2 /> /3 /4 /s /3 /s

Durante muchos siglos estas relaciones no pasaron de ser una evidencia empirica.
Diversas teorias intentaron explicarlo en formas que oscilaban entre lo ingenuo y lo
absurdo, incluyendo intentos por parte de cientificos de la talla de Euler. Recién a me-
diados del siglo XIX Helmholtz (1821-1894) logra una explicacion satisfactoria,” refor-
zada ya en el siglo XX por los experimentos de Plomp.°

Segin Helmholtz dos sonidos son tanto mas consonantes cuanto mayor cantidad
de armonicos comparten entre si. Asi, en un intervalo de quinta (relacion de frecuencias
3:2) los armoénicos de orden multiplo de 3 del sonido més grave coinciden con los de
orden par del sonido mas agudo. La disonancia surge, por el contrario, cuando dos ar-
monicos tienen frecuencias f; y f, muy proximas, ya que en ese caso se produce el fe-
noémeno de batido’ que causa una sensacion de agitacion.

Aunque los pitagdricos formaban una especie de cofradia secreta que guardaba
celosamente sus posturas filosoficas, por lo cual no dejaron registros escritos de sus
teorias y descubrimientos, las cronicas de seguidores y detractores permiten reconstruir
parcialmente sus ideas. Asi, Aristoteles (384-322AC) explica, en tacita referencia a la
escuela pitagorica, que “algunos pensadores suponen que el movimiento de los cuerpos
celestes debe producir un sonido, dado que en la Tierra el movimiento de cuerpos de
mucho menor tamarno produce dicho efecto. Afirman, también, que cuando el sol, la
luna y las estrellas, tan grandes y en tal cantidad, se mueven tan rapidamente ;como
podrian no producir un sonido inmensamente grande? A partir de este argumento y de
la observacion de que sus velocidades, medidas por sus distancias, guardan igual pro-
porcion que las consonancias musicales, aseveran que el sonido proveniente del movi-
miento circular de las estrellas corresponde a una armonia.”®

Se trata de la denominada muisica de las esferas o armonia de las esferas, co-
mentada también por Platon en La Republica. Al parecer, el hecho de que dicho sonido
no se escuchara era resuelto por Pitdgoras mediante el argumento de que al ser un soni-
do permanente desde el mismo instante del nacimiento, no era distinguible del silencio.
Aristoteles ridiculiza esta teoria sin proponer una mas creible.

La teoria de la musica de las esferas sobrevivid casi 20 siglos, es decir, hasta la
época c91e Kepler, quien se haria eco de la misma a raiz de sus descubrimientos en astro-
nomia.

Helmbholtz, H. “On the Sensations of Tone”. Dover. New York, 1954. (Editado originalmente en ale-
man en 1862).

6 Plomp, K.H.; Levelt, W.J.M. “Tonal consonance and critical bandwidth”. J. Acoust. Soc. Am 38:548.
1965.

Una superpopsicion de sonidos puros (senoidales) de frecuencias f; y f> puede expresarse en la forma
sen 27fit + sen 2mft =2 cos T (f1 — f,) sen ©(f; +f5). Si fi = f, la amplitud varia lentamente con fre-
cuencia f; — f,. Esa lenta fluctuacion es percibida aun para diferencias de frecuencia tan pequefias co-
mo 0,5 Hz.

De Caelo, Libro 11.9, de Aristdteles. Citado por Hundt, F., op. cit.

No es inverosimil la existencia de sonidos en la materia interestelar del espacio exterior, debido a que
¢ésta forma una especie de gas sumamente tenue. Sin embargo, la gran diferencia de impedancia acus-
tica entre ese gas y la atmdsfera terrestre harian despreciable la energia acustica transmitida hacia la
superficie terrestre.



2. La escala pitagorica

La escala sistematizada por Pitdgoras tiene siete notas obtenidas por encadena-
miento de quintas y de octavas, es decir que, partiendo de un sonido, se toma primero su
quinta (multiplicando su frecuencia por */,), luego la quinta de la quinta, y asi sucesiva-
mente hasta completar un numero deseado de sonidos. Para la escala mas simple, se
toman siete sonidos, que en notacion musical son:

231N
0
0

La Mi Si

ND e
o

(®)]

Do Sol

O
Fa

Luego se sube o baja la cantidad de octavas que haga falta para que todos los sonidos se
encuentren dentro de una misma octava'® (multiplicando o dividiendo la frecuencia por
2). Asi, el Fa se sube una octava, el Do y el Sol no se modifican, el Re y el La se bajan
una octava, y el Mi y el Si se bajan dos octavas. Se obtiene la escala recuadrada en linea
de puntos:

A O
5 -
(D (@)
Y 12: La Mi Si
. - . -
_‘)° ® () ® -
Foa Do Sol

Las frecuencias resultantes, tomando como referencia la frecuencia fp, del Do son
_ 4
JFa = 3/Do

_ 3
fSol - EfDo

_ 3333311, _ 24
fSi_zzzzzzszO 128fD0

10 ., . . . ., .
La relacion de octava puede considerarse, desde el punto de vista funcional, una relacion de equiva-
lencia (reflexiva, simétrica y transitiva), es decir, estan en una misma clase de equivalencia los soni-
dos que difieren en cualquier nimero entero de octavas.
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El ultimo paso seria reordenar las notas de modo que sus frecuencias vayan en
aumento. La escala asi obtenida se llama escala de Pitagoras, o escala pitagorica. En la
tabla 2 se indican las frecuencias referidas a la frecuencia del Do.

Tabla 2. Frecuencias con respecto a la frecuencia del Do y relaciones
de frecuencia entre los sonidos de la escala pitagérica

Do Re Mi Fa Sol La Si Do'

ﬁ1 f 9/8f 81/64f 4/3f 3/2f 27/16f 243/128f 2f
ol fai [ % | % %% | % | %k | %k | %]

Esto proporciona una estructura en la cual hay dos tipos de intervalos:
s = 1,125

2643 = 1,05349794238683...

Estos se denominan fono (T) y hemitono (h)."" Se tiene, entonces, una estructura de es-
cala del tipo

T T h T T T h

luego de lo cual la estructura se repite ciclicamente en las octavas superiores e inferio-
res.

3. La escala natural o pura

En un estadio mas avanzado de la evolucion de la musica surge la necesidad de
combinar sonidos simultaneos, al intentar varias personas cantar una misma melodia.
Entre cantantes de igual tesitura vocal era posible cantar al unisono (igual altura). Pero,
por ejemplo, entre las voces masculinas y las femeninas hay una diferencia promedio de
una octava, de modo que el primer intervalo de uso simultineo (ademads del caso trivial
del unisono) fue la octava (relacion de frecuencias 2:1). Luego fueron surgiendo otros
intervalos, como la quinta (3:2) y la cuarta (4:3), y posteriormente surgi6 la polifonia,
en la cual se superponian diferentes melodias, formando en cada instante diversos inter-
valos simultaneos.

El principio de funcionalidad valido para esta aplicacion requiere que la mayor
cantidad posible de superposiciones de sonidos de la escala que se adopte resulte “agra-
dable”, concepto desde luego muy relativo. En la época en que se consolidaron las es-
calas sobre las que se basan las hoy en uso, el criterio era el de la consonancia.

Las consonancias disponibles son, en orden decreciente de perfeccion, las ya indi-
cadas en la Tabla 1 (dicho orden coincide aproximadamente con el orden historico en
que fueron siendo aceptadas en la evolucion de la musica). En una musica polifénica
desarrollada, es de esperar que cada una de estas consonancias aparezca con cierta fre-
cuencia, por lo que es preciso elegir los sonidos de la escala de manera de lograr la ma-
yor cantidad posible de superposiciones consonantes. En la escala de Pitagoras, las oc-

Es de notar que el intervalo formado por dos hemitonos es menor que un tono:

(P43) X (P%43) = 1,10985791461329...
4



tavas, las quintas y las cuartas son acusticamente perfectas, pero las terceras y sextas
no. Si tomamos por ejemplo, el intervalo entre un Do y un Mi pitagéricos, que pareceria
ser una tercera mayor, resulta la siguiente relacion de frecuencias:

fro 222222 64’

donde los cuatro primeros factores >/, corresponden al encadenamiento de cuatro quin-
tas desde el do hasta el Mi agudo, y los factores '/, corresponden a bajar dos octavas.

Vemos que el resultado difiere de una tercera mayor acusticamente perfecta, a la
cual corresponderia una relacion de /4, es decir

80 81
— o —.
64 64

5

4
La diferencia, correspondiente a una relacion 81/80 =1,0125 se denomina coma sintonica
o, también, coma de Didymus (siglo I AC) y es un pequefio intervalo de alrededor de '/
de tono. Esta diferencia es claramente perceptible, produciendo una consonancia no tan
perfecta como el intervalo actsticamente exacto.

Este inconveniente aparece porque al construir la escala pitagérica no se utilizaron
terceras perfectas. Para subsanarlo, en lugar de generar la escala por encadenamiento de
6 quintas, se utilizan solo 3 quintas, lo cual origina 4 notas. Las tres notas que faltan se
logran tomando las terceras mayores perfectas sobre las tres primeras notas:

3ra 3ra 3ra I?e
1 o
F—————
; la Do Mi  Sol Si

Sta Sta 5ta

Luego se procede igual que en la escala de Pitagoras, subiendo o bajando la cantidad de
octavas que haga falta para que todos los sonidos se encuadren dentro de una misma
octava. Asi, el Fa y el La se suben una octava, y el Re se baja una octava. Finalmente se
reordenan. Esta escala se denomina escala natural, escala perfecta o escala de Ptolo-
meo (70-147 DC).

Tabla 3. Frecuencias con respecto a la frecuencia del Do y relaciones
de frecuencia entre los sonidos de la escala natural

Do Re Mi Fa Sol La Si Do'

f}; f 9/8f 5/4f 4/3](‘ 3/2f 5/3](' 15/8f 2f
Slf U %% 1% [ s | %% | ™ [ 5 | s |

12 , . . .
Que la tercera mayor debia corresponder a una relacion 5:4 fue propuesto por Didymus en el siglo
I AC, aunque entonces no era reconocida como una consonancia.

5



Se observa que la estructura de la escala es mas compleja que la de la escala pita-
gorica, ya que no hay un solo tono sino dos, denominados tono mayor (T) y tono menor
(t). En cambio, se simplifica el intervalo més pequeio, que pasa a denominarse semito-
no (s):

T t s T t T s

La sucesion de un tono mayor y un tono menor forman una tercera mayor exacta, y si se
les agrega un semitono, se obtiene una cuarta. Sin embargo, no todos los intervalos son
perfectos. En efecto, la quinta Re-La corresponde a una proporcion 40/27 = 1,481481...,
que difiere de la quinta justa en un una coma pitagorica, es decir, en un 1,25%. Este
error es mas tolerable que el que sucedia en las terceras mayores de los acordes princi-
pales.

4. El problema del cambio de escala

Tanto la escala pitagérica como la natural poseen siete notas en cada octava. Al ir
evolucionando la musica, ya no fue suficiente con estas siete notas. Asi, la denominada
musica ficta fue introduciendo algunas notas falsas (“ficta” significa “fingida” o “fal-
sa”’) no pertenecientes a la escala.

Hay varias razones por las cuales resulta interesante agregar algunas notas mas.
La primera es la necesidad de la transposicion, es decir, subir o bajar una melodia para
adaptarla a la tesitura de una voz o instrumento diferente de aquel para el que fue con-
cebida. Otra razén importante es la necesidad de realizar modulaciones. En musica, mo-
dular significa realizar un cambio de tonalidad, es decir de escala, dentro de una misma
pieza, de manera que algunos pasajes de la pieza utilizan una escala, y otros, otra escala.

La transposicion mas simple es la transposicion a la octava superior o inferior se-
gun el caso, pero a veces tal transposicion resulta excesiva, ya que quizas resulte sufi-
ciente con transportar una quinta o una cuarta. Para realizar una transposicién con esos
intervalos asegurando que la nueva escala tiene la misma estructura hace falta agregar
un sonido nuevo en la escala de Pitdgoras y dos en la natural. En efecto, en la escala de
Pitagoras, para comenzar la escala una quinta mas arriba es necesario agregar un soni-
do nuevo entre el Fa y el Sol de cada octava, denominado Fa sostenido (Fa#):

Do Re Mi Fa Sol La Si Do Re Mi Fa Sol La Si
T T h T T T h T T h T T T

Sol La Si Do Re Mi Fa# Sol
T T h T T T h

y, analogamente, si se desea empezar una cuarta mas arriba debe agregarse un sonido
entre el La y el Si de cada octava, denominado Si bemol (Sib):

Do Re Mi Fa Sol La Si Do Re Mi Fa Sol La Si
T T h T T T h T T h T T T

Fa Sol La Sib Do Re Mi Fa
T T h T T T h

En el primer caso el sonido agregado coincide con el que se hubiera obtenido
agregando una quinta mas al encadenamiento de quintas (la quinta de Si es Fa#). En el
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segundo caso, equivale a extender el encadenamiento hacia abajo (la quinta inferior de
Fa es el Si b). Esto sugiere la extension de la escala continuando con el encadenamiento
de quintas. Se observa que 12 quintas coinciden con bastante aproximacion con 7 octa-
vas. En efecto

Ch)? = 129,746337890625...
en tanto que
27 = 128.

Ello significa que si arrancamos con un Fa, luego de 12 quintas tendremos un sonido
aproximadamente igual al Fa 7 octavas mas agudo. Este sonido, igual al Mi#, se califica
como enarmonico del Fa y, en principio, podria sustituirse por el Fa. Sin embargo, la
diferencia es suficiente como para resultar notoriamente desafinado, ya que

Cr)2 127 = B3 e = 1,01364326477051...

Esta diferencia de 1,36% en la frecuencia, denominada coma pitagorica, es claramente
perceptible, ya que estd por encima del umbral de discriminacion de frecuencias que es
normalmente del 0,3%.13

Si pretendemos respetar el principio de equivalencia de todas las tonalidades, es
decir, que cualquiera sea la nota de la escala en la que empecemos podamos construir
una escala con la estructura TThT T T h, sera preciso agregar una infinidad de soni-
dos. En efecto, si hemos alcanzado un tltimo sonido S, para construir una escala a par-
tir de ¢l debemos bajar una quinta y a partir de alli subir 7 quintas (y luego acomodar las
octavas, por supuesto). La unica esperanza de terminar el proceso constructivo con un
numero finito de sonidos por octava es encontrar dos nimeros enteros n 'y m tales que

Chy = 2", (1)
lo cual equivale a
3" o=

Esto es claramente imposible porque 2 y 3 son numeros primos.

Podria, desde luego, adoptarse el criterio de continuar el proceso hasta que la dife-
rencia entre el ultimo sonido construido y su enarmoénico resulte imperceptible al oido
humano. Este método resulta muy ineficiente ya que la cantidad de sonidos a agregar
por esta via es muy grande. La solucion practica, el temperamento, se analiza en la sec-
cion siguiente.

5. Las escalas temperadas

El método imaginado anteriormente para extender la escala se basaba en seguir
agregando quintas hasta lograr alguna cuya diferencia sea imperceptible con su enarmo-

1 . s . . ) ’
? Este umbral es para sonidos en sucesion. Para sonidos superpuestos o simultaneos aparece el fendme-

no de las pulsaciones o batido (ver nota 7 al pie). La fluctuacion de amplitud con frecuencia igual a la
diferencia de las frecuencias de los sonidos es percibida aun para diferencias de frecuencia tan peque-
fias como 0,5 Hz, lo cual hace perfectamente audible la desafinacion. A esto se agrega el hecho de que
los armonicos homologos también estan muy proximos, pero a diferencias miltiplos de la diferencia
entre las fundamentales. Asi, un La de 440 Hz y un La’ de 440,5 Hz batiran a 0,5 Hz pero sus arméni-
cos lo haran a 1 Hz, 1,5 Hz, 2 Hz, 2,5 Hz, etc, provocando una disonancia apreciable.

7



nico. Un método mds ingenioso consiste tomar el error hallado entre las 12 quintas y las
7 octavas y repartirlo entre las 12 quintas, que dejarian entonces de ser quintas perfectas
para ser solo aproximadas. En efecto, si g es la relacion de frecuencias de esta quinta
aproximada, debera ser

q° = 2, )

es decir,

7
g = (32) = 149830707687668.. 3)
Vemos que

g/ (k) = 0,998871384584454...

que corresponde a un error de —0,11%, 12 veces menor que el anterior. Este error es
virtualmente imperceptible, produciéndose s6lo batidos muy lentos entre el tercer armoé-
nico del sonido mas grave (por ejemplo Do) y el segundo armoénico del mas agudo de la
quinta (por ejemplo Sol).

La escala asi obtenida, denominada escala temperada o, més propiamente, escala
uniformemente temperada, tiene una estructura similar a la pitagorica, reemplazando el
hemitono por un semitono (s):

T T s T T T s

El tono y el semitono corresponden a

T = (2] = 1.12246204830937... (4)
s = R2 = 1,0594630943593.. (5)

Vemos que dos semitonos forman exactamente un tono. La tercera mayor D esta forma-
da por dos tonos:

p = (32 = 1.25992104980487... 6)

Este valor excede en un 0,8% al correspondiente a una tercera mayor perfecta. Aunque
la diferencia es menor que en la escala de Pitagoras es, definitivamente, audible. No
obstante el error es lo suficientemente pequeiio como para que se haya aceptado en la
musica occidental desde hace mas de 200 afios."*

El germen de la idea del temperamento de repartir errores quizas se remonta a
Aristogenes (ca 320 AC), quien introdujo las denominadas diesis cromatica menor (un
tercio de tono) y diesis enarmonica menor (un cuarto de tono) con las que era posible
corregir las escalas de cuatro sonidos denominadas tetracordios para que un instru-
mento de cuerda como la lira pudiera tocar en varias tonalidades sin requerir modificar
la afinacion.'” En tiempos modernos la idea es retomada en occidente por el espafiol
Bartolomé Ramos de Pareja (ca 1440-1521), en su “Musica Practica” de 1482, quien da

14 . 1. , .
Curiosamente, Inglaterra fue uno de los tltimos paises en aceptar el temperamento uniforme.

15 , C e T . . . .
Obsérvese que no se buscaba en principio la posibilidad de modular, sino de ejecutar diferentes piezas
en diferentes modos



instrucciones al respecto para la distribucion de los trastes de la vihuela, y posterior-
mente por Gioseffo Zarlino (1519-1590), quien propone la idea basica de repartir el
error entre varias quintas. Mersenne (1588-1648), en su “Harmonie Universelle” de
1636, quien obtiene las leyes empiricas de vibracion de una cuerda, calcula también los
intervalos del temperamento uniforme. A pesar de que desde fines del siglo XVII se
hayan aplicado sistematicamente diversas variantes de temperamento, el temperamento
uniforme no fue adoptado universalmente desde el principio. Previamente se utilizaban
otros temperamentos, como el mesotonico, consistente en repartir la coma pitagérica
entre las cuatro quintas que dan origen a una tercera mayor. De esa manera, las terceras
son perfectas, en detrimento de las quintas, que pasan a diferir en —1,5% de las quintas
justas. Este temperamento permitia realizar modulaciones a varias tonalidades (escalas)
diferentes, pero no a todas. De hecho el Sol sostenido que es enarmoénico del La bemol,
produce con el Mi bemol una disonancia conocida como “quinta del lobo” por los noto-
rios batidos causados por una considerable diferencia de frecuencias.

A fines del siglo XVII comienza a hacerse sentir la necesidad de poder acceder a
todas las tonalidades posibles. Esto no era posible con el temperamento mesotonico, que
privilegiaba unas pocas tonalidades haciéndolas muy perfectas a costa de las otras. En
1691 Andreas Werckmeister publico un tratado sobre temperamento, que si bien no era
el temperamento uniforme, permitia discrepancias razonablemente bajas. En estos tem-
peramentos no todas las tonalidades eran equivalentes. Con este tipo de temperamento
en mente escribid Johann Sebastian Bach su célebre Clave bien temperado, un conjunto
de 48 preludios y fugas que explotan todas las posibles tonalidades.'® Sin embargo,
contrariamente a lo que se creyo durante mas de dos siglos, parece que el temperamento
de Bach no es ni el temperamento uniforme ni los de Werckmeister.'’

La escala temperada de 12 notas resulta bastante satisfactoria y, de hecho, debido
a que lleva ya mas de 200 afios en vigencia en la musica occidental, los oidos de musi-
cos y no musicos se encuentran completamente habituados a ella, al punto de que una
escala pura suena hoy extrafia cuando se la utiliza melédicamente, si bien es facil cons-
tatar que las armonias son mucho mas perfectas, en especial las armonias consonantes.

Es posible especular sobre la posibilidad de extender la cantidad de sonidos por
octava de manera de mejorar aun mas las quintas y las terceras mayores. Para ello po-
demos partir de la aproximacion

Ch = 2", (7)

Hemos visto que si n = 12 'y m =7 la aproximacion es bastante buena. Para obtener otras
aproximaciones podemos razonar asi. Para valores muy grandes de n y m es de suponer
que la aproximacion deberia ser cada vez mejor. Si tomamos logaritmos, dicha aproxi-
macion puede reescribirse como

mo_ Q@) 2005112913514, 8)
n log(3/2)

' Bach no fue el primero en escribir un conjunto de preludios y fugas en todas las tonalidades. Bernhard
Christian Weber, a principios del siglo XVIII escribi6 una obra similar.

Bradley Lehman, en su articulo “Bach’s extraordinary temperament: our Rosetta Stone—1", publica-
do en febrero de 2005 en Early Music, realiza un analisis del enigmatico ornamento ubicado en el
borde superior del frontispicio de su “Clave bien temperado” y concluye que contiene instrucciones
precisas de como realizar la particion de la octava a través de una distribucién no uniforme de la coma
pitagorica. La escala por encadenamiento de quintas parte del Fa y utiliza 5 quintas menores en 1/6 de
coma pitagoérica con respecto la pura (3/2), luego tres quintas puras, y por ultimo dos quintas 1/12 de
coma pitagorica menores que la pura.
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Existen muchas combinaciones posibles de m y n capaces de satisfacer con mayor
0 menor error esta aproximacion. Por ejemplo, podriamos tomar m=17 y n=10, 6
m=171 y n=100. Sin embargo, existe un formalismo de la teoria de nimeros que
permite obtener las mejores aproximaciones de este tipo: las fracciones continuas. Un
numero irracional » puede descomponerse en una fraccion continua del tipo

r o= ag + 9)

1
a3 _|_ cee

donde los a; son los cocientes parciales. 1.os a; son, para k> 0, enteros positivos que
pueden obtenerse del siguiente modo, donde [] es la parte entera:

1
ao = [7"] ]/'0 [
r —ao
1
a = [7’0] n=——
n — q
(10)
1
a, = [rn—l] rpn =
| ay
Se suelen anotar abreviadamente como {ao; ai, az, ..., ay, ...}. Los valores
A 1
B—” = ag + 7 (11)
n ay +
a +
1
+ -
an

son las n-ésimas convergentes, y se demuestra que sus numeradores y denominadores se
pueden calcular mediante la formula recursiva

4, = Ad,a, + 4,

(12)

B, = B,_1a, + B,»

También se demuestra que son las mejores aproximaciones posibles para r, en el sentido
del siguiente teorema:

Teorema: Sin>1,0<B<B,yA/B+#A,/B,, entonces

r——‘. (13)
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En otras palabras, cualquier convergente es la mejor aproximacion entre todas las posi-
bles de la forma A/B con denominador menor que su denominador.

Aplicando el algoritmo anterior a log(2)/log(3/2) obtenemos los 10 primeros co-
cientes parciales:

r= {1;1,2,2,3,1,5,2,23,2, ...}
y las siguientes convergentes:

12 41 53 306 665 15601

5
la IR A ) 5 5 5
377 24 31 179 389 9126

2

Vemos que la convergente 12/7 coincide con el cociente m/n correspondiente a la escala
temperada en uso, con 12 semitonos por octava. También vemos que son posibles las
escalas de 41 microtonos por octava y 53 microtonos por octava. Las que siguen subdi-
viden la octava en intervalos demasiado pequeios para ser diferenciados auditivamente.

Particularmente, la escala de 53 tonos no s6lo minimiza el error de las quintas sino
que también proporciona un minimo local para las terceras mayores. Si bien las prime-
ras convergentes para log(2)/1og(5/4),

3028 59 146 643
19° 477 207

b 2
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no incluyen el numerador 53, si se grafica la suma de los valores absolutos del error de
ambos se obtiene un minimo local muy bajo. La escala de 53 microtonos es, por consi-
guiente, la mejor posible dentro de la discriminacion del oido humano. Tomando 17
microtonos se obtiene una tercera mayor que difiere de la perfecta en —0,08%, y toman-
do 31 microtonos se obtiene una quinta que difiere de la perfecta en —0,004%.

Es notable que en el siglo II AC el chino King-Fang descubri6 esta escala. No se
sabe si le dio alguna aplicacion practica, aunque debido a la predileccion de los chinos
por las escalas microtonales no seria improbable que se la hubiera utilizado.

6. La notacion musical

Los griegos utilizaban letras para nombrar los sonidos usados en musica. Los ro-
manos también. Boecio (~480-524), consejero y estadista de Teodorico el Grande, fue
el ultimo estudioso romano de la cultura griega. Escribi6 un tratado en 5 volumenes
sobre teoria de la musica. En ese entonces se reconocian 15 notas, que eran representa-
das por Boecio con las primeras letras del alfabeto. Este sistema se conoce como nota-
cion de Boecio, aunque no es claro si fue quien lo introdujo o quien lo popularizé en su
tratado. Luego se utilizaron las siete primeras letras, de la A a la G. Las octavas si-
guientes se representaron con a, ..., g y aa, ..., gg. Es la denominada notacion inglesa o
alemana. Posteriormente, Guido de Arezzo (ca.905 - ca.1050) introdujo los nombres
adoptados por Italia, Francia y otros paises, ut, re, mi, fa, sol, la, si, utilizando las prime-
ras silabas de los versos de un himno a San Juan, aprovechando que era muy conocido y
que tales silabas empezaban con los sonidos de la escala.'® Se argumenta que estos sis-
temas son en realidad nomenclaturas y no notaciones.

' Los versos del himno son: “Ut queant laxis Resonare fibris / Mira gestorum Famuli tuorum / Solve
polluti Labii reatum / Sancte Iohannes.” El nombre ut fue posteriormente cambiado por do.
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Los musicos de iglesia introdujeron a partir del siglo VII el sistema de notacion
grafica de los neumas para anotar el canto llano (melodia ritual sin refinamientos ni po-
lifonia), el cual fue usado también por musicos seculares en el siglo XIII. Consistia en
dibujos aproximados de grupos de notas y motivos ritmicos conocidos que formaban la
linea melddica. Eran mas bien ayudamemorias para indicar qué grupos cantar.

Para dar precision a la altura de los sonidos se introdujeron las pautas, al principio
una sola linea y mas tarde cuatro (tetragrama). Otras musicas utilizaron diferentes nu-
meros de pautas. El pentagrama usado en la actualidad se asentd hacia el siglo XVII.

A partir del siglo IX se fue consolidando la necesidad de una notacion ritmica-
mente mas exacta y ya en el siglo X aparece, con la introduccion de la polifonia (varias
melodias diferentes simultdneas), la notacion proporcional. Esta estaba constituida por
una sucesion de figuras representativas de diferentes duraciones: la doble longa, la lon-
ga, la breve y la semibreve. Cada una de ellas representaba una subdivision en dos o en
tres de la duracion de la anterior seglin cierta indicacion especificada en la partitura.

Con el advenimiento del Ars nova en el siglo XIV se introduce una notacion si-
milar a la actual: méxima, longa (cuadrada), breve (redonda), semibreve (blanca), mi-
nima (negra), semiminima (corchea), fusa (semicorchea), semifusa (fusa). La longa se
dividia en 2 6 3 breves (segun indicacion especifica), y el resto se dividia en 2 para pa-
sar a la siguiente.

La notacioén que utiliza la combinacion de pautas y las figuras de alguna manera
constituye una representacion grdfica bidimensional de dos variables: tiempo y altura
(correspondiente a la frecuencia. El eje horizontal, sin embargo, no posee una escala
lineal de tiempo sino una escala en la cual se especifican los tiempos diferenciales entre
eventos (notas o silencios) sucesivos, estando dicho tiempo codificado con ciertos sim-
bolos mas o menos arbitrarios: las figuras (redonda, blanca, negra, etc.). La ubicacion
horizontal de cada figura obedece a una cuestion tipografica mas que analogica. Se ha
comparado esto con la numeracidon romana.

El eje vertical, en cambio, posee una escala quasi-logaritmica en frecuencia, es
decir, a igual distancia vertical se tiene aproximadamente el mismo factor multiplicativo
de la frecuencia. En la figura 1 se muestra el espectrograma de los primeros tres compa-
ses de la Fuga 1 del Clave bien temperado de Bach, junto con la notacién musical co-
rrespondiente. A pesar de la forma rudimentaria e imperfecta, el sistema notacional de
la musica de alguna manera se anticipa en varios siglos a la geometria analitica de René
Descartes (1596-1650).

7. Sucesion de Fibonacci y relacion durea

La sucesion de Fibonacci (a veces mal llamada serie de Fibonacci), debida a Leo-
nardo Fibonacci (1170-1250DC)"? est4 definida por la relacion recursiva

f =1
fHo=1
Jo = fo1 T ofuz2 (14)

" Fibonacci incluye estos niimeros en su Liber Abaci, publicado en 1202, en el cual da cuenta de la
matematica hindu. En realidad, Virahanka, en el siglo VII da los primeros niimeros de la sucesion y
Gopala (c. 1135) y Hemachandra Stirt (1150) obtienen la férmula recursiva.
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Figura 1. Los primeros tres compases de la Fuga N° 1 de “El clave bien
temperado de J. S. Bach. Arriba, su espectrograma (tiempo en el eje hori-
zontal, frecuencia en el eje vertical e intensidad representada con colores).
Obsérvese que cada nota esta acompafiada por arménicos. Abajo, su repre-
sentacion en notacion musical. Notese la relativa analogia entre ambas.

Los primeros valores se calculan facilmente, siendo 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34...
Esta sucesion aparece como solucion a varios problemas, por ejemplo el de la cantidad
de ramas de un arbol cada una de cuyas ramas produce una nueva rama a intervalos re-
gulares (por ejemplo cada 1 afio). La relacion durea, también conocida como razon
durea, proporcion durea, seccion durea, media aurea o numero dureo, ¢, es el limite
del cociente entre nimeros de Fibonacci sucesivos:

0 = lim S (15)
n—ee Jp—1
Dividiendo por f,-; ambos miembros de la ecuacion (14) se obtiene
fn = 1 + fn—Z
fn—l fn—l
de modo que si ¢, = f,/ f,-1, podemos escribir
1
o, =1 + —. (16)
n—1

Repitiendo este procedimiento se llega a que el término x, es una convergente de orden
n de una fraccion continuada cuyos cocientes parciales son todos 1:

(L1111
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Estas siempre convergen,” lo que permite tomar limite en (16) para obtener

es decir
¥ -—0—-1=0 (17)

cuya solucion positiva es

o = = 1,61803398874989... (18)

1+ 45
2
Esta es la relacion durea. Esta proporcién aparece también al dividir un segmento en
dos partes de modo que la razon entre la mayor y la menor sea igual a la razén entre el
segmento completo y la parte mayor (figura 2). Es decir, si AB es el segmento y C el

punto intermedio, debe ser

B aC
AC CB
Dado que
AB = AC + CB,
resulta
x =1+ 1
x
es decir,

Y -x-1=0.

Esta ecuacion es igual a la que permite obtener la relacion durea.

A C B

Figura 2. Subdivision de un segmento segun la seccion aurea.

La seccidn aurea aparece frecuentemente en la arquitectura y en la musica. Se ar-
gumenta, por ejemplo, que mucha musica de compositores con una fuerte concepcion
arquitectonica o estructural, como Bach o Mozart, con frecuencia dividen su musica en
secciones cuyas extensiones guardan aproximadamente una proporcion aurea.

Por ejemplo, la sonata N° 1 de Mozart para piano subdivide su primer movimiento
en 38 y 62 compases. El cociente, 62/38 = 1,6315, difiere en menos de un 1% de la pro-
porcion aurea. Lo mismo puede decirse de su segundo movimiento, que con 28 y 46
compases en sus dos secciones principales arrojan una proporcion 46/28 = 1,6428, tam-
bién muy cercana a ¢. La sonata N° 2 subdivide el primer movimiento en 56 y 88 com-

20 . . . . . . , . . .
Si hay infinitos cocientes parciales no nulos tiende a un nimero irracional, ya que todo racional ad-
mite una fraccion continua con un nimero finito de cocientes parciales.
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pases, cuyo cociente es 88/56 = 1,5714, también bastante proximo a la relacion aurea.
Aunque desde luego no toda la musica se secciona de esta manera, es uno de los posi-
bles principios para la organizacion del tiempo en la musica. Otro es la simetria, segun
el cual las secciones tienen igual duracion. Curiosamente, la simetria funciona mejor en
el corto plazo (a nivel de frases o motivos), mientras que la relacion durea domina las
grandes extensiones. Se ha argumentado que en tiempos considerables el ser humano es
incapaz de percibir objetivamente la duracion, pero es posible que si exista una percep-
cion inconsciente de la estructura general.

En el siglo XX, Béla Bartok, célebre compositor hingaro, adopto la relacion aurea
como principio rector para la estructuracion de varias de sus obras. No solo utilizo este
principio para establecer las proporciones entre los diferentes segmentos, sino que la
utilizé para construir acordes y melodias. En la figura 3 se reproduce el analisis grafico
efectuado por Larry Solomon de la Fuga de la Musica para Cuerdas, Percusion y Ce-
lesta de Bartok,”' donde se observa que la proporcion 4urea ha sido sistematicamente
utilizada para segmentar temporalmente la obra.

Bariok: Music for String Instruments, Percussion and Celeste I Fugsne  grophi Jysis By Sok

@

& 1)

Eb Eh
) D @
e
Gt . 12Via / .
c# ¢ o x2 = ] F
IV xH' o ¢
Fi twisting § 3 " ¢
A . : i &
strings alone - 3
B |« 2 < £ 3 IR s G
= B I o 2
E - 5 §i 24N 3 end || &
5 E: i - yhyi
A 1. Exposition E|IL IIL. a2 | TIV. stretto bass VI inversion | VLstretto VIL | IX.xsiretio N
sfrings afone E episode canon | & spmec-- climhs descends & canon $+8i | all entries
P = = . wion | gy 4 rall
D g 4 g f i br rmf| ¢ n2vie p ppp |l B
L2 1,2 Via Eb ped sirings alona
G X B
BB ped - 0 - i
< 21X strings Fi
3 con sord

i [
i3 L2Vie ¥ ci
| Vic, Cb,
xy Viel 1,2,V o
all strings con sord *

2k GE

xz VT "%
L ¥ T— 7‘ J-
b | tempo: J1=114 J‘=123 Jﬁ% J‘:Il“ =108 b
har: 5 8 13 21 26 34 38 45 52 56 65 78 82 88
tixe i minutes: 1 2 3 4 s §

Figura 3. Analisis grafico de la Fuga de la “Musica para Cuerdas,
Percusion y Celesta” de Béla Bartok segun Solomon.

8. Musica estocastica

Guido de Arezzo, el ya mencionado inventor de los nombres de las notas utiliza-
das en los paises latinos, fue, probablemente, el primero en introducir, alrededor de
1026, un método de composicidon basado en recursos aleatorios. Su método se basaba en
asociar sonidos musicales a las silabas de un texto, con lo cual la evolucion de la melo-

*I' Solomon, Larry. “Symmetry as a Compositional Determinant” Chapter 7. Disponible en Internet.

(http://wc.pima.edu/~Elsolomon/diss7.htm)
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dia estaba controlada, mas que por reglas especificamente musicales, por el fluir del
discurso seleccionado.

Otro ejemplo es la obra “Juego de dados musical para escribir valses con la ayuda
de dos dados sin ser musico ni saber nada de composicion” K. 294, en apariencia escrita
por Mozart en 1777 (la atribucion es, no obstante, dudosa). El método se basa en dos
tablas y un repertorio de 176 compases cifrados. La tabla 1 permite escribir la primera
seccion del vals y la tabla 2, la segunda. Las columnas, numeradas en romano, indican
el nimero de orden del compas. Para obtener el primer compds se arrojan dos dados y
se suman, obteniéndose un nimero de fila que intersectada con la columna I da la cifra
de compas a seleccionar. Por ejemplo, si la suma dio 8, se debe seleccionar el compas
152 del repertorio. Se procede igual con el segundo compas y asi sucesivamente.

1 I nr I1v. Vv VI VI VII 1 I nr v Vv VI VI VII

96| 22141 41)105] 122| 11| 31 70 | 121 ] 26 9 |112| 49 [ 109 | 14

32 6| 128 63| 146| 46| 134| 81 1171 39| 126| 56| 174| 18| 116| &3

69| 95| 158 13| 153| 55[ 110 24 66| 139 15| 132 73| 58| 145| 79

148 74| 163| 45| 80| 97| 36| 107 251143 64| 125 76| 136 1] 93

104 | 157 | 27| 167 | 154| 68| 118| 91 138 71| 150 29| 101] 162| 23] 151

2 2
3 3
4 4
s| a0] 17]113] 85 161 2] 159 100 s| 90| 176] 7] 34| 67| 160] 52 170
6 6
7 7
8 8

152 60| 171 | 53| 99| 133] 21| 127 16| 155 57| 175] 43| 168| 89| 172

9l 119] 84| 114| 50] 140| 86| 169 | 94 91120 88| 48| 166| 51| 115| 72| 111
10] 98] 142 42| 156| 75| 129| 62| 123 10 65| 77| 19| 82| 137| 38| 149 8
11 3] 87]165| 61| 135]| 47| 147| 33 11] 102 4| 31[ 164|144 59| 173] 78
121 54] 130 10] 103 | 28| 37| 106 5 121 35| 20| 108 92| 12| 124| 44| 131

El método funciona porque los compases correspondientes a una misma columna
son variaciones sobre una misma base armonica, y dichas bases armonicas constituyen
una frase arménicamente coherente.

Es un ejemplo en el que se proporciona material que cumple ciertas reglas (las de
la armonia y melodia tradicional) pero se lo compagina al azar. Abundan los ejemplos
de este tipo y al parecer constituian un juego popular en el siglo XVIII.

Ya en el siglo XX, el compositor griego lannis Xenakis (1922-2001) aplicé pro-
cedimientos sistematicos de aleatorizacion en la composicion musical. En este caso los
principios formales para dar cohesion y unidad a la obra dejan de ser los de la armonia
tonal para dar lugar a las distribuciones de probabilidad. Asi, parametros como la altura,
la duracion y el instante de comienzo de cada sonido son controlados estadisticamente.
La composicion en si consiste en especificar la evolucion general de los sonidos por
medio de las distribuciones probabilisticas. A partir de dicha especificacion se simula el
proceso dando asi origen a una instancia de la obra. Una segunda instancia de la misma
obra no necesariamente sonard igual en cuanto a las notas puntuales, pero en cambio
poseera una “personalidad” reconocible, de igual manera en que cada ejecucion de una
obra tradicional no aleatoria suena similar pero no idéntica a otras ejecuciones.

Debido a la funcion diversa de los diferentes parametros se utilizan diferentes
distribuciones para cada uno. Asi, la distribucion de instantes de comienzo de las notas
esta determinado por la distribucion de Poisson, segun la cual la probabilidad de que el
numero de notas en un intervalo de tiempo dado ¢ sea m es

e-}\.t (kt)m
m! '

Pm(@) = (19)
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donde A es la cantidad media de notas por unidad de tiempo. Este tipo de distribucion
puede simularse computacionalmente sumando los sucesivos valores de una variable
aleatoria 4 distribuida exponencialmente, ya que los tiempos entre eventos sucesivos
corresponden al caso m = 0. En otras palabras, el instante de la nota n-ésima sera

th = h + hy + ...+ hy. (20)

La variable 4 se calcula a partir de una variable aleatoria u distribuida uniformemente en
el intervalo (0, 1) mediante la formula®

_ In(l—u)
ho= == 1)

La variable u se obtiene mediante un generador de nimeros aleatorios tal como las fun-
ciones rand o random disponibles en los diversos lenguajes de programacion.

o(2) P(h<1)

1
P(h<t) ot

Figura 4. Distribucion de probabilidades de los tiempos entre eventos
sucesivos en una distribucion de Poisson y su correspondiente funcion
de probabilidad acumulada.

Para determinar la altura de cada sonido es preferible especificar los saltos entre
notas sucesivas, los cuales pueden responder, convenientemente, a una distribucion li-
neal a ambos lados del origen. Si x es la magnitud del salto (por ejemplo, expresada en
semitonos) y si a es el maximo salto admisible, la densidad de probabilidad viene dada
por (figura 5):

i, _ K
plx) = —|1L - —1 (22)

a a

P(x)
1/a
Figura 5. Distribucion lineal de
probabilidades de los saltos de altura
— i ~ X (en semitonos) entre —a y a.

2 La probabilidad de que /4 < h, es igual a la probabilidad de que In(1 — u) > —Ah,, es decir de que

iy . .- =Y .- .

1 —u > ¢, Finalmente, es la probabilidad de que u < 1 — ¢, probabilidad que, por ser « una dis-
. ., . . =y L. ., .

tribucion uniforme, es igual a 1 — e, que corresponde a una distribucién exponencial respecto a /.
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Esta distribucion privilegia los saltos pequefios, permitiendo los saltos grandes (de
mayor dificultad técnica para un intérprete humano) con menor frecuencia. Puede obte-
nerse una variable aleatoria x con esta distribucion a partir de una variable u con distri-
bucion uniforme entre 0 y 1 mediante®

U siust
x = (23)

1 — J2(1-u) siu>%

Similares técnicas se aplican para seleccionar la dindmica (pp, p, f, ff) y los ins-
trumentos que ejecutaran cada nota. Habitualmente, el compositor debera adaptar los
resultados obtenidos a la notacién musical tradicional.

Otra forma posible consiste en utilizar cadenas de Markov. Una cadena de
Markov parte de un espacio de n estados posibles (por ejemplo, n — 1 alturas o silencio)
y asigna una probabilidad condicional de transicion desde el estado j al estado k.

9. Medida estética

George Birkhoff, en su Medida estética publicada en 1933 (editada en castellano
por nuestra Facultad en 1945 como Monografia N° 3 de la coleccion dirigida por Cortés
P14), introduce una medida estética, M, definida como

M = =2, (24)

donde O es el orden y C es la complejidad. Es decir, seria una especie de densidad de
los elementos de orden con respecto ala complejidad. Birkhoff hace notar que Luego de
analizar la estética de las formas poligonales, los vasos, los ornamentos y los mosaicos,
se aboca a la de los acordes, la armonia y la melodia. Si bien Birkhoff aclara debida-
mente que cualquier intento por establecer una medida estética esta necesariamente res-
tringido a “un conjunto definido de recursos musicales”, por ejemplo los correspon-
dientes a la armonia tonal tradicional, se apoya en una serie de supuestos de carcter
axiomatico que no parecen adecuados para describir un fenomeno empirico como es el
de la percepcion estética. Asi, por ejemplo, al analizar acordes individuales, asigna ar-
bitrariamente una complejidad C = 1 y pasa a enunciar los siguientes componentes del
orden O: 1 si es un acorde mayor; 1 si estd en posicion fundamental (la nota fundamen-
tal del acorde en el bajo); —1 si el acorde es disonante; y —1 si el acorde es incompleto o
irregular. Los pesos relativos de estos factores son arbitrarios. No declara evidencia em-
pirica que apoye estos valores. Quizas deberian haberse realizado experimentos contro-
lados de percepcion estética de acordes variando sistematica y aleatoriamente dichos
factores, determinando las constantes que mejor representan el peso relativo de cada
factor en un modelo lineal como el propuesto (los componentes se suman).

» Esto se demuestra calculando la probabilidad acumulada de la densidad de (22) y expresandola como
P(x <x,) = G(x,) Luego se tiene en cuenta que una variable distribuida uniformemente cumple
P(u < G(x,)) = G(x,), por lo que P(G'(u) < x,) = G(x,). Tomando x =G '(u) se obtiene una variable
que satisface la expresion deseada, P(x < x,) = G(x,).
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10. Modelos teoricos

Por ultimo, se han propuesto también modelos teoricos formales de la musica, en
algunos casos planteando las obras o fragmentos con determinada estructura formal
como elementos dentro de un espacio sonoro, susceptibles inclusive de experimentar
transformaciones (por ejemplo traslaciones, simetrias, etc.) que reflejan los procedi-
mientos tipicos utilizados en la composicion musical. Existen trabajos monumentales
como el Topos of Music, de Mazzola, que abarcan un espectro demasiado amplio de
formalizacidon como para intentar siquiera una descripcion somera, incluyendo desde la
composicion hasta la ejecucion, el ensayo, la expresion, etc.
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