INTRODUCCION A LA ELECTROACUSTICA

Federico Miyara

1. Introduccioén

La electroacustica se ocupa del estudio, andlisis, disefio y aplicaciones de disposi-
tivos que involucran la conversion de energia eléctrica en acustica y viceversa, asi como
de sus componentes asociados. Entre los primeros se encuentran los transductores, tales
como micréfonos, acelerdmetros, altavoces, excitadores de compresion, auriculares,
audifonos, calibradores acusticos y vibradores; y, entre los segundos, los filtros acusti-
cos, los sonodeflectores (bafles), las bocinas y los acopladores acusticos.

Para el andlisis de estos componentes se introduciran técnicas de modelado por
medio de circuitos mecanicos y acusticos, que podran resolverse con las técnicas habi-
tuales de la teoria de redes eléctricas.

2. Modelos circuitales

Los circuitos eléctricos estan formados por diversos componentes eléctricos inter-
conectados, por ejemplo resistores, condensadores, inductores, fuentes de tension y co-
rriente y transformadores. El comportamiento externo de un circuito eléctrico puede
describirse por medio de los valores que asumen en diferentes puntos del circuito dos
tipos de variables: la tension y la corriente. El comportamiento de cada componente
individual estd determinado por ecuaciones algebraicas o diferenciales que relacionan
entre si una o mas tensiones y una o mas corrientes, en tanto que la interconexion entre
ellos esta gobernada por las leyes de Kirchhoff. La combinacién de las ecuaciones indi-
viduales por medio de las leyes de Kirchhoff proporciona un sistema de ecuaciones di-
ferenciales que, una vez resuelto, permite conocer el estado de régimen de todo el cir-
cuito. La introduccion del calculo simbdlico por Heaviside y su formalizacion a través
de la transformacion de Laplace han permitido reemplazar las ecuaciones diferenciales
por ecuaciones algebraicas cuya resolucion se presta admirablemente bien al anélisis
frecuencial, que es en muchos casos de mayor importancia que el analisis temporal.

Una gran ventaja del enfoque circuital es que, una vez dominada la técnica, es po-
sible plantear las ecuaciones por simple inspeccion. Otra ventaja es que a lo largo del
tiempo se han desarrollado innumerables herramientas que permiten simplificar el anali-
sis y resolucion de los diversos circuitos asi como obtener informacion til sin necesi-
dad de su resolucion completa.

Una situacion similar puede plantearse en otros tipos de sistemas fisicos, como los
mecanicos, los actsticos, los térmicos, etc. Existen diversos formalismos para la mode-
lizacion de sistemas generales, por ejemplo los diagramas de bloques, los grafos y los
diagramas de enlace (bond graphs). La aplicacion del concepto de circuito a la electroa-
custica, desarrollado a continuacion, tiene la ventaja de llevar al lenguaje propio de la
ingenieria electronica el analisis de componentes y sistemas no eléctricos que interac-
tuan con los bloques funcionales tipicos del procesamiento eléctrico o electrénico de
sefales de audio (amplificadores, filtros, etc.).



2.1. Circuitos mecanicos

Un sistema mecdanico esta formado, en general, por componentes elementales que
se encuadran en una de estas categorias: masa, resorte, friccion y palanca.' ? Para poder
representar estos componentes dentro de un circuito mecanico es preciso seleccionar
adecuadamente las variables que sustituirdn a la tension y a la corriente. Las variables
tradicionales en la mecanica son la fuerza y la posicion; pareceria, por consiguiente, que
estas variables podrian ser apropiadas para su uso en un circuito mecanico. Sin embar-
g0, para que la equivalencia entre los circuitos eléctricos y mecéanicos sea mas completa,
seria deseable que las relaciones de potencia se mantuvieran. Asi, en el caso eléctrico, la
potencia W, entregada a un componente al que se aplica una tension V'y por el que cir-
cula una corriente /, es el producto de la tension por la corriente:

W, = VI (1)

Si la fuerza aplicada a un componente mecanico es F' y su posicion, X, en cambio, la
potencia entregada no es el producto de la fuerza por la posicion, sino el producto de la
fuerza por la velocidad U:>

W, = F-U. (2)

Debido a que la relacion entre la posicion y la velocidad es una simple derivada, es sen-
cillo expresar todas las relaciones de la mecanica en términos de la fuerza y la velocidad
en lugar de la fuerza y la posicion.

Para completar la analogia resta decidir cual de las variables mecanicas reempla-
zard a la tension y cudl a la corriente. Existen dos posibilidades. La primera, denomina-
da analogia tipo impedancia es:

V& F
3)
I < U
La segunda, la analogia tipo movilidad, corresponde a
Ve U
“4)
I < F

En principio cualquiera de las dos posibilidades es igualmente aceptable. De he-
cho, aun sin salir del dominio de la electricidad, es posible intercambiar las tensiones y
las corrientes, obteniéndose un circuito dual en el que los paralelos se convertiran en
series y viceversa, los nudos se transformaran en bucles y viceversa y las inductancias
se transformaran en capacidades y viceversa. Esta dualidad se ha aprovechado con ven-
taja, por ejemplo, para transformar filtros pasabajos en pasaaltos y viceversa.

La adopcion de una u otra de las posibles analogias termina siendo una cuestion
de preferencia personal. Beranek, por ejemplo, sugiere que la fuerza deberia correspon-
der a la corriente y la velocidad a la tension, dado que es posible medir la velocidad sin
interrumpir el circuito, lo cual también acontece con la tension eléctrica, y, en cambio

El término “palanca” esta utilizado aqui en forma general, incluyendo otras maquinas simples.
Cada uno de estos tipos de componentes puede aparecer también en su forma rotativa.
Utilizamos la letra U para simbolizar la velocidad para evitar que se confunda con la tension V.
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no es posible medir la fuerza sin interponer un elemento (dinamoémetro), de la misma
manera que no se puede medir la corriente sin abrir el circuito para interponer un ampe-
rimetro (Beranek, 1961). Esta observacion, hecha en 1954, ha perdido vigencia, por
cuanto hoy es posible medir la corriente por medio de transformadores de intensidad
(pinza amperométrica) y es posible medir la fuerza a través de las deformaciones, utili-
zando dispositivos strain gauge.

Preferimos la analogia de impedancia, ya que la fuerza es fisicamente mas afin al
potencial, mientras que, del mismo modo que la corriente es un flujo de carga, la velo-
cidad es un flujo de materia.

En lo que sigue estudiaremos cada uno de los componentes mecénicos citados y
mostraremos la forma en que pueden representarse como elementos de circuitos.

2.1.1. Masa mecanica

La ecuacion que gobierna el comportamiento dindmico de una masa m es la se-
gunda ley de Newton,

A = ma(®). (5)

donde f'es la fuerza neta que actia sobre la masa y a es la aceleracion que ésta experi-
menta.’ Para obtener un modelo circuital debemos expresar esta ley en términos de la
fuerza y la velocidad, lo cual puede conseguirse teniendo en cuenta que la aceleracion
es la derivada de la velocidad. Resulta:

A = mu'D). (6)
Esta ecuacion es formalmente andloga a
v(n) = Li), (7

lo cual sugiere la analogia entre la masa mecénica y la inductancia eléctrica. Aplicando
la transformacion de Laplace, la ecuacion (6) puede expresarse como

F(s) = ms U(s), (8)
que corresponde a la version eléctrica
V(s) = LsI(s). 9

Finalmente, también es posible expresar esta ley en términos de fasores, para lo
cual suponemos que

u(t) = U e/, (10)

f@t) = Fe/®, (11)

4 . e ., . . ,
Como es habitual, utilizaremos letras minusculas para las magnitudes variables y mayusculas para sus

valores globales (valor de pico, valor eficaz).



Reemplazando en la ecuacion (5),
Fel® = nmU jmejwl ,
de donde

F jomU . (12)

Es decir, la fuerza se adelanta un angulo 7/2 con respecto a la velocidad. En la figura 1
se indica la representacion circuital de la masa como una inductancia.

r— F—u > TO0—
m f

Figura 1. Equivalencia circuital correspondiente a la masa mecanica.

2.1.2. Resorte

El comportamiento dinamico de un resorte obedece a la ley de Hooke, segin la
cual la fuerza f'que debe aplicarsele para lograr un estiramiento neto x es proporcional a
dicho estiramiento:

A = kx(@). (13)

donde £ es la constante elastica, que depende de la geometria y del modulo de elastici-
dad (médulo de Young) del material del que se compone el resorte. Podemos expresar
esta ecuacion en términos de la velocidad teniendo en cuenta que la posicidn es la inte-
gral de la velocidad:

1) = kju(t)a’t. (14)

Esta ecuacion es similar a la forma integral de la ecuacion del condensador:

W) = éJ.i(t) dt, (15)

por lo que el resorte se comporta en forma andloga a un condensador. En esta analogia
la capacidad C corresponde a la denominada compliancia mecanica, 1/k. Podemos apli-
car la transformacion de Laplace a la ecuacion (14),

Fis) = Xus), (16)
s
que corresponde a
1
Vis) = al(S), (17)



En términos de fasores, un razonamiento similar al que condujo a la ecuacion
(12) nos proporciona

F = iU (18)
Jo

En este caso la fuerza estd atrasada un angulo 7/2 con respecto a la velocidad. En la
figura 2 se muestra la representacion circuital de la compliancia como una capacidad.

1/k
- k u
>/ %—l |f
u + -
f
Figura 2. Equivalencia circuital correspondiente a un resorte.

2.1.3. Friccion

La friccidn es una interaccion disipativa entre cuerpos que obedece a varios me-
canismos. Tenemos, por ejemplo, el rozamiento entre sélidos, que es fuertemente no
lineal,” y la friccion fluida o viscosa entre un sélido y un fluido, que responde, por el
contrario, a un comportamiento lineal. En la practica se presenta en los deslizamientos
lubricados. Es ésta la de mayor interés en nuestro caso. Se verifica

A = vu(@). (19)

donde v es el coeficiente de friccion viscosa, que depende del coeficiente de viscosidad
1N y del espesor de la capa fluida. Esta ley es equivalente a la ley de Ohm:

v) = Ri(0). (20)

En términos de las transformadas de Laplace,

F(s) v U(s) (21)
y, en términos de fasores,

F = vU. (22)

En el rozamiento estatico, la fuerza ejercida sobre un cuerpo sélido libre en contacto con otro cuerpo
so6lido fijo aumenta sin que se produzca movimiento relativo entre ambos cuerpos hasta que se supera
cierto valor. A partir de alli comienza el deslizamiento y la fuerza de rozamiento disminuye brusca-
mente, para variar luego en forma no lineal con la velocidad relativa (en su version mas simple, una
vez en movimiento, la fuerza de rozamiento vuelve a ser constante). Este mecanismo es en general de
dificil descripcion debido a que no hay un modelo simple y Gnico. A pesar de ello, tiene importancia
en acustica, ya que en el caso en que el cuerpo “fijo” esta en realidad sujeto mediante un resorte (o es
¢l mismo elastico), se produce un mecanismo de oscilacion por relajacion. Por ejemplo, el arco de un
violin deslizandose sobre la cuerda o el chirrido que a veces producen dos objetos con fuerte roza-
miento entre si, como el mecanismo de freno de un automovil cuando se encuentra desgastado.
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La fuerza y la velocidad, al ser proporcionales, se encuentran en fase. La figura 3 mues-
tra la equivalencia circuital.

A v
f—[ > L AANANA—
N Ty -

\Y

Figura 3. Equivalencia circuital correspondiente a la friccion viscosa.

2.1.4. Impedancia mecanica

Los componentes mecéanicos de tipo masa, resorte y friccion pueden caracterizarse
por medio de la impedancia mecénica, definida como el cociente entre las transforma-
das de Laplace de la fuerza y la velocidad,

Fs)

Zn(s) UGs)

(23)

0, para el caso de sefiales armonicas, con las que se puede trabajar fasorialmente, como
el cociente entre los fasores fuerza y velocidad,

Z, = —. (24)

Asi, para el caso de una masa, de (8) se obtiene la impedancia mecéanica

Zu(s) = ms. (25)
Para el caso de un resorte,
Z,(s) = — (26)
Por ultimo, para una friccion,
Zu(s) = . (27)

El concepto de impedancia puede generalizarse para cualquier combinacion de
estos componentes, como veremos en algunos ejemplos mas adelante. Esta situacion es
semejante a la que tiene lugar para los circuitos eléctricos.

En el caso particular de un sistema con impedancia mecénica Z,(s) cuya veloci-
dad sea senoidal, es decir

u(t) = U,sen o, (28)

la fuerza en régimen permanente estard dada por



ity = U, |Zu(jo)| sen (0t + @) (29)

donde ¢ = arg(Z,(jm)). El a&ngulo ¢ es, también, la diferencia de fase entre la fuerza y la
velocidad.

2.1.5. Generadores

Asi como en los sistemas eléctricos los generadores o fuentes de tension y co-
rriente cumplen un rol fundamental como proveedores de energia y de sefial, en el caso
de los sistemas mecanicos esta funcion la cumplen los generadores de fuerza y de velo-
cidad. Un generador ideal de fuerza sera un dispositivo que aplica una fuerza indepen-
dientemente de la velocidad del elemento al que lo aplica. Un generador ideal de velo-
cidad, en cambio, imprime una velocidad en forma independiente de la fuerza necesaria
para ello.

Un ejemplo de generador de fuerza es una bobina inmersa en un campo magnético
por la que circula una corriente. Otro, una presion que actia sobre una superficie movil.
Ambas situaciones son habituales en los procesos de transduccion electroacustica. Con
respecto al generador de velocidad, un ejemplo es un motor cuyo torque maximo es
mucho mayor que el esfuerzo que opone la carga. En la figura 4 se muestra la simbolo-
gia para los generadores mecanicos ideales, igual a la correspondiente a los generadores
eléctricos.

J’_

A0 u(?)

Figura 4. Simbologia para los generadores ideales de fuerza y velocidad.

2.1.6. Potencia mecanica

Cuando una fuerza f actiia sobre un cuerpo que se mueve con una velocidad u,
esta entregando una potencia

w = fu. (30)

En efecto, en un intervalo de tiempo At el cuerpo recorre una distancia uAt¢, por lo cual
el trabajo mecanico realizado por la fuerza es fuAt. Este trabajo corresponde a la ener-
gia que entrega la fuerza. Dividiendo por el tiempo A¢ durante el que fue entregada, se
obtiene la potencia.

Si la velocidad y la fuerza en régimen permanente son senoidales con un angulo
de fase o,

u(t) = U, sen o, (31)
At = F,sen (ot + o), (32)

la potencia instantanea estara dada por



w(t) = U,F,sen ot sen (ot + Q).
Aplicando la relacion trigonométrica 2 sen x sen y = cos(x —y) — cos(x + ), resulta
U,F,
w(t) = % (cos @ — cos 2wt + ). (33)

La potencia media vale

UOFO

w = cos @, (34)

o bien, en términos de los valores eficaces,
W = UgFercos Q. (35)

Aplicando estas ecuaciones a las impedancias elementales estudiadas resulta que en el
caso de la friccion, donde ¢ = 0, la potencia media es simplemente el producto de la
fuerza y la velocidad eficaces mientras que en el caso de la masa y el resorte, donde
¢ = = m/2, la potencia media es nula.

Una forma alternativa es plantear sefiales complejas como

u(t)y = Uye’™. (36)
f) = Foye! @79, (37)
Si definimos una potencia compleja o potencia vectorial como
w(@) = o) u' (). (38)
donde u*(t) es el conjugado complejo de u(¢). Reemplazando (36) y (37) en (38),
w(t) = UgFye’. (39)

La parte real coincide con la potencia media y se llama, alternativamente, potencia acti-
va:

W, = Re(fH)u' (f)) = UyF.cos Q. (40)
La parte imaginaria es la potencia reactiva:
W, = Im(f)u’ (1)) = UyFosen . (41)

2.1.7. Palancas

Mientras los componentes anteriores estaban caracterizados por una velocidad y
una fuerza, la palanca requiere para su descripcion completa dos fuerzas y dos velocida-
des. En consecuencia el modelo eléctrico correspondera a una estructura bipuerta o cua-
dripolar.
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Figura 5. Equivalencia circuital correspondiente a la palanca.

Si los brazos de la palanca tienen longitudes /; y /,, entonces las fuerzas f; y f>
aplicadas (ver figura 5) estaran relacionadas por

fr =
en tanto que las velocidades responderan a

U =

b 42)
I
By, (43)

Estas relaciones son analogas a las correspondientes a un transformador eléctrico ideal:

Vy =

I =

"2y, (44)
m
My (45)
ny

donde n, y n;, son la cantidad de vueltas de los arrollamientos primario y secundario. En

la figura 4 se muestra esta analogia.

2.1.8. Transformacion de impedancia mecanica

Cuando entre una fuente de fuerza o velocidad y una impedancia mecanica se in-
terpone una palanca, como se muestra en la figura 6, es posible calcular la impedancia
vista desde la fuente aplicando las ecuaciones (42) y (43) del transformador y la (23)

tu

U, L: L
+ +

Fy

Figura 6. Transformacion de impedancia mecanica por medio de una

palanca.

de la impedancia. Resulta



/ / ! ! !
F o= 2F = 2Z,0Uy = 2Z,n2Up = |2 | Z,U, (46)
ll ll ll ll ll
de donde
2
F I
7 = — = e . 47

Si el brazo de palanca secundario es mayor que el primario (/> > /;), entonces la impe-
dancia vista desde el primario es mayor que la impedancia conectada en el secundario,
lo que significa que para lograr mover el brazo primario a igual velocidad habra que
aplicar una fuerza mayor.

2.1.9. Conservacion de potencia en un transformador mecanico

Una caracteristica muy importante de un transformador mecanico ideal es la con-
servacion de potencia. La potencia entregada al primario es:

wi = fiu, (48)
en tanto que la potencia que el secundario suministra a la carga conectada a ¢l sera
Wy = fz U. (49)

Utilizando nuevamente las ecuaciones (23) y (24) del transformador, tendremos

/ /
wy =fruy = iflf”l = fiuy = w, (50)

lo que demuestra la conservacion de potencia.

2.1.10. Conexiones en “serie” y en “paralelo”

El conexionado en serie y en paralelo de los circuitos eléctricos puede extrapolar-
se a los circuitos mecanicos. S6lo hace falta precisar bajo qué condiciones una interac-
cion entre dos 0 mas componentes de un sistema mecéanico se encuentra en paralelo y
bajo cuales en serie. En el caso eléctrico, se tiene un paralelo cuando dos componentes
estan sometidos a la misma tension y una serie cuando estan recorridos por la misma
corriente.

En la analogia tipo impedancia que venimos utilizando, el paralelo se dara cuando
dos componentes mecanicos estan sometidos a la misma fuerza. Para ello la interaccion
debe efectuarse a través de elementos en los que no se pierda fuerza por inercia ni por
friccidon, excepto que sean componentes libres. Asi, tipicamente un resorte ideal (sin
masa ni friccion) transmitira la fuerza aplicada sobre ¢l a una masa (u otra impedancia),
en cuyo caso aparecerd en paralelo con ella. En cambio una masa sélo podra estar en
paralelo con otro componente si recibe una fuerza pero no la transmite (parcialmente) a
otro componente.
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Asimismo, la serie correspondera al caso en que los componentes se desplazan a
igual velocidad, para lo cual la interaccion debe efectuarse a través de elementos rigi-
dos. Una masa rigida confiere su velocidad a otra impedancia vinculada a ella.

2.1.11. Ejemplos
Veamos primeramente algunas combinaciones de dos componentes. En la figura 7

se muestra una masa m apoyada sobre una superficie lubricada con friccién viscosa v
sobre la que actia una fuerza f. Dado que las velocidades de la masa y de la viscosidad

Figura 7. Una masa sobre una superficie lubricada y su modelo cir-
cuital equivalente.

son iguales, el circuito correspondiente es en serie. La fuerza que la masa ejerce sobre la
superficie es menor que la aplicada porque parte de ella se utiliza para acelerarla. Esta
fuerza, de valor vu, es aplicada a su vez por la friccion, en sentido opuesto, a la masa:

f—vu = mu
f = vu+ mu. (51)
Transformando,
F(s) = (v + ms) U(s). (52)

Para sefiales senoidales puede aplicarse el concepto de fasor y, entonces,
F = (v + jom)U (53)
Como segundo ejemplo, consideremos la misma disposicion, pero en la que se

aplica una fuerza a la friccion. Esta situacion se daria en el caso de aplicar la fuerza a la
superficie de masa despreciable en lugar de aplicarla a la masa (figura 8). En este caso

u
m +
A% e e ul
~—_ f m Y
f— TR
e

Figura 8. Una masa sobre una superficie lubricada, impulsada desde
esta ultima, y su modelo circuital equivalente.
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la fuerza aplicada a la superficie se transmite directamente a la masa, por lo que ambas
estan sometidas a la misma fuerza. En consecuencia, en el modelo circuital estaran co-
nectadas en paralelo.

Obsérvese que si bien la superficie estara animada por una velocidad u, la veloci-
dad que experimenta el lubricante es, en realidad, la diferencia entre las velocidades de
la superficie y la masa. Las ecuaciones de movimiento seran

f= vl - wu)
(54)
f = muy
Transformando y eliminando U,(s), resulta
Fs) = —“—Uls), (55)
vV + ms

que es la ecuacion de una conexion paralelo entre v y ms, corroborando lo expresado
anteriormente.

Consideremos ahora una masa m conectada a un apoyo fijo por medio de un re-
sorte de constante k, sobre la que actiia una fuerza f, como se muestra en la figura 9.

" 1k
m k N ﬁ”—qmp—|
F —{ f
_’
u -

.

Figura 9. Una masa sujeta a un apoyo fijo por medio de un resorte.

Dado que la masa y el extremo movil del resorte se mueven a la misma velocidad, el
circuito equivalente es una serie. La ecuacion de movimiento es

f@) - kju(t) dt = mu'(t), (56)
o bien, transformando y reacomodando,

F(s) = K + ms |U(s). (57)
s

Si en lugar de aplicar la fuerza a la masa se le aplica al resorte (por ejemplo, si el apoyo
en realidad estuviera vibrando), como se muestra en la figura 10, entonces el extremo
excitado del resorte se moverd a diferente velocidad que el extremo sujeto a la masa
pero, en cambio, la fuerza aplicada al resorte se transmitira totalmente a la masa.® Por

6 . .. , .
En efecto, si el resorte no transmitiera totalmente la fuerza, estaria sometido a una fuerza neta que, al

ser de masa nula, le imprimiria una aceleracion infinita.
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consiguiente, la magnitud comun a ambos elementos seré la fuerza, por lo que el cir-
cuito andlogo corresponderd a un paralelo. Las ecuaciones dindmicas son

1) = kj(u(r) () de

(58)
f@) = mu'(r)
Transformando y eliminando U (s), resulta
Fs) = ——UGs) = ——U(), (59)
— + ms — + s2
S m

que corresponde al paralelo de la masa y la compliancia.

k m
s —{_] /
—u’ —

23]

Figura 10. Una masa sujeta a un resorte, accionada desde el resorte.

Consideremos ahora el ejemplo de la figura 11, similar al del ejemplo anterior con
el agregado de una friccion v entre la masa y una superficie fija. En este caso la masa y
la friccidn estdn animadas por la misma velocidad u;, por lo que sus equivalentes cir-
cuitales estaran en serie. Esta serie, vista como una impedancia, estara sometida a la
misma fuerza que el resorte, por lo que estard en paralelo con aquél. Las ecuaciones
dinamicas se escriben en forma similar a los casos anteriores, y nuevamente se puede
corroborar la concordancia con las ecuaciones correspondientes al modelo eléctrico.

k m
S———1000—_F> w 1k
7 Wf\\)

Figura 11. Una masa sujeta a un apoyo fijo por medio de un resorte,
accionada desde el resorte.

Si en lugar de impulsar el extremo libre del resorte se sujeta éste a un apoyo fijo y
se impulsa la masa (figura 12), entonces todos los componentes se moveran a la misma
velocidad y el circuito equivalente serd una serie.

El ejemplo siguiente, ilustrado en la figura 13, incorpora una segunda masa al ca-
so de la figura 11. En este ejemplo la masa agregada (m;) se mueve a la misma veloci-
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dad que el extremo del resorte, por lo que su equivalente circuital estard en serie con el
conjunto del ejemplo original. Vemos que so6lo parte de la fuerza total aplicada se utiliza
para acelerar a la masa m;, ya que el resto es utilizado para deformar el resorte.

JII—

W;\V L

) oy W
Uy =
f S

Figura 12. Una masa con friccion sujeta a un apoyo fijo por medio de
un resorte.

m k my
S— T
_> _>

u U

Figura 13. Dos masas sujetas a un resorte, accionada desde una de
ellas, y su modelo circuital equivalente.

Consideremos ahora una combinacion de elementos de mayor complejidad, como
la indicada en la figura 14. Aqui la velocidad de la masa m3 es compartida por cada uno
de los grupos de masa y resorte ky - m; y ky - my, por lo que estaran en serie. Cada uno de
esos dos grupos, no obstante, estard en paralelo dado que la fuerza que comprime al
resorte respectivo es la misma que se aplica a la correspondiente masa.

ms k1 mi
TN > w — 1k

f—b —» U3 k2 ny
— 1/ky

Figura 14. Tres masas vinculadas y accionadas desde una de ellas, y
el modelo circuital equivalente.

Por ultimo, consideremos un caso similar al de la figura 14, con un acoplamiento
a friccion, v, entre las masas m,; y m,, como se muestra en la figura 15. La friccion hace
que la fuerza total aplicada sobre las masas m; y m, no coincida con la de los respecti-
vos resortes, por lo cual los resortes y las masas no estaran ya en paralelo. Evidente-
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mente, la velocidad que experimenta la capa lubricante entre ambas masas es la diferen-
cia de velocidades de las masas, por lo que en el modelo circuital la resistencia corres-
pondiente estard en derivacion. La velocidad de la capa lubricante también sera igual a
la diferencia de velocidades de los resortes, por lo que dicha resistencia se comunicara
con el nudo de unidn entre los equivalentes circuitales de los resortes. El resultado tam-
bién se muestra en la figura 15.

A modo de verificacion es util considerar la situacion limite en la que la friccion
tiende a 0, ya que en ese caso deberiamos obtener el circuito de la figura 14. Podemos
ver que, en efecto, sucede asi.

us
— 000 —>———
ms ki ny +
f—» —»us v
isr—] b /
ks
" 1/k,
1

Figura 15. Tres masas vinculadas y accionadas desde una de ellas con
el agregado de un vinculo resistivo entre dos de ellas.

2.2. Circuitos acusticos

Un sistema acustico esta formado, en general, por una interconexion de conductos
y cavidades de diversos tamafios y formas y por elementos porosos o celulares.” La idea
de reemplazar estos elementos simples por componentes equivalentes utilizables en un
circuito se enfrenta con la dificultad de que a causa del comportamiento ondulatorio del
sonido el campo acustico no es uniforme. Ello implica que un componente no puede
estar caracterizado por dos Unicas variables como lo son la tension y la corriente en el
caso eléctrico o la fuerza y la velocidad en el caso mecénico. Cuando las dimensiones
fisicas de estos componentes son mucho menores que la longitud de onda, sin embargo,
es posible hacer una aproximacion similar a la que se efectiia habitualmente en los cir-
cuitos eléctricos que permite realizar un tratamiento con pardmetros concentrados. ®

En el caso acustico convendra seleccionar como una de las variables fundamenta-
les la presion, p. Para satisfacer el criterio de que el producto de las dos variables elegi-
das sea una potencia, la otra variable debe ser un caudal,’ simbolizado g.

Igual que en el caso mecanico, es posible adoptar dos analogias: la analogia tipo
movilidad acustica y la analogia tipo impedancia acustica. Consideraremos Unicamente
esta ultima, segun la cual

7 Si admitimos la propagaciéon de ondas acusticas a través de materiales solidos, podemos incorporar

también las laminas o placas aislantes, aunque otra posibilidad es considerar éstas como componentes
mecanicos con una interfaz con el medio acustico gaseoso.

De hecho, los mismas reparos caben para el caso eléctrico (y para el mecanico si consideramos la
elasticidad). Es solo debido a que las longitudes de onda habituales son muy grandes que en general ni
siquiera se toma conciencia del problema, salvo a frecuencias superiores al GHz.

En muchos libros se llama al caudal velocidad de volumen. No parece haber razén para resignar la
palabra “caudal”, bien establecida en castellano y de significado inequivoco en la fluodindmica.
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V < P
(60)
I < 0

En el caso acustico existe acuerdo unanime en utilizar esta analogia, ya que el
caudal es un flujo de materia al igual que la corriente lo es de carga, en tanto que la pre-
sion puede facilmente asimilarse a la tension, ya que es posible hablar de caidas de pre-
sion.

Consideraremos, en las secciones que siguen, cada uno de los elementos basicos
de un sistema acustico concentrado, estudiando las relaciones entre el caudal y la pre-
sion en cada uno de ellos y las correspondientes analogias circuitales.

2.2.1. Masa acustica o inertancia

Una masa acustica, o inertancia, es una pequefia masa de aire capaz de desplazar-
se sin compresion apreciable. El caso mas tipico lo constituye el aire dentro de un pe-
quefio tubo cuyas dimensiones transversales y longitudinales son mucho menores que la
longitud de onda (figura 16). Si la longitud / del tubo es menor que A/36, la presion so-
nora dentro del tubo es constante con un error menor del 1%. Para una frecuencia de
1 kHz esto corresponde a un tubo de 1 cm de largo. Admitiendo un error del 5%, la lon-
gitud admisible se duplica.

f— (Ja m — u SO0 —

/ p

Figura 16. A la izquierda, una masa acustica. En linea de puntos se ha
remarcado que la masa de aire se desplaza en bloque. A la derecha, su
equivalente circuital

Dado que la masa, que denotaremos con m, se desplaza en bloque (es decir, con la
misma velocidad en todos sus puntos), podemos aplicarle globalmente la segunda ley de
Newton:

fiH) = ma(r). (61)

En nuestro caso la fuerza es la presion existente en el extremo del tubo'® multiplicada
por el area A de la seccion transversal del tubo, y la aceleracion es la derivada de la ve-
locidad u:

p(OA = mu'(2). (62)

Dado que buscamos una relacion entre la presion y el caudal, podemos hacer aparecer
este ultimo multiplicando la velocidad por la seccion del tubo:

p(HA* = mu (A = mq () (63)

10 . ., . ., . . . .
Si la presion en el extremo libre no es 0, entonces la presion se sustituye por la diferencia de presio-
nes.
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Por ultimo,

m
Py = g, (64)
A
El valor
m
M, = Y (65)
A

es la masa acustica o inertancia. Reemplazando en (64) resulta

pt) = Miq'() (66)
y, aplicando la transformada de Laplace,
P(s) = Mas O(s). (67)
Esta expresion es analoga a
V() = LsI(s), (68)

correspondiente a los circuitos eléctricos, por lo que la inertancia se comporta en forma
andloga a la inductancia.

En la expresion de la inertancia de la ecuacidon (65) aparece la masa m del gas
contenido en el tubo. En primera aproximacion dicha masa puede calcularse como

m = poAl. (69)

Un calculo mas preciso debe tener en cuenta una correccion por extremo por la cual la
longitud efectiva es algo mayor que la longitud real (Beranek, 1961; Kinsler, 1995).
Esta correccion depende de si el extremo del tubo esté libre o aflora al ras de una super-
ficie plana grande con respecto a la longitud de onda (denominada habitualmente pesta-
ria). En el primer caso (terminacién sin pestaia) la longitud efectiva es:

' = [+ n0,613a,

donde a es el radio del tubo y 7 es la cantidad de extremos libres (1 6 2). Con esta ex-
presion, la inertancia adopta la forma

v - P, +n0613 a).

a
TC(12

(70)

En el segundo caso (terminacion con pestaiia) la longitud efectiva correspondiente es

' = l+nia =/ +n0849a,
3r

conduciendo a una inertancia dada por''
v - P, +1n0849 a)

(71)
¢ na2

""" En caso de que el tubo tenga una terminacion libre y la otra con pestafia se utilizaria una correccion
combinada igual a (0,613 + 0,849)a.
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La relacion entre la presion y el caudal de la ecuacion (67) puede expresarse en el
formalismo fasorial para el caso de sefiales senoidales. Si la frecuencia angular es ®,
tendremos

P o= joM, O (72)

2.2.2. Compliancia acustica

Una compliancia acustica es una pequeia masa de aire capaz de comprimirse o
expandirse sin desplazamiento apreciable. Un caso tipico es el aire dentro de un peque-
fo tubo cerrado en un extremo. Otro, el aire en una cavidad con un pequefio orificio
(figura 17). En cualquier caso las dimensiones de la cavidad deben ser mucho menores
que la longitud de onda a los efectos de garantizar que la presiéon aumenta uniforme-
mente en todo el volumen de gas. Igual que en el caso de la masa acustica, bastara que
la dimension maxima de la cavidad sea menor que A/36 para un error del 1%.

A

C,
4 q
pA—2 e L
+ J—
p

Figura 17. A la izquierda, una compliancia acustica. El caudal que in-
gresa se utiliza exclusivamente para comprimir el aire encerrado, no
para ocasionar un movimiento neto. A la derecha, equivalencia cir-
cuital correspondiente a una compliancia acustica.

El comportamiento dinamico de la compliancia responde a la ley de compresion
adiabatica,
AP AV
= - _y= 73
- Y5, (73)

En nuestro caso, AP es la presion sonora p, P es la presion de equilibrio, es decir, la
presion atmosférica P,, V es el volumen de la cavidad y AV es el opuesto del volumen
ingresado debido al caudal ¢g. En efecto, dado que el volumen total de la cavidad se
mantiene constantemente igual a V" (dado que las paredes de la cavidad son rigidas), el
volumen inicial de gas se ha reducido debido al ingreso de caudal externo. El volumen
ingresado es, simplemente, la integral del caudal. Sustituyendo estos valores en (73) se
obtiene

p®) _ ¥
P VJ.q(t) dt . (74)

Multiplicando por P,, y teniendo en cuenta que YP, = poc’, donde p, es la densidad del
gas y ¢, la velocidad del sonido, resulta

2

_ poc?
o = 2t jq(r)dr. (75)
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Esta ecuacion es andloga a la ecuacion de un capacitor eléctrico:

v(t) = %ji(t) dr. (76)
El valor
c, = v 5 (77)
Poc

es la compliancia acustica de la cavidad. Sustituyendo en (75), resulta
1
0 = o [awar. (78)
C(,Z
Aplicando la transformacion de Laplace,

P(s) = éQ(S). (79)

que corresponde a

1
Vis) = a](s). (80)

En términos de fasores, para el caso de sefiales senoidales, podemos reescribir la
ecuacion 79 como

p o= 0. (81)

2.2.3. Resistencia acustica

La resistencia acustica es el resultado de la presencia de una friccion viscosa in-
terpuesta en el recorrido de la onda sonora. Ejemplos tipicos son una constriccion o an-
gostamiento de un conducto, o una malla de trama fina o material poroso como la lana
de vidrio, la lana mineral, las espumas poliuretanicas o el metal sinterizado (figura 18).

La resistencia acustica responde a la siguiente ecuacion

p() = pi® — pt) = Raq(d) (82)
0, en version transformada,
P(s) = Ry 0O(s). (83)

En el caso de un tubo de didmetro muy pequefio (capilar) con respecto a la longitud de
onda, puede obtenerse la resistencia acustica por medio de la ley de Poiseuille, que pro-
porciona el caudal obtenido cuando un fluido con coeficiente de viscosidad M circula
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por un conducto entre cuyos extremos hay una diferencia de presion.'? El valor de la
resistencia acustica obtenida es (Sears, 1975)

r, = S

a
na4

(84)

El valor del coeficiente de viscosidad para el aire a 20 °C y 1013,25 hPa es de
1,86:107° N-s/m”.

NOTA: En realidad la resistencia acustica de un tubo estd acompaiiada por la masa
acustica del aire encerrado en ¢€l, por lo cual en la practica serd preciso constatar si ésta
puede despreciarse o no.

q
P 4 P2
I q R
S ANA—
_l_ —_
P
12 % P2

Figura 18. A la izquierda, dos ejemplos de resistencias acusticas. A la
derecha, equivalencia circuital.

Si el tubo no es muy estrecho, la friccion tiene importancia solamente en la deno-
minada capa limite, es decir, una delgada pelicula alrededor de la superficie interior del
tubo. Fuera de la capa limite la onda es casi plana y por lo tanto no hay movimiento
relativo entre capas deslizantes. El espesor 0 de la capa limite, que depende de la fre-
cuencia, puede calcularse mediante la expresion (Ingard, 1953)

§ = /pim. (85)

Por ejemplo, para 100 Hz la capa limite tiene un espesor de 0,16 mm. Para 1 kHz dicho
espesor se reduce a 0,05 mm.
Si el radio a del tubo es mucho mayor que , entonces la resistencia acustica se

calcula como (Ingard, 1953)
A2 ™
R, = YEWP®h ), (86)

a
211:a3

donde 7 es la cantidad de extremos libres (n =1 6 2).

12 El coeficiente de viscosidad 1 se define a partir de la ecuacién

F = n4 dv/dy,

donde F es la fuerza cortante entre dos capas paralelas de fluido de area A en contacto (es decir, la
fuerza que tiende a deslizar una capa frente a la otra) y dv/dy es el gradiente de velocidad en direccion
perpendicular a las capas deslizantes.
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2.2.4. Impedancia acustica

Los componentes acusticos quedan caracterizados por su impedancia acustica, de-
finida como el cociente entre las transformadas de Laplace de la presion y el caudal.

P(s)

V4 .
a(8) 0(s)

(87)

En el caso en que las sefiales sean senoidales se puede trabajar fasorialmente, y entonces
puede considerarse la impedancia actstica compleja, definida como el cociente entre los
fasores de presion y de caudal:

Z, = —. (88)

Para los casos de una masa acustica, una compliancia aclstica y una resistencia acustica
se tiene, respectivamente,

Z/s) = M,s, (89)
1

Z,(s) = Cs (90)

ZAs) = R, 91)

Igual que en los casos eléctrico y mecanico, el concepto de impedancia puede ge-
neralizarse para cualquier combinacion de estos componentes, como veremos luego.

En muchos casos es de interés la impedancia acustica especifica, Z,., definida
como el cociente entre la presion Py la velocidad U (en lugar del caudal). Ello sucede
cuando interesan las propiedades locales del campo acustico. Para una onda plana atra-
vesando un area 4 podemos establecer la siguiente relacion entre la impedancia acustica
y la impedancia acustica especifica:

Lae = AZ,. (92)

Para las ondas planas propagandose en el aire o en un tubo de longitud infinita o con
terminacion anecoica' vale:

Zae = Poc. (93)

2.2.5. Generadores acusticos

En el caso de los sistemas acusticos, serd necesario contar con generadores capa-
ces de introducir sefial. Las dos formas esenciales seran el generador de presion y el
generador de caudal. Un generador ideal de presion sera un dispositivo que aplica una
presion independientemente del caudal absorbido por el elemento al que la aplica. Un

13 S . . . .
Una terminacion anecoica es aquélla en la que no existen reflexiones, lo cual puede lograrse con un

coeficiente de absorcion oo = 1 en el extremo del tubo.
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generador ideal de caudal, en cambio, imprime un caudal en forma independiente de la
presion que deba ejercer para ello. La simbologia utilizada corresponde a la de los gene-
radores de tension y corriente de los circuitos eléctricos (figura 19)

Un ejemplo de generador de presion es una pequefia cavidad en la que de alguna
manera se genera un campo acustico que no es alterado por la presencia de otras cavi-
dades o componentes de gran impedancia actustica. Un caso tipico es un calibrador
acustico. Los generadores de caudal son mas frecuentes y naturales, ya que se logran

J’_

p() q(?)

Figura 19. Simbologia para los generadores ideales de presion y caudal.

con cualquier superficie que vibre con velocidad esencialmente independiente de la car-
ga que representa la masa de aire en contacto con ella (es decir, la denominada impe-
dancia de radiacion). Algunos ejemplos son la superficie de un altavoz, un pistéfono y
un cristal piezoeléctrico.

2.2.6. Potencia acustica

Cuando una presion p actia sobre una porcion de gas que se mueve con un caudal
g, esta entregando una potencia

w = pgq. 94)

En efecto, si la seccion expuesta tiene area A, entonces la velocidad es g/4 y, por consi-
guiente, en un intervalo de tiempo Af el gas recorre una distancia (g/A)At. Por otra parte,
la fuerza actuante es pA, por lo cual el trabajo mecénico realizado por la fuerza es
pA(q/A)At. Este trabajo corresponde a la energia entregada. Dividiendo por el tiempo A¢
durante el que fue entregada, se obtiene la potencia.

Si el caudal y la presidon en régimen permanente son senoidales con un dngulo de
fase o,

q() = Qo sen o, (95)
p(t) = P,sen(of+ @), (96)

la potencia instantdnea estara dada por

P
w(t) = O,P, sen of sen(®f + Q) = % (cos @ — cos (2ut + @)). (97)
La potencia media vale
P
o= Ll cosg, (98)

o bien, en términos de los valores eficaces,
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W = Qe Percos @. (99)

Aplicando estas ecuaciones a las impedancias acusticas elementales resulta que en el
caso de la resistencia acustica, donde ¢ = 0, la potencia media es simplemente el pro-
ducto de la presion y el caudal eficaces mientras que en el caso de la masa y la com-
pliancia acusticas, donde ¢ = * 1/2, la potencia media es nula.

Igual que en los casos eléctrico y mecanico, una forma alternativa es plantear se-
nales complejas como

¢

q(t) = Qe (100)
p(t) = Pye’ @ (101)
Si definimos una potencia compleja o potencia vectorial como

w(®) = p(t) q (2). (102)

donde ¢ (7) es el conjugado complejo de ¢(7), se elimina la dependencia del tiempo. En
efecto, reemplazando (100) y (101) en (102), se tiene

w(t) = OuyPye’. (103)

La parte real coincide con la potencia media y se llama, alternativamente, potencia
acustica activa:

W = Re(p(t)q' (1) = QPercosq. (104)
La parte imaginaria es la potencia acustica reactiva:
W, = Im(p(t)q' () = QyPeseno. (105)

2.2.7. Transformador acustico

En los componentes anteriores el comportamiento se describia con un solo valor
de presion y uno solo de caudal. El transformador actstico, en cambio, requiere dos
pares presion-caudal, correspondientes a la puerta de entrada o primario y a la puerta
de salida o secundario. Un ejemplo es la bocina exponencial, como se muestra en la
figura 20. En ella el area de la seccion transversal crece segun la ley

Ax) = Age™'!, (106)

donde 4, es el area en la garganta (x = 0) y [ la distancia en la que el area crece e veces.

Supondremos que la boca de la bocina (x = L) estd conectada a una impedancia
acustica especifica Z,. y que las senales son senoidales complejas de frecuencia angular
. Entonces, si llamamos

2 2
0 = arctg (%ﬂ) -1 = arctg (21—@) -1, (107)
c

puede demostrarse que, para A < 4w/ la presion sonora y el caudal en una seccion ubica-
da a una distancia x de la garganta estan dadas por (Miyara, 2003a)
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4o
u —>E P2 > uy
0

L

Figura 20. Una bocina exponencial como transformador acustico.

L—x

o ——[7 _ _
plx,t) = P, e/®e 2l | 2% senlo — utge + Jjsen L xtge , (108)
PoC 21 21
P,A brx L zZ L
gle,t) = 2970 J0, 21 |genlg + XY iog | + j 29 senf " Y iop ||, (109)
PoC 21 PoC 21
En la boca de la bocina (x = L) se tiene
Jjot Zae
p(L,t) = P,e/7" —=sen0, (110)
Po€
q(L,t) = P, /™ LAOeL”sene; (111)
Poc
y en la garganta (x = 0),
z VA L L
p0,1) = P, e/P 2l | 2 qenl g — —tg0 | + jsen| —tgb ||, (112)
PoC 21 21
P, A L L VA L
g(0,1) = 070 /D20 Igenl 6 + —tgB | + j =9 sen| —tg6 ||. (113)
oC 21 PoC 21

Para encontrar las relaciones de transformacion, podemos expresar p(0, f) en términos
de p(L, ?) y q(0, ?) en términos de g(L, ?):

L
e2! L poc (L
0,t) = L,t 0 — —tgO |+ j 2 —tg0 ||, 114
p(0,7) P( )sene[sen( T ) ]Zae sen(ZZ g )] (114)
_L
2] 7 L
q(0,t) = q(L,1) sen(e + —tge) + jﬂsen(—tge) ) (115)
PoC 21



Consideremos el caso en que la boca se conecta a una impedancia acustica especi-
fica igual a la del aire, vale decir,

Zan = PoC. (116)

Este caso es de interés porque, segin veremos, en el rango de frecuencias en que se
suelen utilizar provechosamente las bocinas la radiacion equivale a una impedancia
acustica especifica igual a la del aire.

Para frecuencias suficientemente altas como para que 4m/>>A (es decir,
o >>2l/c), de (107) resulta 6 = ©/2, por lo que las ecuaciones anteriores se reducen a

— j tegh
p0,t) = p(Ltye?l e 28~ | (117)
_£ ]itge
q(0,t) = q(L,ye 2l e 2, (118)
J(L/21) tgd

La exponencial e tiene modulo unitario y representa el defasaje entre las varia-
bles en la garganta y las correspondientes a la boca de la bocina. De hecho, se cumple

. L L
J tgh Jj—o
e 2 = e ¢ | (119)

Dicho defasaje es lineal con la frecuencia, produciendo, por consiguiente, un retardo
independiente de la frecuencia (en el rango de interés) e igual al tiempo que demora el
sonido en recorrer la bocina desde la garganta hasta la boca. Dicho retardo puede igno-
rarse en la mayoria de los casos, con lo cual la bocina se puede considerar como un
transformador acustico. En la figura 21 se muestra el modelo circuital de la bocina.

L/21:1

e q>

5
=
3

e
c
9

q1 2 )2

L

Figura 21. Modelo circuital como transformador actistico de la bocina
exponencial cargada con una impedancia especifica igual a la del aire.

De las ecuaciones (117) y (118) se desprende que la presion en la garganta es ma-
yor que la presion en la boca y, en cambio, el caudal en la garganta es menor que en la
boca. Esto puede explicarse teniendo en cuenta que la impedancia acustica en la gar-
ganta es mucho mayor que en la boca. Estas impedancias pueden obtenerse dividiendo
la ecuacion (117) por la (118). Resulta:

pO.0) _ pLD) /1 _ Z el (120)

q(L,t) q(L,t)

al

es decir,
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Zy = poLc/l L — Po€ . (121)
A,e 4,

El valor e/’ es el cociente entre las areas de la boca y de la garganta, A;/A,. En otras
palabras, la impedancia acustica varia inversamente con el area de la seccion transver-
sal. Al igual que los transformadores eléctricos, la bocina se comporta como un adapta-
dor de impedancia acustica.

Para frecuencias no tan altas, aunque sin dejar de cumplirse que A < 4m/, la impe-
dancia acustica vista hacia el interior de la garganta es

sen(e — ZLIth) + jsen[itge)
z.. = Pof (122)

al )
A, L . L
sen| ® + —tegO® | + jsen| —tgO

La frecuencia para la que

A = 4nl, (123)
se denomina frecuencia de corte de la bocina, f., y vale

c

fo= 4o (124)

Por debajo de esta frecuencia resulta A > 47/. En este caso 0 se vuelve imaginario y la
bocina deja de comportarse satisfactoriamente.

Como ejemplo, para una bocina cuya garganta tiene 1 cm de radio, cuya boca tie-
ne 6 cm de diametro y cuyo largo es de 15 cm y que, por lo tanto, exhibe un valor de
[ = 4,19 cm, resulta una frecuencia de corte de 655 Hz. Este tipo de bocina pequeiia se
utiliza, habitualmente, por encima de 1,5 kHz.

Es de destacar que, en el rango util de frecuencias, las bocinas no pueden conside-
rarse como componentes circuitales con parametros concentrados, ya que la longitud de
onda puede ser bastante menor que las dimensiones de la bocina. Pero como s6lo inte-
resa lo que sucede en la garganta y en la boca, podemos utilizar el enfoque de caja ne-
gra y suponer, pasando por alto el retardo, que los parametros son concentrados en cada
extremo.

2.2.8. Relaciones de potencia para la bocina

Las ecuaciones (102), (104) y (105) pueden aplicarse al caso de una bocina. Lla-
mando
L—x

= to O 125
\ T (125)

Zwr = R+ jX (126)

la ecuacion (102) puede escribirse a partir de (108) y (109), como
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2
P 4
0—‘3’ LR+ 7 X)sen(6— ) + jpocseny] - 127
(Poc) (127)

[poc sen(9+\|1) - j(R—jX)senw]

w(t)

La potencia activa es la parte real de w(?):

Poon 11 | RPoc sen(0 — y)sen(8 +y) — R X sen(6 — y)seny +
w, = 00,

¢ (poc)3 + X Rsen(6—y)seny + pocRsenzw ’

o bien,

2
w, = Fo" AR et/ [sen(e —y)sen(0+y) + sen? w].

(Poc)’

Operando trigonométricamente se llega a

24,R
= 20 %ot Ll gen?g (128)

T o)

Dado que 6 no depende de x, resulta que la potencia activa entregada es constante. Este
resultado era de esperar, ya que el modelo de la bocina no contempla pérdidas. Para
frecuencias altas, 0 = /2 y, por consiguiente, sen 6 = 1, obteniéndose la maxima poten-
cia activa. Para la frecuencia de corte, 6 = 0, situacion en la que la potencia se anula.

La potencia reactiva es la parte imaginaria de w(¢), dada por

Poon /1| X Poc (sen(e —y)sen(0 + ) — sen? w) -
W, = ——Ze 5 . (129)
(Poc) - Xx? sen(® —y)seny + (p,c)” sen(0 + y)seny
Para el caso de una carga resistiva pura (X = 0),
P 4y 11
W, = 20 %" sen(@+ y)seny. (130)
Po€
Para alta frecuencia, donde 0 = /2, resulta
P24, 11 (L-x
W, = —2"2¢%""sen| ——tg0 |. (131)
2p,c [

o bien, utilizando (107) y despreciando 1 frente a 4m//A (valido para alta frecuencia),

2
P24 -
w, = Lo il fyn =) (132)
2p,C A

Esta potencia reactiva representa la energia acumulada dentro de la bocina en forma de
ondas estacionarias.

Cuando la frecuencia se aproxima a la frecuencia de corte (0 = 0), en cambio, re-
sulta que la potencia reactiva tiende a 0, al igual que la potencia activa, pero lo hace mas
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lentamente y por lo tanto llega a predominar. Utilizando las aproximaciones lineales
para el seno y la tangente de pequefios angulos, se verifica facilmente que

W 2
Wa _ 2R 1 o4 . 4R 1 o —o.2, (133)
W, poc L—x poc? L—x

lo cual significa que no sélo la potencia activa entregada a la garganta (x =0) es muy
pequeiia sino que, ademas, el proceso es muy ineficiente, ya que la mayor parte de la
potencia puesta en juego es reactiva, obligando a sobredimensionar la fuente.

2.2.9. Conexiones acusticas en “serie” y en “paralelo”

En el caso de los sistemas acusticos también podemos combinar componentes co-
nectandolos en serie y en paralelo. La conexidn en serie se logra cuando dos compo-
nentes son circulados por el mismo caudal, es decir, estan empalmados sin pérdidas o
fugas. Esta situacion es facil de comparar con el caso eléctrico, dado que el caudal, co-
mo flujo de materia, es asimilable a la corriente, como flujo de carga.

La conexion en paralelo, por su parte, corresponde al caso en que la presion es la
misma en ambos componentes. Dado que la presion, al igual que el potencial eléctrico,
es una propiedad local, para que dos componentes estén en paralelo, sus extremos co-
rrespondientes deben estar a la misma presion. Si s6lo en un extremo se cumple esto,
dicho extremo equivale a un nudo en un circuito eléctrico

2.2.10. Ejemplos

Consideremos primeramente el resonador de Helmholtz, ilustrado en la figura 22.
Consiste en una masa acustica formada por un pequeiio conducto o cuello de seccion 4
y longitud / que comunica con una compliancia acustica o cavidad caracterizada por un
volumen V. Dado que la masa actstica y la boca de la cavidad se mueven a igual

F e

Figura 22. Un resonador de Helmholtz, formado por una cavidad co-
nectada al exterior a través de un conducto, y su circuito equivalente.

velocidad y tienen la misma seccidn, el circuito equivalente esta en serie. Utilizando las
ecuaciones (71) y (77), la impedancia acustica es, despreciando la correccion de extre-
mo de la longitud,

_Pe) _ ol Pt (Is e
Z,(s) = o - 4 s+ o= = poc( + S]. (134)

Para excitaciones senoidales,
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P ) [ o c
Za = —= = JPoC (—c - —) (135)
Este circuito resonard a una frecuencia tal que la impedancia se anule, es decir

c | A
= — [—. 136
R (136)

Un andlisis mas detallado del resonador de Helmholtz debe contemplar la correccion
por extremo y la disipacion, particularmente en el cuello. Dado que la resistencia acusti-
ca esta sometida al mismo caudal que la masa acustica, también ésta estd en serie.

M, R o

Figura 23. Modelo del resonador de Helmholtz que contempla la di-
sipacion en el cuello.

El valor de la resistencia acustica depende de si las dimensiones transversales del cuello
son o no comparables con la capa limite (ver seccion 2.2.3). Para conductos capilares
corresponde aplicar la ecuacion (84). Para conductos de mayores dimensiones, en cam-
bio, la (85). Supondremos este ultimo caso. Si a es el radio del cuello,

Z,(jo) = jpoc —
¢ ° na’c Vo 2na’

( + 460w ¢ ) + @(z + 2a). (136)

Esta impedancia es minima para la frecuencia de resonancia, que corresponde aproxi-
madamente a la anulacion de la parte imaginaria:'*

ac
fo = . (137)
° 2nV (I + 1,46 a)
El valor de la resistencia en resonancia es
. npoc(l + 2a)?
Re (Z,(jo,)) = (138)

2320 V(I + 1,46 a)

Este resultado puede utilizarse para evaluar la cantidad de potencia disipada en el reso-
nador. Supongamos, por ejemplo, un resonador cuyo cuello tiene un radio de 0,5 cm y
una longitud de 3 cm y cuya cavidad es de 100 cm’. De la ecuacién (137) se obtiene una
frecuencia de resonancia de 251,95 Hz, y de (138) se obtiene una resistencia acustica en
resonancia de 13539 N-s/m°. Si la presion eficaz en la boca del resonador en la frecuen-

4" Obsérvese que la parte real depende de la frecuencia, lo cual desplaza el minimo ligeramente hacia las
bajas frecuencias.
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cia de resonancia es 1 Pa (correspondiente a un nivel de presion sonora de 94 dB) en-
tonces la potencia disipada es

2
P, 2
Wy = -4 = L _w - 7130uw.
Re(Z,) 13539

Es interesante comparar esta potencia con la que incidiria sobre un area igual a la de la
boca en caso de tener una onda plana de igual presion eficaz:

2
P 2
W, = -9 xa? = 1700052 W = 019uW.
PoC 414

Un calculo directo arrojaria un coeficiente de absorcioén sonora o equivalente de... 387!
Sabemos que este resultado no es fisicamente posible, ya que el resonador estaria absor-
biendo 387 veces mas potencia de la que recibe. En realidad la presencia del resonador
perturba el campo sonoro cercano de modo tal que la presion sonora en las proximida-
des de la boca se incrementa considerablemente por su propia accion. La potencia que
recibe es, por consiguiente, mucho mayor que la que recibiria en un campo sonoro plano
sin perturbar.

Como segundo ejemplo consideremos el dispositivo indicado en la figura 24, con-
sistente en dos cavidades interconectadas. El tubo de entrada es excitado por medio de
un piston rigido. Cada conducto estara caracterizado por una masa acustica (inertancia)
y una resistencia acustica debida a la friccion. Las cavidades seran compliancias acusti-
cas. El piston se comporta, debido a su rigidez, como una fuente de velocidad mecanica
y, cuando se multiplica su velocidad por la seccion del primer conducto (4,), como una
fuente de caudal. El conexionado se indica a la derecha de la figura 24.

V)

u)@\D Ay

I3 b

Figura 24. Un dispositivo acustico compuesto y su modelo circuital.

Los valores especificos de las resistencias acusticas dependen de si la disipacion
tiene lugar solo en la capa limite o en toda la seccion del tubo. Este ultimo caso tiene
lugar en el caso de conductos capilares. Si las longitudes de los conductos son compara-
bles a sus dimensiones transversales, serd necesario agregar la correccion de extremo.

2.2.11. Radiacioén acustica e impedancia de radiacion

Muchos componentes acusticos tienen partes vibratiles expuestas al aire libre. Los
mas notorios son los altavoces, los microfonos y los extremos abiertos de los conductos.
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La interaccion entre dichas partes y el aire tiene dos aspectos interesantes: la emision o
radiacion de energia acustica y la resistencia que opone el aire a la vibracion, asimilable
a una impedancia mecdanica (o acustica), conocida como impedancia de radiacion.

Figura 25. Una esfera pulsante como radiador actistico.

El radiador mas elemental es una esfera de radio a pulsante con velocidad radial
senoidal independiente de la presion (figura 25):"

ul(t) = U,e'™. (139)

Resulta ser, por lo tanto, una fuente de velocidad que, multiplicada por el area de la es-
fera, se puede interpretar como una fuente de caudal:

¢

go) = 0o’ = 4nd® U, ™. (140)

Se puede demostrar que la presion sonora a una distancia » del centro de la esfera
esta dada por (Miyara, 2003a)

0) a—r
a ];a ju{t + )
() = pocly = —C——e¢ ). (141)
"1+ j—a
c

en tanto que el caudal total que atraviesa una esfera de radio » es

1+ ]91’ ju{t + a—rJ
q(r,t) = 4ma’ U, —<—¢ <), (142)

1+j9a
c

Dividiendo la ecuacion (141) por la (142) se obtiene la impedancia acustica vista por la
onda a una distancia r del centro de la esfera. Resulta:

o
C
Z,(r) = p°2 < _. (143)
amrty 4 iy
C

Esta impedancia acustica es compleja, lo cual significa que la potencia radiada tiene una
componente activa y otra reactiva. Esta tltima es consecuencia de que cuando la esfera
se dilata la capa de aire en contacto con ella no s6lo se desplaza hacia afuera sino que
ademas se expande (pues su superficie aumenta), acumulando cierta cantidad de energia

15 . . . . . .
Como es habitual, trabajamos con exponenciales complejas para representar las funciones senoidales.
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potencial elastica que debe ser entregada por la fuente. Al retornar a su tamafio de equi-
librio dicha energia es devuelta a la fuente, de alli su caracter reactivo.

La impedancia actstica vista por la superficie de la fuente se denomina impedan-
cia acustica de radiacion, Z,, y corresponde al caso en que » = a en la ecuacion anterior:

.
poc ¢
Z, = u ¢ ) (144)
2 0
4na® | 4 j—a
C

Esta impedancia de radiacion representa la oposicion del aire libre al desplazamiento de
la superficie de la fuente. En la figura 26 se muestra el circuito equivalente, formado por
una masa acustica M, en paralelo con una resistencia acustica R,. Para baja frecuencia la
impedancia acustica es pequefia y casi puramente reactiva, mientras que para alta fre-
cuencia tiende a ser resistiva y equivalente a la que opondria el aire a una onda plana
sobre un area igual a la de la esfera pulsante.

Zar %

Figura 26. Impedancia actstica de radiacion de una esfera pulsante.

Las componentes de potencia activa y reactiva son también de interés y pueden
calcularse mediante las ecuaciones (104) y (105). Resulta:

2
()
—d
W, = 4ma’Us’poe——~>—, (145)
Q)
1 + (a)
C
()
a —da
W, = 4na’U,pjc-—FC— . (146)

2

,

1 + (ma)
c

La potencia activa es independiente de 7, ya que el modelo subyacente para la propaga-
cion de ondas que hemos adoptado es no disipativo y por lo tanto no hay pérdidas.'® La
potencia reactiva, en cambio, disminuye con la distancia, ya que a igual Ar la expansion
relativa es menor cuanto mayor sea el radio de curvatura.'’

De particular interés resulta el caso en que » = a, ya que permite determinar la
potencia reactiva vinculada a la radiacién y compararla con la potencia activa entregada
por la fuente:

16 . . ., , . . e
Si se tiene en cuenta la absorcion de energia sonora en el aire, la potencia actstica total de una onda
sonora se reducird exponencialmente con la distancia.

17 e . .
En el limite, cuando la onda es plana, desaparece la potencia reactiva.
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W
—da

W, = 4na’Upjc—C—o0 = W,—. (147)

(0) ]2 wa
1 +|—a
C

Vemos que para ® < c¢/a o, equivalentemente, A > 27a, la potencia reactiva supera a la
potencia activa. Si bien la potencia reactiva no representa pérdidas en si, ya que es ener-
gia intercambiada alternativamente entre la fuente y la carga (en este caso, el aire), en la
practica implica un sobredimensionamiento de la fuente con respecto a lo estrictamente
necesario para obtener de ella determinada potencia actstica activa. Ello hace que las
pérdidas asociadas a cualquier fuente aumenten, por lo cual la radiacién se vuelve inefi-
ciente.'"® En otras palabras, una fuente sonora pequefia en relacion con la longitud de
onda es un radiador ineficiente.

Independientemente de su ineficiencia desde el punto de vista practico, la fuente
esférica pequefia es un buen modelo para calcular el campo sonoro lejano (es decir, para
r>>)\) de cualquier fuente pequefia. En efecto, se puede demostrar que para cualquier
fuente pequefia con respecto a la longitud de onda (¢ << A) cuya superficie vibre toda en
fase el campo lejano depende solamente del caudal total O, en su superficie (Kinsler et
al., 1995), cantidad denominada poder de la fuente. De (141), si wa <<c,

J

o 1 - r)
pr,t) = jpoc %r%e“{ e (148)

Una fuente que satisface esta relacion se denomina fuente simple. La importancia de las
fuentes simples es que cualquier fuente extensa puede pensarse como superposicion de
fuentes simples. Esto permite calcular el campo sonoro lejano producido por dicha
fuente.

2.2.12. Ejemplos de combinaciones de fuentes simples

Las fuentes simples pueden combinarse para formar fuentes compuestas, siendo el
ejemplo mas sencillo el de dos fuentes simples de poder O, separadas por una distancia
d, como se muestra en la figura 27. Las presiones sonoras instantaneas provocadas en el
punto X por ambos emisores se suman. Ambas estaran dadas por expresiones del tipo de
la ecuacion (148), reemplazando » por 7, y r, respectivamente. Asi, por ejemplo,

Fi o= J(rcos8)® + (rsend — d/2)% . (150)
Si d << r entonces vale la siguiente aproximacion:

ry £ r - %sene. (151)

'S Esta situacion es enteramente andloga a la que tiene lugar en el caso de los circuitos eléctricos. Una
fuente de tension senoidal que entrega potencia a una carga fuertemente reactiva debe hacerlo me-
diante una corriente elevada, lo cual implica importantes pérdidas térmicas en la resistencia de los
conductores.
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Qo

Figura 27. Una fuente compuesta formada por dos fuentes simples
radiando en fase.

Anéalogamente,
rp = r + %sene. (152)
La presion total serd, entonces,
0, ® ej(o(t—rl/c) ej(o(t—rz/c)
p(r,t) = jpoc—-2— + ) (153)
4 c r1 )

Dado que d/2 <<r, el error de amplitud que se origina si 7| y 7, se aproximan por » en

los denominadores serd muy pequefio, no asi el error de fase si se usara la misma apro-
. ., . . 1 . .

ximacioén en los exponentes de las exponenciales complejas. ? Por consiguiente,

d d
. Jjo—sen® —jo—sen©
p(r,t) = jpoc“Q—Oge]m(t —r/e)f g e +e 2 ) (154)
¢
es decir
p(r,t) = jpocggcos w—dsene ookt = rle). (155)
2nr ¢ 2c

Esta expresion es similar a la de la ecuacion (148) salvo porque aparece una dependen-
cia del angulo 0 a través del factor 2 cos[(wd/2c¢) sen 0]. Esto da origen a un patrén di-
reccional de radiacion cuya forma depende de la relacion entre la separacion de las
fuentes y la longitud de onda (pues @w/2¢ = m/A). En la figura 28 se muestran los diagra-
mas correspondientes a varias separaciones.

Vemos que cuando la separacion es pequeia con respecto a la longitud de onda, la
radiacién es casi omnidireccional,”' mientras que para separaciones de varias longitudes
de onda la distribucion angular de la presion sonora tiene una estructura fuertemente
lobular.

El error consiste en la aparicion de una pequefia componente en cuadratura y un error de segundo
orden en el mddulo.

Los diagramas estan en dB, por lo que s6lo puede representarse una parte, por ejemplo hasta —25 dB.
Esto es coherente con el hecho de que la combinacion tiende a asimilarse a una fuente simple.
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Figura 28. Diagrama direccional de una fuente formada por dos
fuentes simples en fase, para diversas relaciones entre la separacion de

las fuentes y la longitud de onda emitida.
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Consideremos ahora el caso de un dipolo acustico, combinacién formada por dos
fuentes simples en contrafase (figura 29).

_Qo
Figura 29. Un dipolo acustico, formada por dos fuentes simples de
igual poder radiando en contrafase.

Utilizando las ecuaciones (151) y (152), la presion total serd, ahora,

0, © ej(o(t—rl/c) ej(o(t—rz/c)

p(r,t) = jpoc—— — . (156)
4 ¢ r )

Para d/2 <<r vale idéntica consideracion a la efectuada anteriormente, por lo cual po-
demos escribir,

jmi sen 0 —ju)g sen 6
p(r,t) = jpocé‘Q—OEejw(t -l 2 —e 2 ) (157)
¢
es decir
p(r,t) = —poc&gsen m—dsene ol = ric), (158)
21r ¢ 2c

Esta expresion difiere de la (155) en la eliminacion de la rotacion (representada
por la unidad imaginaria j) y en que la dependencia del angulo 0 es ahora a través del
factor 2 sen[(wd/2c) sen 0]. El patrén direccional se anula, en todos los casos, para 6 = 0
(esto es, en la direccion perpendicular al segmento que une ambas fuentes). En la figura
30 se muestran los diagramas polares correspondientes a varias separaciones. Cuando la
separacion es pequeia con respecto a la longitud de onda el diagrama direccional tiene
dos 16bulos muy pequefios (ver el caso en que d = 0,051). Para separaciones de varias
longitudes de onda la distribucidon angular de la presion sonora también presenta una
estructura fuertemente lobular.
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Figura 30. Diagrama direccional de un dipolo acustico, formado por
dos fuentes simples en contrafase, para diversas relaciones entre la se-
paracion de las fuentes y la longitud de onda emitida.
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2.2.13. Piston circular plano

Un elemento de extraordinaria importancia en la electroacustica es un piston cir-
cular que vibra en direccion normal al plano que lo contiene. Existen tres configuracio-
nes de interés conceptual o practico: 1) Montado en una pared plana infinita (en la prac-
tica, de dimensiones mucho mayores que la longitud de onda); 2) Colocado en el
extremo de un tubo largo; 3) Con ambas caras expuestas al aire libre.

En el primer caso la pared constituye un medio para separar las ondas radiadas a
ambos lados del piston. Es representativo de un altavoz montado en un gabinete o bafle
cerrado. El segundo caso corresponde a la radiacion desde el extremo de un tubo no
capilar dentro del cual se propagan ondas planas‘22 El tercer caso corresponde a un par-
lante sin bafle. El analisis detallado de estos casos de radiacion es matematicamente
dificultoso, por lo cual daremos solo los resultados.

Consideremos primero un piston de radio a que se mueve con velocidad lineal
Use’™ sobre una pared plana infinita (figura 31). La presion sonora en un punto X

Figura 31.Un piston circular rigido sobre una pared plana infinita.

ubicado a una distancia » >> A (campo sonoro lejano) y sobre un angulo 6 del eje del
piston es (Morse, 1981)

2J1(0)a sen 9)
QO C ej(,l)(t - I"/C), (159)

r,0,t) = iPoC —
p( ) J 0 2 r c 0
——sen 0

c

donde Q, es el poder del piston, dado por
0, = Ugma®, (160)

y J1(x) es la funcion de Bessel de primera especie de orden 1, dada por la serie de po-
tencias (Abramowitz, Stegun, 1972)

(_ 1)"x2n+1

A1 = 2522””;1!(%1)! (e

22 . . L, . L, .
En un tubo no capilar, las ondas son aproximadamente planas excepto en la capa limite proxima a la
superficie interior.

38



En la figura 32 se muestran las graficas de las funciones Ji(x) y 2Ji(x)/x. Esta 1l-
tima, que interviene en la expresion de p(r, 0, ¢), tiene un comportamiento similar a un
coseno muy atenuado para valores altos de x, por lo que el patron direccional tendra una
similitud con el de dos fuentes simples, pero con los I6bulos laterales muy atenuados en
alta frecuencia. Dado que 2J,(x)/x — 1 para x — 0, para 0 =0° la presion es el doble
(6 dB mayor) de la de una fuente simple de igual poder, como puede constatarse compa-
rando con la ecuacion (148). Lo mismo sucede en baja frecuencia (es decir cuando el
tamafio del piston es pequefio comparado con la longitud de onda) para cualquier angulo
0, y por consiguiente la radiacion es casi omnidireccional en el hemisferio expuesto.
Asi, para a <A/4 (el didmetro es menor que media longitud de onda) la caida hacia los
costados (0 = 90°) es menor de 3 dB. En la figura 33 se muestran los diagramas polares
para varias relaciones entre el radio del piston y la longitud de onda.

1 \2/i(x)/ x

i Ji(x)

Figura 32.Funcion de Bessel de primera especie de orden 1, Ji(x).
También se muestra la funcion 2J;(x)/x, que interviene en la directivi-
dad de un pistén plano sobre una pared infinita.

La impedancia acustica de radiacion que se opone al movimiento del piston puede
evaluarse mediante la siguiente férmula (Pierce, 1991):

2J{20)a] 2H{20)a]
1 1

162
20)a 20)a (162)

C c

donde J;(x) es la funcion de Bessel de primera especie de orden 1, ya descripta, y H;(x)
es la funcién de Struve de orden 1, dada por (Abramowitz, Stegun, 1972)

_ < n+l 22”(”') 2n
H (x) = 2( eGSR (163)
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En la figura 34 se muestran las graficas de las partes real e imaginaria de la impe-
dancia acustica de radiacién normalizada en amplitud y en frecuencia. Para valores de x
del orden de 10 o mayor la convergencia de la serie (163) es muy lenta y tiende a des-
bordar la aritmética del software de célculo, por lo que es preferible la siguiente apro-
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Figura 33. Diagrama direccional de un piston circular rigido de radio
a que vibra al ras de una pared plana infinita, para diversas relaciones
entre el radio y la longitud de onda emitida. La respuesta se ha nor-
malizado de manera que su maximo sea 0 dB para 6 = 0°. Dicho ma-
ximo es 6 dB mayor que el correspondiente a una fuente simple de

igual poder.

ximacion asintotica;

H, (x)
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Figura 34. Partes real e imaginaria de la impedancia actstica de ra-
diacion normalizada de un piston circular rigido en un bafle plano in-
finito. Las lineas de trazo representan las aproximaciones asintoticas
para baja frecuencia y alta frecuencia respectivamente.

Si podemos prescindir de las fluctuaciones del seno atenuado por la raiz cuadrada de
2/mx, se puede obtener una aproximacion todavia mas simple:
H(x) = 2/=, x>>1. (165)

Asimismo, para x << 1 es posible aproximar la serie por su término de menor grado, es
decir el cuadratico:

H,(x) = 22y (166)
3n
También la funcion de Bessel admite aproximaciones asintoticas. Asi, para valores altos
de x,
Ji(x) = 1/3 cos(x - 3_75} x>>1. (167)
X 4
y para valores bajos,
Ji(x) = X - b x<<1 (168)
R T '

En este caso debieron tomarse dos términos ya que en el calculo de 1 — 2J;(x)/x, como
se comprueba facilmente, el primero quedara cancelado.
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Con las aproximaciones precedentes, podemos simplificar el calculo de impedan-
cia acustica de radiacion. Para baja frecuencia, resulta, reemplazando (168) y (166) en
(162), con x = 2wa/c:

Z, = + 22| o<<cla. (169)

Andlogamente, de (164) y (162), despreciando términos superiores,

Z, = M(1 + jﬁ), ®>> c/2a. (170)

Ta 2 Taw

Resultard interesante poder reemplazar la impedancia de radiacion por un modelo cir-
cuital con componentes resistivos y reactivos (masa acustica y compliancia acustica)
que en baja y alta frecuencia se aproxime asintdticamente a los valores de impedancia
obtenidos en (169) y (170).

Un circuito de tal naturaleza es el que se muestra en la figura 35, constituido por
una compliancia, una masa y dos resistencias acusticas (Beranek, 1961). La impedancia,
obtenida por analisis circuital directo, es

Malj(’) (Ral + Ra2 + RalRa2Ca1j(D)
. .\
Ra1+Ra2 + (Mal + RalRaZCal)]O) + MalRalCal(J(’))

Z(jw) =

(171)

Ru< ——C,

: 2,

Figura 35. Circuito asintoticamente equivalente en alta frecuencia y
en baja frecuencia a la impedancia acustica de radiacion de un piston
rigido sobre un bafle plano infinito (Beranek, 1961).

Podemos abreviar la notacion observando que Z es de la forma

: . \2
7 jod + (jo) B . (172)
D + joE + (jo)'F

donde
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A = MuyRa + Rp)

B = M,CuRuRap

)

= R, + Ry (173)
E = Mal + RalRaZCal
F = MalcalRal

Podemos ahora aproximar (172) y, por lo tanto, (171), asintdticamente para alta y baja
frecuencia. Para ello, conservaremos en cada caso solo los dos términos mas significati-
vos en el numerador y el denominador. Asi, en baja frecuencia, el término constante
prevalecera frente al cuadratico, y en alta frecuencia, sera el término independiente el
que se pueda despreciar. Resulta, para @ — 0,

. . \2
7 = Jo4 + (ofB (174)
D + joE

Multiplicando arriba y abajo por el conjugado del denominador, operando y conservan-
do los términos mas significativos, se obtiene

A AE - BD ,
+ —®.

Z = jo— 175
Jo5 7 (175)
Anélogamente, para @ — oo,
. . \2
, _ Jod + ( )ZB, (176)
JOE + (Jo)°F
Operando como en el caso anterior, resulta
BE — AF j
z =B [ BE- AR (177)
F F2 ®
Comparando (169) con (175) y (170) con (177) se obtiene, finalmente,
8
My = -l (178a)
3n“a
Ry = P2 (178b)
Ta
Ry = p°§ —122 - 11, (178¢)
ma” \ O
3
C,q = a . (178d)



En alta frecuencia la impedancia de radiacién se aproxima muy bien por
R =poc/ na’, es decir, la impedancia acustica de un 4rea ma” (igual a la del piston) de
un radiador plano. En baja frecuencia (longitud de onda mucho mayor que el radio) se
aproxima a la masa acustica de un cilindro de aire de base igual al piston y longitud
8a/3m = 0,849 a.”

Consideremos ahora un piston circular plano en el extremo de un tubo semiinfi-
nito, como se muestra en la figura 36. El caso es similar al de un tubo de radio pequeiio
comparado con la longitud de onda con el extremo abierto. Si bien no daremos las for-
mulas correspondientes para el calculo del patron direccional (ver Levin et al., 1948),
las mismas han sido aplicadas por Beranek para algunas relaciones entre el radio y la
longitud de onda (Beranek, 1961). En la figura 36 se dan algunos ejemplos.

Figura 36.Un piston circular rigido en el extremo de un tubo semiin-
finito.

Como se puede apreciar, a diferencia del caso anterior, es posible la radiacion ha-
cia atras (0 > m/2).

Las partes real e imaginaria de la impedancia acustica de radiacién se muestran en
la figura 38. Esta impedancia puede modelizarse con un circuito similar al de la figura
35 con los parametros siguientes:

M, = 0,1952970, (179a)

R, = po;:’ (179b)
Ta

Ry = 0504202 (179¢)
ma
a3

Ca = 31— (179d)
Poc

Igual que en el caso anterior, en alta frecuencia la impedancia de radiacion se
aproxima a R, = poc/ na’, es decir, la impedancia acustica de un 4rea ma’ de un

# Observar que esta longitud equivale a la correccion por extremo de la masa acustica del aire en un
tubo con pestaia (ecuacion (71)).
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Figura 37. Diagrama direccional de un piston circular rigido de radio a
que vibra en el extremo de un tubo rigido semiinfinito, para diversas rela-
ciones entre el radio y la longitud de onda emitida (Beranek, 1961).

radiador plano. En baja frecuencia, equivale a la masa acustica de un cilindro de aire de
base igual a la del piston y longitud igual a 0,1952 1ta = 0,613 a.**

3. Principios de la transduccién electroacustica

Los fendémenos de transduccion electroactustica pueden analizarse en general des-
componiéndolos en dos fases de transduccion: electromecénica y mecanoacustica. La
transduccion electromecanica puede aprovechar diversos principios fisicos como las
interacciones electromagnéticas, electrostaticas y piezoeléctricas. Salvo por las pérdidas
causadas por los eventuales componentes disipativos, cada uno de estos fendémenos es

' Esta longitud equivale a la correccion por extremo de la masa acustica del aire en un tubo sin pestafia
(ecuacion (70)).
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Figura 38. Partes real e imaginaria de la impedancia actstica de ra-
diacion normalizada de un piston circular rigido en el extremo de un
tubo sin pestafia. Las lineas de trazo representan las aproximaciones
asintoticas para baja frecuencia y alta frecuencia respectivamente (Be-
ranek, 1961).

reversible, lo cual significa que es posible transformar energia mecéanica en eléctrica o
viceversa. La primacia de uno u otro sentido de transduccidén en cada caso concreto
obedece mas a razones constructivas que conceptuales y, de hecho, ciertos transductores
pueden cumplir ambas funciones.”” El analisis de los transductores requiere en general
plantear un sistema de dos ecuaciones con dos variables pertenecientes a un dominio
(por ejemplo eléctrico) y otras dos pertenecientes al otro (por ejemplo, mecanico).

3.1. Transduccioén electromagnetomecanica

La mayoria de los altavoces y muchos micréfonos basan su funcionamiento en las inte-
racciones electromagnetomecanicas que tienen lugar en un conductor en movimiento
por el que circula una corriente eléctrica en presencia de un campo magnético (figura
39). Supongamos que el conductor tiene longitud / y es perpendicular a un campo mag-
nético de induccién B, y que por ¢l circula una corriente i. Entonces aparecera sobre ¢l
una fuerza perpendicular al campo y al conductor dada por

f = Bli. (179)

Si ademas el conductor se desplaza con velocidad u perpendicular al campo magnético
y a su propia direccion, se creard entre sus extremos una fuerza electromotriz e de valor

e = Blu. (180)

» Un ejemplo de ello es el pequefio altavoz utilizado en muchos porteros eléctricos, que también es
aprovechado como microfono.

46



[ e
B __— B
| = 1=
———_ —
oc— T f _ o —~,
(a) (b)

Figura 39. (a) Fuerza f generada sobre un conductor de longitud / in-
merso en un campo magnético B por el que circula una corriente eléc-
trica i. (b) Fuerza electromotriz e inducida en el conductor cuando se
mueve con una velocidad u.

Las ecuaciones (179) y (180) vinculan variables eléctricas (i, e) con variables me-
canicas (u, f), y lo hacen de modo tal que se conserva la potencia. En efecto, si la ten-
sion aplicada al conductor es v y por €l circula una corriente 7, la potencia eléctrica en-
tregada sera

W, = vi.

Por la segunda ley de Kirchhoff la fuerza electromotriz inducida debera igualar a la ten-
sion aplicada, de modo que

W, = ei = Blu=— = fu = W,. (181)

Vemos que la potencia eléctrica coincide con la potencia mecanica que la fuerza gene-
rada desarrolla sobre la carga mecénica al obligarla a moverse con velocidad u.%°

Con la analogia de movilidad (velocidad equivalente a tension y fuerza equiva-
lente a corriente), las relaciones (179) y (180) corresponden a un transformador, mien-
tras que con la analogia de impedancia corresponden a un girador (figura 40).

i Bl:1 i Bl:1 u

v 1 y D ( I

Figura 40. Modelos de un transductor de bobina movil. A la izquier-
da, utilizando la analogia de movilidad. A la derecha, mediante la
analogia de impedancia.

26 PP . . . . . .
En este analisis se supuso que el conductor es ideal, es decir que su resistencia y su inductancia son
nulas. En el caso real, una parte de la potencia eléctrica se disipara en la parte resistiva y otra sera en-
tregada en forma de potencia reactiva modificando el campo magnético total.
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Cuando un agente o generador eléctrico externo impone la circulacion de una co-
rriente por el primario, en el secundario aparecerd una fuerza capaz de mover una carga
mecanica. En ese caso estaremos en presencia de un transductor electromecdanico, como
un motor o un altavoz. Cuando, contrariamente un agente externo imprima un movi-
miento (velocidad), se generara una fuerza electromotriz capaz de excitar una carga
eléctrica. Es el caso del transductor mecanoeléctrico, como una dinamo o un micréfono.

3.2. Transduccion electrostatica
Algunos altavoces y gran cantidad de micréfonos se basan en las interacciones

electrostatico-mecanicas que se presentan en un condensador una de cuyas placas es
movil. Consideremos un condensador con dieléctrico de aire, como el de la figura 41,

VO +v _Qo +Q0

0 Xo Xot x

Figura 41. La placa inicialmente ubicada en X, se desplaza hasta una
nueva posicion X, + x.

cuyas placas han sido provistas de una carga = Q, por medio de una tension V,. Se debe
cumplir

CoVo = O (182)

donde C, es la capacidad en equilibrio, dada por

C, = e, (183)

siendo 4 el area de las placas, X,, la separacion entre ellas en equilibrio y &,, la cons-
tante dieléctrica del aire. Si ahora una de las placas se desplaza una distancia x, la capa-
cidad pasara a valer

C = gg—1 (184)

Suponiendo que la carga se mantiene constante,”’ la tension sera

27 - . . . ,qe . .
Si bien esto no es rigurosamente cierto, podremos suponerlo aproximadamente valido si la corriente es

pequeiia. Mas adelante tendremos en cuenta la variacion debida a la corriente.
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o

V, + v = X. + x 185
° soA( 0 * ) (185)
De (182) y (183) se tiene
O
Vo = Xo» 186
° god ° (186)
de donde
v= oy (187)
€,4
y, por consiguiente,
V
o= or 188
X (188)

Esta ecuacion incluye el desplazamiento o elongacion x, que puede expresarse como la
integral de la velocidad o, en el dominio transformado de Laplace,

V(s) = ;0 U(s). (189)

oS

Para completar el modelo electromecanico tengamos en cuenta que la fuerza entre dos
placas con cargas +Q es

2
F = - © . (190)
2e,A

El signo (—) obedece a que la fuerza es opuesta al desplazamiento. Si expresamos la
carga total como el valor de equilibrio Q, superpuesto a un valor incremental g, resulta

poo Qo a0 + 200

(191)
2e,A 2e,A

La aproximacion surge de despreciar ¢° por ser pequefio y de orden superior. Podemos

retener solo la componente incremental de la fuerza, resultando

v,
Lt Yo (192)
€,4 X,

Conviene expresar ¢ en términos de la corriente 7, lo cual puede hacerse integrando esta
ultima. Resulta la ecuacion linealizada siguiente

F(s) = —;" 1(s). (193)

oS
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La constante de transduccion es la misma en ambos casos, por lo que la potencia inter-
cambiada es la misma del lado eléctrico y mecanico. Para demostrarlo es necesario pa-
sar primero a la notacion fasorial y aplicar la ecuacion 39. De (189) y (193):

) vV )
Vv = — U, (194)
Xy Jjo
) vV .
F = ——° ], (195)
XoJO
Resulta
Vit = F'U. (196)

Esto implica que las partes reales son iguales, por lo que la potencia eléctrica y la meca-
nica coinciden.

3.3. Transduccion mecanoacustica
La transduccién mecanoacustica es de naturaleza muy sencilla, dado que en reali-
dad la energia en juego es mecanica en ambos casos. A modo de ejemplo consideremos

un sistema en el que un pistdn rigido oscila dentro de un tubo generando una onda sono-
ra, como se muestra en la figura 42.

u A:1 q
T + +
° l')={>61 f p

u

Figura 42. Un transductor mecanoacustico y su modelo como trans-
formador.

La fuerza f aplicada al piston es transmitida, por ser éste rigido, al aire dentro del
tubo. Si el area del piston es 4, resulta que la presion ejercida por el piston es

p = =, (197)

Al mismo tiempo, el caudal g impulsado por el piston al moverse con una velocidad u
sera

qg = Au. (198)
Estas ecuaciones determinan el proceso de transduccion mecanoacustica. Podemos ver

facilmente que la potencia mecanica W,, entregada al piston se convierte integramente
en potencia acustica W,, ya que
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W, = pq = %Au = fu = W,. (199)

Asimismo, el proceso es reversible, ya que si una onda acustica incide sobre el piston
con una presion p y un caudal ¢, se aplicard una fuerza sobre el piston obtenida de (197)
y el piston se movera con una velocidad u obtenida de (198).

4. Altavoz de bobina movil

Aplicaremos ahora los conceptos anteriores al analisis del altavoz de radiacion di-
recta de bobina movil o electrodindmico. Como se muestra en el corte esquematico de la
figura 43, el altavoz esta constituido por un diafragma conico que se mueve solidario a
una bobina inmersa en un campo magnético. Dicho campo se origina en un iman per-
manente toroidal cuyo circuito magnético se completa con un polo central y una pieza
polar que lo rodea. La bobina se encuentra en el espacio de aire denominado entrehie-
rro, sobre el cual existe un campo magnético B con direccion radial (figura 44b).

Suspension
elastica
Armazon / periférica
Imén Cono
permanente — 0 diafragma
\ Suspension
, elastica central
Entrehierro \— o arafia
\x see
Polo — -
central .
------ Bobina
movil
Placa /
posterior
o culata Proteccion
antipolvo
Pieza
polar

Figura 43. Corte transversal de un altavoz de bobina movil de radia-
cion directa tipico, en donde se indican sus partes funcionalmente mas
importantes.
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4.1. Circuito equivalente del altavoz

El altavoz descripto se comporta esencialmente como un motor lineal. Dado que
el campo magnético atraviesa radialmente el entrehierro y que la bobina se mueve pa-
ralelamente a su eje, se dan las condiciones para la validez de las ecuaciones (179) y
(180).

A efectos de obtener el circuito eléctrico equivalente tengamos en cuenta, en pri-
mer lugar, que del lado eléctrico la bobina posee una resistencia R y una inductancia Lg
en serie con el primario del girador electromecanico. Del lado mecéanico se encuentra la
masa combinada del diafragma (cono) y la bobina, My,p, la compliancia mecéanica Cys
de las suspensiones y la resistencia mecanica Ry, formada por las correspondientes a
las suspensiones y la viscosidad del aire en el entrehierro. Estas impedancias estdn en
serie, pues se mueven solidariamente a la misma velocidad u, ** y estéan a su vez en serie
con el secundario del girador electromecanico y con el primario del transformador me-
canoacustico. Finalmente, del lado acustico, tenemos la impedancia actstica de radia-
cion Z,,. Si el altavoz se encuentra al aire por ambas caras del cono, aparecera dos veces
Z,, una para cada cara.”’ En la figura 45 se muestra el circuito equivalente completo,
incluyendo el generador de sefial e, (tipicamente un amplificador de audio de potencia)
y su resistencia interna, R,.

(b)

Figura 44. (a) Detalle de la unidad motriz de un altavoz de bobina
movil. El imén permanente, la pieza polar y la bobina se han seccio-
nado transversalmente. (b) Lineas de campo magnético en el entrehie-
ITo.

28 - o .
Suponemos que el cono es rigido, lo cual es una aproximacion valida a frecuencias moderadas.

29 . .y . g ,
Esto sucede porque la fuerza que se opone al movimiento, dada por la presion multiplicada por el area
del diafragma, aparece dos veces.
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Figura 45. Circuito equivalente de un altavoz de bobina moévil co-
nectado a una fuente de sefal e, con resistencia interna R,.

Debe notarse que la presion sonora obtenida mediante este circuito es la presion
sonora en la capa de aire adyacente al cono, no la presion sonora en un punto receptor
alejado. Para obtener la presion sonora efectiva en un punto X a cierta distancia » del
centro del cono (figura 46) suponiendo » >> a, donde a es el diametro del cono es nece-
sario aplicar la ecuacion (159). El poder del cono Q,, requerido en dicha ecuacién, coin-
cide con el caudal de radiacion g, obtenido del circuito de la figura 45.

X
r p(r, 0,1

Figura 46.Presion producida en un punto X por un piston circular ri-
gido sobre una pared plana infinita.

Cuando la longitud de onda es mucho mayor que el diametro del cono (A >> a, es
decir, wa <<c) la presiéon sonora es casi omnidireccional (figura 32). Teniendo en
cuenta que 2J;(x)/x — 1 cuando x — 0, de (159) resulta
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PO = jpge s el = rie), (200)

Esta ecuacion es casi idéntica a la (148), correspondiente a fuentes simples, salvo por el
factor 2 en lugar del 4 en el denominador. Ello se debe a que en este caso el caudal Q,
se irradia en un semiespacio (el limitado por la pared plana infinita) en lugar de todo el
espacio.

El valor eficaz de la presion sonora es, entonces,

Q )
Py = pof . (201)

donde Q,.res el caudal eficaz impulsado por el cono, o poder eficaz del mismo.

Debido a que el caudal desplazado por el diafragma se puede calcular facilmente a
partir de su velocidad up y su area 4, a veces se omite la transduccidon mecanoacustica
del modelo, como se indica en la figura 47. En este caso se trabaja directamente con la
impedancia mecanica de radiacion, que estd vinculada con la impedancia actstica de
radiacion a través del cuadrado del érea:

F PA
Z, = — = — = A°Z,,. (202)
U 0/4
La velocidad del diafragma se calcula directamente a partir del circuito resultante.

CMS
Rg LE RE i Bl:1 up MMD RMS Zmr
+

e v > < fo Zonr

Figura 47. Circuito equivalente de un altavoz de bobina movil en el
que se ha omitido la transduccién mecanoacustica, sustituyéndola por
las impedancias mecénicas equivalentes de radiacion.

También es posible obtener un circuito equivalente puramente eléctrico aplicando
las propiedades del girador. Asi, las impedancias mecanicas se transforman en admitan-
cias eléctricas dividiendo por la relacion del girador al cuadrado:

I F o1 z
Y, = = = ——= = n_. (203)
Vv Bl BIU (B])Z

0, equivalentemente, las impedancias mecanicas en serie se transforman en impedancias
eléctricas en paralelo multiplicando su reciproco por la relacion del girador al cuadrado:

Z, = : (204)
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El resultado se muestra en la figura 48. En el caso de la impedancia actstica de radia-
cion, su equivalente eléctrico sera:

Z, = , (205)

donde 4 es el area del cono.
Para calcular la velocidad del diafragma, necesaria para determinar su caudal (o
poder de la fuente), basta dividir la tensién v por Bl

up = —. (206)

Debe observarse, no obstante, que v no es la tension que se mediria directamente en
bornes del altavoz ya que ¢ésta incluye la caida en su resistencia Rz y en su inductancia
L.

M (BI)? (BI)? (BI)?
B (BZ)2 RMS Zmr Zmr

Figura 48. Circuito eléctrico equivalente de un altavoz de bobina mo-
vil en el que se han transformado todas las impedancias al dominio
eléctrico. La velocidad del cono puede obtenerse dividiendo la tension
v por Bl (ecuacion (205)).

4.1.1. Ejemplo

Consideremos un parlante cuya bobina tiene 8 cm de didmetro y 32 vueltas de co-
bre de 0,16 mm de diametro, cuyo cono tiene un diametro efectivo de 26 cm y una masa
de 8 g y cuya constante elastica es de 5600 N/m y su fricciéon 0,5 Ns/m. Supongamos,
ademas, que la induccion magnética en el entrehierro es 2 Wb/m?, que la inductancia de
la bobina es 0,55 mHy y que la resistencia de la fuente de sefial es de 0,12 Q. Nos pro-
ponemos obtener el circuito eléctrico equivalente y sus propiedades basicas en baja fre-
cuencia (0 << c/2a).

Obtengamos primero la resistencia eléctrica de la bobina, Rg. La longitud total /'y
la seccion S del alambre son

1l = 32-7-0,08m = 8,04m.
S = m-(0,00016/2ym* = 2,01-10° m?

Se sabe, ademas, que la resistividad del cobre es pc, = 1,72- 107 Qm, de donde
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Re = [pa/S = 8,041,72:10°/(2,01-10% Q = 6,88 Q.
La resistencia eléctrica de la bobina y el generador de sefial es, por consiguiente,
Ry, + Rg = 6,88Q + 0,12Q = 7Q.
Dado que la densidad del cobre es 8¢, = 8700 kg/m’, la masa de la bobina es
My = [.88¢, = 8,042,01-10%8700 kg = 0,00141 kg
por lo cual la masa total es
Myp = Meono + M, = 0,008 kg + 0,00141 kg = 0,00941 kg.

En baja frecuencia, de (169),

VA =

ar

1,2-345( 013> , . 8.0,13
) 5 o0 +
n-0,137( 2-345 3-m-345

0)} = 55310740’ + j249 0.

Multiplicamos por el area del cono al cuadrado para obtener la impedancia mecanica de
radiacion:

Zr = M@V Zy = 1,5610°% + j7-107 .

La impedancia vista por el generador puede obtenerse a partir de la figura 48, donde
Rys=v y CMS = 1/k. Resulta:

2
Z, = Ry + Rp + Lpjo + (81) . (207)

Muypjo + v + i + 27,
Jjo

Un parametro de interés es la frecuencia de resonancia del altavoz. En frecuencias del
orden de 100 Hz puede verse por célculo directo que la inductancia de origen electro-
magnético de la bobina ofrece una reactancia despreciable frente a R, + R, por lo cual
puede despreciarse. La resonancia dependera, por lo tanto, principalmente del Gltimo
término, que puede escribirse como

(B1)

0,00941j& + 0,5 + @ + 312:107%0 + 0,014jo
gL

Admitiendo, para simplificar los célculos, que el término real en o tiene un efecto muy
pequefio sobre la frecuencia de resonancia, se llega a que ésta es aproximadamente la
que resulta de anular la parte imaginaria del denominador, es decir

fr = 1 5600 = 778 Hz.
21\ 0,00941+ 0,014
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Podemos verificar que a esta frecuencia los términos en jo y en 1/jm valen +11,4; kg/s
mientras que el término en ” vale 0,75 kg/s, por lo que la aproximacion efectuada es
valida. No obstante, la presencia de dicho término si influye en la magnitud del pico de
resonancia, ya que en este caso la comparacion debe efectuarse contra el término cons-
tante, 0,5 kg/s. El factor de calidad de dicho pico sera:

11,4
= ——— = 9]1.
0 0,5 + 075

Luego de la resonancia, la impedancia alcanza una meseta bastante extensa en la cual la
impedancia es casi resistiva
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