INTRODUCCION A LA ACUSTICA

Federico Miyara

1. INTRODUCCION

La acustica es la ciencia que estudia los diversos aspectos relativos al sonido,
particularmente los fendmenos de generacion, propagacion y recepcion de las ondas
sonoras en diversos medios, asi como su transduccidn, su percepcion y sus variadas
aplicaciones tecnologicas. La acustica tiene un caracter fuertemente multidisciplinario,
abarcando cuestiones que van desde la fisica pura hasta la biologia y las ciencias socia-
les.

Nos proponemos aqui estudiar los principios fisicos de la acustica, en particular la
ecuacion de onda uni- y tridimensional. Sintéticamente, las ondas sonoras se originan en
la interaccion entre la elasticidad (compresibilidad) y la inercia (segunda ley de New-
ton) de un medio como el aire.

Antes de efectuar un estudio detallado analicemos conceptualmente el ejemplo de
un largo tubo con un piston en uno de sus extremos (figura 1). En el estado inicial, (a),
el aire se encuentra en equilibrio. La densidad es constante en toda la extension del tu-
bo, al igual que la presion. En () el piston empuja el aire circundante, perturbando el
equilibrio. Debido a la inercia, no es posible mover instantaneamente toda la columna
de aire, por lo cual el aire proximo al piston se comprime. El aire comprimido ejerce
mayor presion sobre el aire que lo rodea a menor presion, por lo que tiende a compri-
mirlo, a su vez descomprimiéndose. El resultado, ilustrado en (c), es que la perturbacion
se ha desplazado. Este proceso se repite en forma continua, como se muestra en (d) y
(e). La perturbacion se aleja, asi, de la fuente (el piston).

" (a)

(b)

" (o)

" (d)

(e)

Figura 1. Propagacion de una perturbacion en un tubo. (a) El aire en
reposo (moléculas repartidas uniformemente). (b) Ante una perturba-
cion el aire se concentra cerca del piston (aumenta la presion). (c), (d),
(e) La perturbacion se propaga alejandose de la fuente.



En la seccion que sigue formalizaremos el razonamiento intuitivo anterior apli-
cando principios conocidos de la fisica.

2. LA ECUACION DE ONDA UNIDIMENSIONAL

2.1. Ecuacion de onda en un tubo de seccion constante [1]

Consideremos un tubo cilindrico de seccion transversal 4 y extension infinita,
como el indicado en la figura 2, en dos instantes de tiempo. Las dos regiones sombrea-
das corresponden a la misma porcidon de gas. En la parte superior de la figura la presion
total es constante e igual a la presion atmosférica, P,. En la parte inferior la porcion de
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Figura 2. Un tubo de seccion constante en dos instantes de tiempo di-
ferentes. Arriba, en estado de equilibrio. Abajo, un pequefio volumen
de aire se ha desplazado y expandido.

aire se ha desplazado una distancia y, y su espesor paso de valer Ax a valer Ax + Ay. La
presion se ha modificado en un valor p en la cara izquierda y p + Ap en la cara derecha,
dando lugar a una fuerza neta que actua sobre el volumen de gas. Tanto el desplaza-
miento como el incremento de presion son funciones de las dos variables x y 7, es decir,
Y(x, 1) y p(x, ). Llamaremos presion sonora al incremento de presion p(x, ?).

Podemos aplicar la segunda ley de Newton. Para ello tengamos en cuenta que si la
densidad del aire es p,, entonces la masa de dicha porcion es p, 4 Ax. La fuerza neta
que actiia en la direccion del movimiento puede calcularse teniendo en cuenta que a la
presion del lado izquierdo es P, + p, mientras que del lado derecho es P, + p + Ap:

(Potp)d — (Potp+tAp)d = —ApA.
Entonces, dado que la aceleracion es y;,, resulta
—ApA = poAAx- .
Dividiendo por 4 y por Ax y pasando al limite cuando Ax — 0, se obtiene
—Dx = Polir (1)

Esta es una ecuacion diferencial en derivadas parciales con dos funciones incognitas: la
presion p y el desplazamiento y. Se necesitara otra ecuacion que las vincule para poder
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despejarlas. Dicha ecuacion puede obtenerse mediante las relaciones que existen entre el
volumen y la presion en un medio gaseoso. Si la temperatura fuera constante (proceso
isotérmico), la relacion seria la ley de Boyle:

PV = cte.

Pero el gradiente de temperatura es muy bajo y la conductividad térmica del aire tam-
bién, por lo que el intercambio de calor es despreciable. El proceso resulta, por consi-
guiente, adiabatico. Las compresiones adiabaticas responden a la ley

PVY = cte. (2)

donde y = Cp/Cy, es decir, el cociente entre las capacidades calorificas a presion cons-
tante y a volumen constante. Para gases diatomicos, como lo es esencialmente el aire, y
= 1,4. De la ecuacion 2 podemos obtener la siguiente expresion incremental:

dP v
= _4r 3
5 Y (3)

En el presente caso, dP =p, P=P,, dV = A-Ay, V= A-Ax, de donde

A
ol N
P, Ax

Pasando al limite cuando Ax — 0, resulta,

L= v ©

(0}

Tenemos ahora dos ecuaciones, (1) y (4), que vinculan las incognitas funcionales
p(x, £) e y(x, t). En general estamos mas interesados en la presion que en el desplaza-
miento, debido a que es la magnitud que puede medirse directamente con mayor facili-
dad (utilizando un micr6fono como transductor). Derivando la ecuacion (1) con respecto
ax yla (4) dos veces con respecto a ¢ se puede eliminar y. Tenemos, finalmente,

YP,
Py = — Pxx>
)

o bien

2
ptt = c pxxa (5)

ecuacion conocida como ecuacion de onda unidimensional. La constante ¢, dada por
c = |— (6)

es la velocidad del sonido.
Es posible demostrar que la solucion general de la ecuacion (5) esta dada por

px,t) = fix—ct) + gx+cio). (7)



donde f'y g son dos funciones arbitrarias de una variable derivables dos veces. ' Cada
término de esta ecuacion puede interpretarse de un modo muy sencillo. Por ejemplo, si
en el término f{x — c-¢) tomamos ¢ = 0, tendremos la distribucion inicial de presion, co-
mo se indica en la parte superior de la figura 2. Luego de un tiempo ¢ > 0 la nueva dis-
tribucion de presion es la que se indica en la parte inferior. Vemos que cualquier rasgo
distintivo (por ejemplo un pico) de la presion se ha movido una distancia c¢-¢ hacia la
derecha. Es por esta razon que c¢ se interpreta como la velocidad del sonido. Es impor-
tante notar que lo que se propaga es la distribucion de presion, no la materia. Cuando
uno de los dos términos fo g es 0 se tiene una onda unidireccional o progresiva.
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Figura 3. Propagacion de una onda a lo largo del tubo. Arriba se indica la distri-
bucidn inicial (¢ = 0) de la presion a lo largo del tubo. Abajo se observa como luego
de un tiempo ¢ > 0 la distribucion de presion se ha desplazado una distancia c-z.

La expresion (6) de la velocidad del sonido pareceria depender en forma separada
de la presion de equilibrio P, (presion atmosférica en el caso del aire) y de su densidad
Po- Sin embargo, estas dos magnitudes estan, en realidad, vinculadas por la /ey general
de los gases, que establece que

PV = nRT,

donde P es la presion total, ¥ es el volumen, n la cantidad de moles de gas,” R la cons-
tante de los gases, igual a 8,31 J/(mol'K) y T la temperatura absoluta. La densidad ser3,
entonces

nM
Po -y

b

donde M es la masa molar, es decir la masa de 1 mol de gas. En el caso del aire la masa
molar media es de 0,0288 kg/mol. Con las igualdades anteriores puede verificarse que

Es facil verificar que la funcion dada por la ecuacion (7) es una solucion, para lo cual basta calcular
las derivadas correspondientes. Pero ademas, fodas las soluciones de la ecuacion (5) son de esta for-
ma.

Un mol se define como una masa igual al peso molecular expresado en g, y equivale a una cantidad
igual a 6,023 x 10> moléculas. En un gas a temperatura y presion normalizadas (7' = 0 °C, P =
101325 Pa) corresponde a 22,403 litros.



yRT
= . 8
M (8a)

Para temperaturas cercanas a la temperatura ambiente, esta expresion puede aproximar-
se (para el aire) por

c = 332 + 0,6087Tc, (8b)

donde T¢ es la temperatura centigrada y ¢ esta en m/s. En particular, para 7¢ = 20 °C
resulta ¢ =344 m/s.

Las perturbaciones no solo se propagan en los gases, sino también en cualquier
medio elastico, como los liquidos y los s6lidos, aunque en este ultimo caso el andlisis
completo es mas complicado. En la Tabla 1 se indica la velocidad del sonido aproxima-
da en varios medios para ondas planas’.

Tabla 1. Velocidad del sonido para ondas planas en va-
rios medios (Beranek, 1993)

Medio Velocidad [m/s]
Airea 0 °C 332
Aire a 20 °C 344
Anhidrido carbonico 260
Hidrogeno 1294
Agua a 20 °C 1482
Alcohol etilico a 20° 1170
Vapor a 100 °C 405
Acero 5200
Aluminio 5000
Bronce 3480
Corcho 500
Hormigdn 3500
Granito 3950
Madera 4000
Marmol 3810
Plomo 1190
Vidrio 5000

2.2. Solucion de la ecuacion de onda con condiciones de contorno

El tubo de la figura 2 era infinitamente largo, cualidad que en la practica no es po-
sible. La longitud finita impone a la presion sonora ciertas condiciones en los extremos,
conocidas como condiciones de contorno o condiciones de borde. La naturaleza de estas
condiciones depende del tipo de terminacién. Las dos terminaciones mas simples son
que el extremo esté abierto o cerrado.

Si un extremo, por ejemplo el correspondiente a x = 0, se encuentra abierto, la
presion sonora en ese extremo es 0 en todo instante,

> En una onda plana la presion en cada instante es constante sobre cada plano perpendicular a la direc-

cion de propagacion.



p0,9 =0, ©)

debido a que la presion externa es esencialmente constante (igual a la presion atmostéri-
ca), y en el punto de contacto debe haber continuidad. * Se dice que en dicho extremo
hay un nodo de presion. Si, en cambio, el extremo estd cerrado, lo que se anula es la
velocidad de las particulas, y,. Esto implica que la aceleracion, y,, también es 0, por lo
tanto, segun la ecuacioén (1),

p«(0,9 = 0. (10)

Esto significa que la presion tiene un maximo o un minimo en dicho extremo.
Supongamos, ahora que el tubo tiene longitud L y estd abierto en ambos extremos.
Entonces el andlisis anterior conduce al siguiente problema de contorno:

Pi = P
p0,5) = 0 (11)
pL,t) = 0.

Una manera de resolver este tipo de problemas es por separacion de variables, es decir,
buscar soluciones que puedan expresarse como

plx, 1) = Xx) I(0). (12)

Estas soluciones se denominan estacionarias, dado que la forma espacial (es decir, la
dependencia de x) se mantiene constante e inmovil, variando s6lo su amplitud, al ser
modulada por 7(7). > La ecuacion de onda puede escribirse como

XT” = ¢X'T.
Dividiendo por X T se tiene

1 X"

2T X

El lado izquierdo es una funcién solo de ¢ y el derecho solo de x, ambos deben ser igua-
les a una misma constante que llamaremos, por conveniencia, —nzz

1 T" X" 2

27 - x -
c

Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias separadas:

T + 02T = 0
(13)
X" + X =0

4 . ., , . . ,
En realidad esta afirmacion es solo aproximada, ya que por el extremo abierto escapa algo de energia,

haciendo que la presion sonora no sea nula. Este efecto se acentua cuando el didmetro del tubo es con-
siderable, requiriéndose aplicar una correccion por extremo a la longitud del tubo (ver 2.7).

Esto pareceria contradecirse con el concepto de onda que se desplaza. En este caso, como veremos, se
superponen dos ondas iguales y sentido de desplazamiento opuesto.
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Su solucion puede llevarse a cabo por cualquiera de los métodos conocidos, obteniéndo-
se

T(t) = T,sen(Mct+ @) (14)
X(x) = X,sen (Mx + o), (15)

de donde
P = X0 T(@) = XoT,sen (x + o) sen (N £+ Qo). (16)

Tenemos aqui varios parametros a determinar. Para ello aplicamos las condiciones de
contorno incluidas en (11):

p0,0n = pL,1) = 0. (17)
La ecuacion (16) implica que
X(0) = Xosen(y) = 0, (18)
X(L) = Xosen(NL+vy,) = 0. (19)
De (18) resulta®
Y, = 0 (20)
y, reemplazando en (19),
n = %, k=1,2,... 21

La presion sonora viene dada, entonces, por
plx,t) = Psen (%x)sen(% t+ @, ) (22)

Vemos que para cada nimero natural & existe una solucion cuya forma es senoidal en el
espacio y en su evolucion temporal, segln se ilustra en la figura 4.

Vemos que las tnicas soluciones estacionarias posibles son de esta forma. Son to-
das armonicos de una frecuencia fundamental dada por:

c

<. (23)

fi =

No todas las soluciones son estacionarias, pero es posible demostrar que cualquier otra
solucion p(x, f) puede escribirse como desarrollo en serie de las soluciones estaciona-

rias:
plx, 1) = ZPk sen (%x]sen(%t + O ) (24)
k=1

En realidad y, podria ser cualquier multiplo de , pero el resultado no cambia si es un multiplo par, y
se invierte de signo si es impar. En este caso el signo puede ser absorbido por X,,.

6
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Por este motivo se dice que las soluciones estacionarias forman una base de soluciones
para el problema de contorno dado en (11).

k=2
k=23

Figura 4. Distribucion espacial de la presion sonora en un tubo
abierto para tres soluciones estacionarias (k= 1, 2 y 3). A la izquierda,
graficas de las distribuciones para varios instantes. A la derecha, las
moléculas de aire para la maxima amplitud de la presion.

Las condiciones de contorno impuestas en el caso de un tubo acotado pueden in-
terpretarse como condiciones aplicadas a los puntos x = 0 y x = L de un tubo infinito, del
cual solo interesa lo que sucede en el intervalo 0 < x < L. En ese caso es interesante in-
terpretar la solucion estacionaria como superposicion de dos ondas que se desplazan en
sentidos opuestos, como establece la ecuacion (7). Para ello podemos aplicar la relacion
trigonométrica

senasenb = Y [cos(a—b) — cos(a+b)].

Resulta:

pilt) = %[COS(%@_CQ-%] _ cos(%(ﬁa)ﬂpk ﬂ 29)

La naturaleza de estas dos ondas con velocidades opuestas se ilustra en la figura 5, en la
que se muestran ambas ondas en varios instantes y la superposicion de ellas que da co-
mo resultado la onda estacionaria.

Como segundo ejemplo supongamos un tubo de longitud L cerrado en x = 0 y
abierto en x = L. Se obtiene siguiente problema de contorno:

P = C Pu
p(0,0 = 0 (26)
pL,t) = 0.
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Figura 5. Una onda estacionaria en un tubo abierto en ambos extre-
mos vista como superposicion de dos ondas de la mitad de la amplitud
que se desplazan en sentidos opuestos. Se muestra lo que sucede en
cinco instantes de tiempo.

De (27),’

De la ecuacion (16) resulta

cos (y,) = 0,

sen(ML +vy,) = 0.

Yo

que, reemplazado en (28), conduce a

n

n
2k-1)—,
k-1~

/2,

k=1,2,...

(27)
(28)

(29)

(30)

Nuevamente , podria ser /2 + n, pero el resultado no cambia si es 7 es par y si es impar cambia de
signo, absorbiéndoselo en X,,.



La presion sonora viene dada, entonces, por®
T Tic
x,t) = Pcos|(2k—1)—x [sen| (2k—-1)—1¢ + ) 31
1) CREA R CRIEES o

Para cada numero natural £ existe una solucion cuya forma es cosenoidal en el espacio y
senoidal (desfasada) en su evolucion temporal, segiin se ilustra en la figura 6. En este
caso, la frecuencia fundamental es la mitad de la del caso anterior:

h = —, (32)

y ademas solo aparecen los armonicos impares 2k — 1. Nuevamente en este caso los
armonicos impares constituyen una base de soluciones que permite, por desarrollo en
serie, expresar la solucion general.

p
k=1
k=2
k=3

Figura 6. Distribucion espacial de la presion sonora en un tubo se-
miabierto abierto para tres soluciones estacionarias (k=1,2y3). Ala
izquierda, graficas de las distribuciones para varios instantes. A la de-
recha, las moléculas de aire para la maxima amplitud de la presion.

También es posible considerar tubos cerrados en ambos extremos. En ese caso la
presion adquiere maximos o minimos espaciales en las dos terminaciones y los nodos se
encuentran distribuidos simétricamente. La expresion de la frecuencia fundamental
vuelve a ser la (23) y aparecen tanto los armdnicos impares como los pares.

¥ Aqui se aplico la relacion trigonométrica cos x = sen (x + m/2).
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2.3. Oscilaciones forzadas en un tubo cilindrico

En la seccion anterior consideramos las ondas en un tubo abierto, semiabierto y
cerrado, pero supusimos que la perturbacion que les dio origen ya no se encontraba pre-
sente. El resultado son los modos normales o modos naturales de oscilacion, que co-
rresponden a la respuesta libre del sistema.

Resulta de gran interés estudiar sistemas en los que se aplica una excitacion exter-
na. Existen varios tipos de excitaciones posibles. Una posibilidad es que con algin dis-
positivo externo se impongan en todo instante (o en todo instante ¢ > 0) los valores de la
presion sonora en un determinado punto (por ejemplo en x = 0). En este caso el disposi-
tivo constituye una fuente de presion. Otra posibilidad es que el dispositivo externo im-
ponga la cinematica de las particulas en x = 0, es decir, la posicion y(0, ¢) o la velocidad
u(0, f). Resulta mas conveniente utilizar como variable la velocidad de las particulas que
su posicion, razon por la cual este tipo de dispositivo se denomina fuente de velocidad.®

Notemos que u(x, f) puede interpretarse de dos maneras: como la velocidad en el
instante ¢ de la particula que en equilibrio estaria en x, o como la velocidad de la parti-
cula que en el instante 7 se encuentra efectivamente en x. De acuerdo con la notacién que
veniamos utilizando, la primera interpretacion conduce a

ux,t) = ydx, 1), (33)

mientras la segunda, a

u(x, 1) = ydx, ) = yulx, )y, ). (34)

Sin embargo, el término agregado en la ecuacion (34) es despreciable, por lo cual
adoptaremos la segunda interpretacion (que es mas simple) pero aceptaremos como va-
lida la ecuacion (33).

Si utilizamos la presion y la velocidad de las particulas como variables, las ecua-
ciones (1) y (4) pueden reescribirse del siguiente modo:

px = _pOula (35)

pe = —YPouy, (36)

que presentan una forma convenientemente simétrica.

Analizaremos el caso del tubo con un pistén en el extremo de la figura 1. En ¢l el
piston constituye una fuente de velocidad, ya que su movimiento impone una velocidad
dada a las moléculas de aire en contacto inmediato con €l. Supongamos que el mismo se
mueve segun la siguiente ley:

u(0,6) = yd0,0) = h(). (37)
Supongamos, ademds, que para todo x > 0 las condiciones iniciales son nulas, es decir,"

px,0) = 0. (38)

u(x,0) = 0. (39)

9 . .y .. . . , . . . .y
Esta situacion es similar a la de los circuitos eléctricos, en los que es posible imponer la tension, me-

diante una fuente de tension, o la corriente, mediante una fuente de corriente.
10 . e
En otras palabras, el aire se encuentra inicialmente en reposo en el tubo.
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Nos proponemos obtener p(x, 7). Para ello podemos suponer que en realidad el tubo es
infinito a ambos lados del origen, solo que en 0 las moléculas se mueven segun (37). Al
ser el tubo infinito la solucidon puede expresarse por medio de la ecuacion (7),

px,t) = fix—ct) + gx+cio). (40)

De la condicion (38) se concluye que, para x > 0, se cumple

f) = —gx). (41)

Para poder aplicar la condicion (39) debemos obtener primero una expresion para u(x,
1), lo cual puede hacerse aplicando la ecuacion (36). Para ello derivamos la ecuacion
(40) con respecto a ¢

px,t) = —cf(x—ct) + cgx+ct)

y luego, después de dividir por —yP, integramos con respecto a x:
u(x,t) = %(f(x—c-t) - glx+c-t) + Kl(t)). (42)
Yo

Ki(?) es una constante de integracion, en principio diferente para cada ¢. Alternativa-
mente, podemos aplicar la ecuacion (35), derivando ahora (40) con respecto a x,

px, t) = ffx—ct) + gx+ci),
dividiendo por —p, e integrando con respecto a ¢:

u(x, 1) = Lc(f(x—c-t) — glx+ct) + Ky(x)), (43)

(0]

donde K>(x) es una constante de integracion, que en principio podria ser diferente para
cada x. Sin embargo, comparando (42) y (43), resulta que K;(¢) = Kx(x), por lo cual en
realidad K;(¢) = K>(x) = K (ya que se trata de dos funciones iguales de diferentes varia-
bles independientes, lo cual s6lo es posible si ambas funciones son constantes). Esta
constante representa una velocidad constante superpuesta a la velocidad de origen on-
dulatorio. Corresponde a un flujo de aire, como el que tiene lugar en un conducto de
ventilacion, y puede tomarse igual a 0 sin pérdida de generalidad. Resulta

u(x, 1) = Lc(f(x—c-t) — glx+c-1)). (44)

Po

Particularizando la ecuacion (44) para ¢t = 0, tenemos, de (39),

u(x,0) = y%(f(x) - g(») = 0. (45)

de donde
fx) = g). (46)
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Sustituyendo f{x) segun la ecuacion (41), resulta, para x > 0,
gx) =0 (47)
fix) = 0. (48)

Particularizando ahora la ecuacion (44) para x = 0, de (37) resulta que para ¢ > 0 se veri-
fica

w00 = ——(f(-cn) = glen) = KO,

(0]

Dado que para ¢ = 0 resulta ¢t > 0, se cumple, por (47), que g(c:f) = 0, de donde,
efectuando el cambio de variable § = —c-¢ resulta, para § < 0,
&) = poc h(‘f) (49)

Estamos ahora en condiciones de escribir la solucion completa para ¢ > 0:

PoC h(z—f) sio 122
C C

p(x,t) = (50)
0 si t<£
C

La interpretacion de esta solucion es simple e intuitiva. Si el tiempo transcurrido
es suficiente como para que la onda haya llegado al punto x, entonces la presion es una
version retardada de la velocidad impresa por el piston en el extremo x = 0. El retardo es
tanto mayor cuanto mas lejos se encuentre el punto x del origen. Si, en cambio, el tiem-
po transcurrido es menor que el requerido por la onda sonora para alcanzar el punto x, la
presion sonora es nula.

Es interesante observar que de las dos ondas, solo es diferente de 0 la que se des-
plaza hacia la derecha, tal como se mostraba en la figura 1. La otra onda so6lo serd no
nula para x < 0, es decir, para la prolongacién ficticia del tubo hacia la izquierda del
piston y nunca llega a manifestarse (para ¢ > 0) del lado derecho.

En la figura 7 se ilustra la presion sonora a lo largo del tubo para dos instantes ¢, y
t, >t para el caso de excitacion senoidal. Vemos que para x < c¢ la presion sonora es
periodica espacialmente. El periodo correspondiente se denomina longitud de onda y se
indica con A. Es facil verificar que si la frecuencia es f, entonces la longitud de onda
esta dada por

A= — (51

Tomando x = 0 en la ecuacién (50) observamos que en todo instante ¢ > 0 se veri-
fica

p0,7) = poc u(0,?r). (52)
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Esta es una relacion muy importante entre la presiéon y la velocidad de las particulas,
que luego se generalizara. El producto

Zye = PoC (53)

se denomina impedancia acustica especifica del aire. La relacion (52) es el equivalente
acustico de la ley de Ohm. En ella se vincula una variable de tipo fuerza (como la ten-
sion) con una variable de tipo flujo (como la corriente). Puede reescribirse en la forma:

z, = Z. (54)
u

Nota: Debe aclararse que la forma sencilla de las ecuaciones (52) y (54) sdlo se verifica
en este caso, equivalente al caso resistivo en la electrotecnia.

px, 1)
| A
Pt (1) <. ]
L’ N ’ N
PoC h(tg) R Re 4 \\lz > 1
\\ Il N x
S L, ct ch
\\\ ///

A

2]

Figura 7. Distribucidn espacial de la presion sonora a lo largo de un
tubo semiinfinito excitado por una fuente de velocidad (piston) senoi-
dal en el extremo cercano en dos instantes ¢, y &.

Como segundo ejemplo analizaremos un tubo de longitud finita L excitado por un
piston en x = 0 y abierto en x = L. En este caso abandonaremos la generalidad y conside-
raremos excitaciones senoidales. Veremos que en este caso la solucion es estacionaria.
Supongamos, entonces, una excitacion de velocidad dada por

u(0,¢) = Usen ot (55)
y la condicion de contorno
pL,t) = 0. (56)
Buscamos una solucion estacionaria de la ecuacion de onda, es decir:
pix, 1) = X(x) I(o).
Segun la ecuacion (16) las soluciones estacionarias son de la forma
px, 1) = Psen(Mx+ o) sen (Mct+ @), (57)

por lo cual solo resta encontrar las constantes M, P, W, y @,. De la condicion (56) se
desprende que
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Yo = L (58)

De la ecuacion (55) podemos obtener, aplicando (35), la derivada con respecto a x de la
presion sonora en x = 0:

p0,8) = —povd0,1) = —po U ® cos 0. (59)
A su vez, de (57),
pi(0, 1) = P cos (o) sen (et + o). (60)
Igualando, resulta:
—pPoUmcos ot = Pmcos(Y,) sen(Nct+ @), (61)

Para que esta igualdad se cumpla debe ser

Qo = 2, (62a)
Ne = o, (62b)
Pmncos(y,) = —poU o (63)
Resulta, finalmente,
p(x,t) = Msen(Q(L — x))cos ot . (64)
oL c
cos —
c

Nota: A diferencia del caso anterior, en el que la oscilacion incluia el régimen transito-
rio, aqui supusimos tacitamente que ya se ha alcanzado el estado de régimen perma-
nente.

En la figura 8 se ilustra la distribucién de la presion sonora dentro del tubo para tres
instantes de tiempo. Vemos que la onda estacionaria se comporta como si fuera una
oscilacion libre (sin excitacion) en un tubo de longitud me/®. La maxima amplitud de
oscilacion es inversamente proporcional a cos(ml/c) y para ciertos valores de o se
vuelve infinita. Son aquéllos para los que el argumento del coseno es un multiplo impar
de m/2:

T
= (k-1)2,
o = @k-1)=

o bien, en términos de frecuencia,

C
f (2k - I)E . (65)

Estas frecuencias corresponden a los modos normales de un tubo semicerrado de longi-
tud L (ver ecuacion (32)). Tal resultado era de esperarse, ya que si consideramos que el
piston es rigido, para las frecuencias indicadas en (65) es posible una oscilacion estacio-
naria sin excitacion, es decir, con el piston inmévil. Cualquier movimiento del piston a
esa frecuencia implicara un suministro de energia que se ird acumulando en el tubo.
Aunque este efecto es “transitorio”, es un caso particular de transitorio que no se extin-
gue en tiempo finito, razoén por la que la amplitud de la presion crecerd permanente-
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mente. Luego de transcurrido un tiempo infinito, la amplitud que predice la ecuacion
(64) sera infinita. En la practica tal situacion no se verifica a causa de las pérdidas por
disipacion (no contempladas en la ecuacion de onda ideal).

pocU

WL
p Cos ==

Poc U tngL cos ¢

—

Figura 8. Distribucion espacial de la presion sonora a lo largo de un
tubo semiabierto excitado por una fuente de velocidad (piston) en un
extremo (x = 0). Se muestran las envolventes positiva y negativa y las
distribuciones para tres instantes.

Observemos que, a diferencia del caso del tubo infinito, aqui la presion esta en
cuadratura temporal con la velocidad impuesta por la excitacion. Esto implica una difi-
cultad para el célculo de la impedancia acustica especifica, que puede resolverse de la
misma manera en que se resuelve en el caso de los circuitos eléctricos, vale decir, re-
formulando el problema en términos de fasores. Para ello suponemos que la excitacion
es de la forma compleja

w0,7) = Ue'™, (66)
Si convenimos en interpretar como sefial fisica la parte imaginaria, resultara
U .
pint) = P sen| L1 - x) |ef 67)
cos oL ¢

c

La velocidad en la posicidon x puede obtenerse a partir de (35), derivando la presion con
respecto a x, dividiendo por -p, y luego integrando con respecto a ¢. Resulta:

0L
COS —

c

u(x,f) = Lcos(Q(L - x))ef“”. (68)
C

Dado que la presion es ahora proporcional a la velocidad, podemos obtener la impedan-
cia compleja por simple division:
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Q)
sen [(L — x))
Zae(jm) = JPoc < = jpoCtg(Q(L - x)) (69a)
c

cos (w(L — x))
c

Para el punto de excitacion, es decir, en la posicion del piston (x = 0), la expresion ante-
rior se reduce a

. ) ol
Z(jo) = jpoc tg— (69b)

Por ser este valor imaginario, se trata de una impedancia acustica reactiva, o reactancia
acustica. Similar caracteristica se presenta para el tubo cerrado en el extremo remoto.

2.4. Energia acustica

Estudiaremos ahora la energia acumulada en una onda sonora, asi como la poten-
cia que entrega una fuente tal como el piston de los ejemplos anteriores. Las considera-
ciones energéticas son de gran importancia en la interaccion entre sistemas o partes de
un sistema.

Los sistemas acusticos son casos particulares de sistemas mecénicos, por lo cual la
energia acustica puede descomponerse en energia potencial y energia cinética. Como
en una onda sonora la distribucion de la presion sonora varia de un punto a otro del es-
pacio, conviene referirse a la densidad de energia, en lugar de a la energia total.

Consideremos primeramente una pequefia porcion de gas de volumen dV que se
mueve (localmente) con una velocidad v. Su energia cinética sera

dE. = Yu’podV.

Dividiendo por dV'y pasando al limite cuando dV tiende a 0 obtendremos la densidad de
energia cinética, D,:

D. = Yhpou’. (70)

Para calcular la energia potencial tengamos en cuenta que solo tiene interés la
parte asociada a los fenémenos de compresion y expansion. '' Analicemos entonces el
proceso de compresion/expansion adiabatica de un volumen V,, como el indicado en la
figura 9, hasta un volumen final V, + AV a causa de un incremento de la presion total
desde P, hasta P, + p;. La presion externa se mantiene igual a P,.

Dado que inicialmente la fuerza debida a la presion P, interna esta equilibrada por
una fuerza igual y contraria ejercida desde el exterior por el aire, el agente compresor
solo debe aportar una fuerza igual al incremento de presion multiplicado por el area del
piston, p1A. Segun la ecuacion (3), tomando dP =p;, P=P,, dV=AV, V=1V,

AV [
pA = —YP——A4 = —yP AL (71)
VO lO

""" La energia potencial asociada con la altura carece de importancia dado que la altura de las moléculas

no cambia significativamente como consecuencia del paso de una onda sonora, ni siquiera si el tubo
estuviera en posicion vertical.
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Suponiendo que la compresion se realiza en forma cuasiestatica (de manera de no in-
crementar la energia cinética'?), la energia potencial incorporada al volumen de gas al

A ' AV [[——pi 4

P0+pl Po

lo Ioth I+l

Figura 9. Calculo de la energia potencial debida a la compresion o
expansion de un volumen de gas.

desplazar el piston desde /, + [, hasta [, + [, + dl, equivale al trabajo mecénico realizado
por esta fuerza:

df = _plA dll = 'YPOAZZ—ldll . (72)

(0}

p

La energia potencial total se puede obtener por integracion desde /; =0 hasta /; = I:

! yp, 4 P, A
E, = JVO hdp = ¥ofl2 (73)
o I ly 2
Sustituyendo
/
Z o} _Lp,
o
se obtiene
2
1P
= ——Al
P ZVPO °

Esta es la energia potencial acumulada en el volumen 4 /,. La densidad de energia po-
tencial se obtiene dividiendo por dicho volumen:

2
P
YFy

1
p 2
De la ecuacion (6) se desprende que yP, = pocz, de donde, finalmente,

2

D, = L2

p 2 2
PoC

(74)

Con esta expresion de la densidad de energia potencial y la (70), correspondiente
a la densidad de energia cinética, obtenemos la densidad de energia acustica, D,

12 ., . ,qe P , .
Esta hipotesis es valida pues la componente cinética de la energia se considera aparte.
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2
i, 2 p

D = D.+D, = Hpu® + = | (75)
PoC

En el caso particular de una onda unidireccional o progresiva, es decir, de la forma

px, 1) = flx = c),

podemos verificar, utilizando la relacién (35), que'

plx, £) = poc u(x,t). (76)

Reemplazando en (75) se obtiene el interesante resultado de que ambas componentes de
la energia acustica (es decir las energias cinética y potencial) son iguales. Entonces

2
p = 2 —. (77)
Po€

Dado que la perturbacion de presion se propaga con velocidad ¢, se deduce que la
densidad de energia acustica también. En otras palabras, la energia se propaga acompa-
flando a la perturbacion de presion. Esta propiedad fundamental se verifica también para
otros fendmenos ondulatorios, como los electromagnéticos, siempre que la onda sea
unidireccional o progresiva.

Si, por ejemplo, un movimiento brusco del piston de la figura 1 genera un breve
pulso de presion, la energia acustica localizada en las proximidades del piston (debido al
aumento local de la presion y al movimiento impreso a las moléculas) se propagara a lo
largo del tubo a grandes distancias. *

2.5. Potencia e intensidad acustica

Vimos en la seccion anterior que una onda sonora unidireccional transporta ener-
gia. Cabe entonces definir la potencia sonora como la energia sonora que atraviesa una
determinada seccidon por unidad de tiempo. Consideremos un frente de onda que en el
instante ¢ estd atravesando una seccion transversal de area 4. Un tiempo df mas tarde
dicho frente se habra alejado una distancia ¢ dt, como indica la figura 10. Si ¢ dt es pe-
quefio, la presion sonora no cambia significativamente y podemos considerar que la
densidad de energia acustica es constante y estd dada por (77). Esto significa que du-
rante el intervalo dt se ha llenado un volumen A4 c df con una densidad de energia D. La
energia total que ha atravesado esa seccion serd, entonces,

dE = DcAdt.
Dividiendo por el tiempo transcurrido se obtiene la potencia:

2
w = d—E = DcA = p— (78)
dt PoC

> Esta relacion habia sido obtenida en (52) para el caso de un tubo semiinfinito excitado en un extremo.
' Si hay pérdidas por friccion u otras causas, la amplitud del pulso y la correspondiente energia asociada
se iran reduciendo.
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Figura 10. Geometria para el calculo de la potencia acustica transmi-
tida a través de la seccion A.

Se define la intensidad sonora, i, como la potencia transmitida por una onda por
unidad de superficie normal a la direccion de propagacion. Si la potencia es w, y la su-
perficie atravesada por la onda sonora es 4, resulta

i = =, (79)

i =Dec =2 =P - 5,4, (80)

Aunque fue deducida a partir de la propagacion de energia en una onda unidirec-
cional, la ecuacion (80) vale en general, ya que la fuerza pA4 se aplica para mover las
particulas una distancia Ax = uAt en el tiempo At, por lo cual realiza un trabajo pAuAt.
Dividiendo por A4 y por At se obtiene la energia entregada por unidad de tiempo y area.

En las igualdades anteriores vemos interesantes analogias con los circuitos eléctri-
cos si asociamos la intensidad acustica con la potencia eléctrica, la presion sonora con
la tension y la velocidad de las particulas con la corriente eléctrica:

p <V

u < I (81)
i & P

Zpe & 7

Estas analogias resultaran muy utiles para la resolucion de sistemas acusticos cuyo tra-
tamiento recurriendo a las formas mas elementales de las leyes fisicas se vuelve muy
complicado.

De acuerdo con (80), la intensidad sonora varia en el tiempo a la par de la presion.
Es interesante calcular su valor medio en un intervalo de tiempo 7, denominado inten-
sidad media, I, que para una onda unidireccional esta dado por

I = lﬂ(r)dz = Lljr 2(t) dt (82)
T Jo pocT op

15 . . . . ., . . ., .
La intensidad sonora es en realidad un vector cuya direccion es igual a la direccion de la velocidad de
las particulas u.
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El valor
P’ = —1 j 2(t) dt (83)
o T Jo P

se denomina valor cuadratico medio de la presion. Su raiz cuadrada,

T
Py = \/%jo pe(t) dt (84)

es el valor eficaz de la presion o presion eficaz sonora o, simplemente, presion eficaz.
En términos de P, la intensidad media para una onda unidireccional vale

P’
[ = peﬁc (85)

La presion eficaz corresponde a un valor constante capaz de producir la misma
intensidad media. Para el caso de un tono puro, en el que la presion varia senoidal-
mente, es decir

p(t) = Pygysen 2mft, (86)
la relacion entre la presion eficaz y la presion méxima resulta ser

P 4
Pef _ max 87)

V2

de modo que
p(t) = 2 Pysen2nft. (88)

Para un sonido periddico cualquiera descompuesto en serie de Fourier, se cumple:

Pef2 = ZPef . (89)
k=1

donde P, es el valor eficaz del armonico de orden k. Esta importante formula, conoci-
da como formula de Parseval, indica que la energia de los armoénicos puede superponer-
se para obtener la energia total.

En el caso de ondas genéricas (no necesariamente unidireccionales), la presion y
la velocidad estardn, en general, desfasadas, es decir,

u(t) = Usen o, (90)
p(t) = Psen(wt+ Q). (91)

Entonces la intensidad instantanea sera:
i(t)y = p(®H)u(®) = PUsen ot sen (ot + ). (92)

La intensidad media /, obtenida promediando en un periodo, resulta
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PU
I = Tcoscp = PyUegr cos @. (93)

Si en lugar de considerar funciones reales se utilizan exponenciales complejas, es decir,
u(t) = Ue'™, (94)
p(t) = P/, (95)
podemos obtener la intensidad media del siguiente modo:

/ = % Rele/ (@0 + ) g=jor ) _ 1 Re(p @+ 9 7 oo )

es decir,
I = %Re(p(t)u*(t)). (96)

Esta formula es util cuando se trabaja directamente con fasores.

2.6. Nivel de presion sonora

Debido al rango extraordinariamente amplio de la presion sonora, resulta conve-
niente utilizar una escala logaritmica para expresar sus valores. Asi, se define el nivel de
e 1
presion sonora, L,, como 6

P
L, = 20logo—Z, 97)
Pref

donde P, es el valor eficaz de la presion sonora y P, es la presion de referencia, que
vale

Pr = 20x10° Pa. (98)

El nivel de presion sonora se expresa en decibeles, unidad abreviada dB. Un in-
cremento de 1 dB no representa un incremento fijo de la presion sino un aumento rela-
tivo de aproximadamente 12,2%.

El valor de P,.rse ha elegido porque coincide con el umbral de audicion normal
para 1 kHz, lo cual implica que un sonido de 1 kHz se puede percibir, en promedio,
cuando L, > 0 dB. En la Tabla 2 se dan valores tipicos de la presion eficaz sonora y del
L, para algunos sonidos habituales.

NOTA: Una razon que se suele aducir para el uso de la escala logaritmica en decibeles
es que “la respuesta del oido a las intensidades es logaritmica. ” Esto, segiin veremos,

' Si bien la simbologia natural en castellano para nivel de presién sonora seria NPS, o eventualmente
N, internacionalmente se utilizan simbolos provenientes de abreviaturas en inglés. Este texto se ad-
hiere a la simbologia normalizada internacionalmente por ISO (Organizacion Internacional de Nor-
malizacion) e IEC (Comision Electrotécnica Internacional).
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no es cierto, ya que la percepcion de la sonoridad sigue una ley aproximadamente po-
tencial, con exponente 0,6.

Tabla 2. Presion eficaz sonora y nivel de presion sonora para algunas

fuentes sonoras, ambientes y situaciones acusticas tipicas.

FUENTE P, [Pa] L, [dB]
Umbral de dolor 20 120
Discoteca a todo volumen 6,3 110
Martillo neumatico a 2 m 3,6 105
Ambiente industrial ruidoso 0,63 90
Piano a 1 m con fuerza media 0,20 80
Automovil silencioso a 2 m 0,063 70
Conversacion normal 0,020 60
Ruido urbano de noche 0,0063 50
Habitacion interior (dia) 0,0020 40
Habitacion interior (noche) 0,00063 30
Estudio de grabacion 0,00020 20
Cémara sonoamortiguada 0,000063 10
Umbral de audicién a 1 kHz 0,000020 0

Si bien el transductor basico utilizado en los sondometros o medidores de nivel so-
noro, es decir, el microfono, produce una tension eléctrica proporcional a la presion
sonora, en la practica la medicion siempre se expresa en decibeles. Si se requiere cono-
cer el valor de la presion eficaz sonora propiamente dicha, debe despejarse de la defini-
cion:

Ly

Py = P 1020, (99)

Ejemplo 1: Calcular la presion sonora, la velocidad y el desplazamiento maximos de las
particulas, la densidad media de energia y la potencia acustica que atraviesa una super-
ficie de 1 cm” en el caso de una onda sonora senoidal unidireccional de 70 dB y 1 kHz.

En primer lugar calculamos la presion eficaz sonora:

70

Py = 20x107°1020 = 0,06324 Pa.

Por ser la onda senoidal, la presiéon maxima es
Puix = 2Py = 008944 Pa.

La velocidad maxima se obtiene dividiendo por la impedancia acustica especifica. A 20
°C resulta:

S 0,08944 Pa ~

max 3
PoC 1,199 kg/m> x 344,03 m/s

0,2168 mm/s.
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Para calcular el desplazamiento maximo, tenemos en cuenta que si

ut) = Uyax sen o,
entonces, integrando,
() = —Mcosmt.
®
Resulta
Y i = 0,2168 mm/s = 0,0345um.

max 21tx1000 Hz

Vemos claramente que tanto la velocidad de las particulas como su desplazamiento son
muy pequenos.
Para el calculo de la densidad de energia aplicamos la ecuacion (77):

2
D = (0,09844 Pa) = 0,06829 W/m?>.

1,199 kg/m> x (344,03 m/s)>

Por ultimo, la potencia acustica se obtiene mediante (78):
W = 0,06829 W/m> x344,03 m/sx0,0001m> = 2349 nW.

La abertura del oido humano tiene un area aproximada de 1 cm? por lo cual ésta es la
potencia acustica que recibe al escuchar un sonido de 70 dB.

Noétese que esta potencia no puede compararse directamente con la potencia tipica
de un equipo de sonido, por ejemplo 50 W, por dos razones. En primer lugar, la poten-
cia especificada en ese caso es la potencia eléctrica entregada al altavoz. Como los alta-
voces tienen muy bajo rendimiento (tipicamente 2 %), so6lo una fraccion pequena de la
potencia eléctrica se convierte en potencia sonora. Por otra parte, la potencia total ra-
diada se distribuye en un area mucho mayor, y s6lo una porcién muy pequefia llega a
atravesar el area indicada de 1 cm”.

2.7. Oscilaciéon forzada de un tubo cilindrico cargado con Z,,

En el caso analizado anteriormente habiamos supuesto que la presion sonora en el
extremo abierto era 0. En la realidad, la onda que llega al extremo del tubo perturba el
aire exterior, haciendo que la presion sea distinta de 0. Una forma de tener en cuenta el
efecto del extremo abierto es suponer que el tubo estd cargado por una impedancia
acustica especifica Z,., como se ilustra en la figura 11. El caso ideal corresponderia a
Z4e = 0.

I '=> Zae
x=0 x=1L

Figura 11. Tubo cilindrico de longitud L cargado con una impedancia
acustica especifica Z,.
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Igual que antes, consideraremos una excitacion exponencial compleja de veloci-
dad:

u©,f) = Ue’®, (100)
La carga en el extremo del tubo impone una nueva condicioén de contorno en x = L:
B(L) = Z,U(L), (101)

donde P(L) y U(L) son los fasores de la presion y la velocidad en x = L.
La solucion sera de la forma

. MO
—X j—x

J - .
px,t) = |Pe ¢ + Pe ¢ |/, (102)

que corresponde a dos ondas exponenciales complejas que se desplazan en sentidos
opuestos. Las condiciones de contorno en x = 0 y en x = L permitiran definir las cons-
tantes P; y P,. Para obtener la expresion de la velocidad podemos utilizar la ecuacion
(35), derivando p(x, t) con respecto a x, dividiendo por —p, e integrando con respecto a
t. Resulta

. .
—j—x

1 J J=x |
u(x,t) = —|Pe ¢ — Pe ¢ |e/™. (103)

o€

Apliquemos ahora las condiciones de contorno (100) y (101):

P, — Py = pocU, (104)
=L —j—L
Be ¢ + P ¢
poc 25— = 7, (105)
—j—L i—L
Pe ¢ - Pec
Reordenando,
() ()
J—L Z —-j—L V4
Be ¢ [l + | 4+ Pe ¢ |l -—%]| = 0. (106)
Poc Poc

Las ecuaciones (104) y (106) constituyen un sistema del que pueden despejarse P y Px.
Reemplazados sus valores en (102) resulta

O] .®
(1+_2h@]ejc@_x) _ [1__2h@)e_Jc@_x)
pocU e/® Po¢ Po€ .07

® ®

) 2L

1+@ejc + 1—@ejc
Po€ PoC
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Veamos algunos casos particulares. Si Z,, = poc, es decir, si el extremo del tubo se
acopla a otro tubo de igual seccion pero semiinfinito, los segundos términos del nume-
rador y del numerador se anulan, obteniéndose la respuesta que predice la ecuacion (50)
para ¢ grande (en este caso A(f) = U e7®). Si Z,. = 0, situacion correspondiente al tubo
abierto ideal (es decir, tal que la presion se anula efectivamente en el extremo), se ob-
tiene la respuesta obtenida en la ecuacion (67). Si Z,, = e, que corresponderia a un tubo
cerrado por una terminacion perfectamente rigida se obtiene una respuesta similar a la
(67), intercambiando el seno y el coseno. Por ultimo, si suponemos la verdadera impe-
dancia de radiacion en el extremo del tubo, que en baja frecuencia puede aproximarse

1
por'’

Zy = pocj20613a. (108)
c
donde «a es el radio del tubo. Entonces, para muy baja frecuencia (longitud de onda mu-
cho mayor que a)"® vale

w
7 +720,613a
1+ Zae — 1+ ;%06134 = ¢ (109)
pOC C
Entonces la solucion (100) se reduce a
2L + 06134 - x) %L + 06134 - x)
. C — C
px,t) = pocUe/™ ¢ ¢ : (110)
2L + 0,613a) %L + 0,6134)

e ¢ + e ¢

Es decir, el tubo se comporta como si tuviera una terminacion ideal (Z,, = 0, lo cual
implica que p(L, t) = 0) pero con una longitud efectiva algo mayor que la real:

Leeer = L + 0,613 a. (111)
En el caso en que el tubo termina al ras de una superficie perpendicular de dimensiones

mayores que la longitud de onda (tubo con pestaria), la impedancia acustica especifica
en muy baja frecuencia se aproxima por'’

Zow = pocli® _ 5 ¢ i%08494. (112)
3n” ¢ c
con lo cual la longitud efectiva sera
Lefee: = L + 0,849 a. (113)

Estas expresiones permiten obtener aproximaciones mucho mejores cuando se aplican
formulas sencillas.

Puede obtenerse otra férmula alternativa para p(x, ) mediante la formula de Euler
para la exponencial compleja:

7" Ver capitulo sobre Electroaciistica.
'® Para lograr un error menor del 1 % debe ser A > 364
" Ver capitulo sobre Electroactistica
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zww{f@—A)+jp&m{f@—w)

oL : )
poccosj + JZg4 senT

px.t) = pocUe/™ (114)

La velocidad de las particulas se obtiene derivando con respecto a x, integrando con
respecto a ¢ y dividiendo por —p,. Resulta:

pwa{f@—0)+jzwm{f@—w)

oL : )
poccosj + JZ4 senj

u(x, 1) = Ue/™ (115)

Finalmente, a partir de las ecuaciones anteriores se obtiene la impedancia acustica
especifica:

zwm{f@—A)+jpww{f@—w]
oo cos(‘: (L- x)) s sen(‘: (- x))'

Zae(x) = Po¢ (116)

2.8. Potencia acustica entregada a un tubo cilindrico cargado con Z,

Calculemos ahora la potencia actustica suministrada por el piston al tubo cargado
con una impedancia acustica especifica Z,.. Para ello particularizaremos (114) y (115)
para x = 0 y aplicaremos la ecuacion (99). Tenemos, primeramente,

. ) Z e coswcL + JPoC sen(DCL
p0,H)u (0,1) = poclU : (117)
PoC cosm—L + JZ4 senw—L
c c

Para encontrar la parte real debemos tener en cuenta que Z,. es en general compleja, por
lo que la representaremos como

Zee = Poc (R + jX) (118)

Reemplazando en (117) y tomando parte real obtenemos

2
I = pocU R . (119)

2 2 2
cosm—L — Xsenw—L + | R senm—L
c c c

La potencia se determina, por ultimo multiplicando la intensidad por el area de la sec-
cion transversal, 4 = na’.

A modo de ejemplo, consideremos que Z,. es la impedancia de radiacion del ex-
tremo abierto de un tubo sin pestaia. Segiin puede demostrarse (ver el capitulo sobre
Electroactstica), en la region de baja frecuencia vale
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2
Zy = poc 0,250(%) + 06132 (120)
C C
Reemplazando,
wa 2
o)
W = puc ¢ (121)
2 2
(coswL - 0,6130)asen(0L} + O,ZS(MJ S nm—L
C C C C C

Ejemplo 2: Un tubo de 1 cm de radio y 1 m de largo es excitado en uno de sus extremos
por un piston que vibra a 250 Hz con una velocidad maxima de 1 mm/s. Determinar el
nivel de presion sonora en la superficie del piston y la potencia sonora radiada en el
extremo libre.

Conociendo la velocidad del piston podemos obtener la presion sonora mediante la
ecuacion (114)enx =0

cos‘”—L _ COS2n><250Hz><1m 01456012
c 344 m/s
sen‘”—L _ Sen2n><250Hz><1m 09893434
c 344 m/s
De (120),
2
7. = 4128|025 2mx 250 Hzx 0,01 m N j0’61321t><250Hz><0,01m
344 m/s 344 m/s

Z,e = (02152 + j11,5548) rayl

Reemplazando en (114) resulta,
P0) = (0,01548 + ;3,4779) Pa

Esta presion esta practicamente en cuadratura con la velocidad del piston, por lo cual el
campo es practicamente reactivo.
El valor eficaz,

P, = M = 24593 Pa,

ef \/E

permite determinar el nivel de presion sonora resulta

P
L, = 20log=L = 1018dB
Pref
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Para el calculo de la potencia radiada tengamos en cuenta que, dado que dentro
del tubo no hay pérdidas, la potencia media que escapa por el extremo abierto debe ser
igual a la que entrega el piston, que estd dada por (121). Reemplazando valores,

W = 2,431 nW.

Esta potencia tan pequena se debe a que un objeto pequefio con respecto a la longitud de
onda como es el extremo de este tubo constituye un radiador sonoro muy ineficiente.

2.9. Ecuacion de onda en un tubo de seccion variable [3]

El caso de un tubo cilindrico analizado anteriormente tiene interés en varias situa-
ciones, por ejemplo en el caso de las guias de onda acusticas o en el de algunos instru-
mentos musicales de viento como el 6rgano, la flauta o el clarinete. En muchas otras
aplicaciones es interesante analizar tubos de seccion variable.

Consideremos entonces un tubo cuya seccion transversal es 4(x) como el indicado
en dos instantes de tiempo en la figura 12. Nuevamente, las dos regiones sombreadas
corresponden a la misma porcion de gas. En la parte superior de la figura se representa
la situacion de equilibrio, es decir, en ausencia de perturbaciones. La presion total es
constante e igual a la presion atmosférica, P,. En la parte inferior la porcion de aire se
ha desplazado una distancia y y se ha descomprimido desde un espesor Ax a uno Ax +
Ay. Mientras tanto, la presion sufrio un incremento p en la cara izquierda y p + Ap en la
cara derecha, y la secciéon cambi6 de 4A(x) a A(x + y). 20

Ax
/:4' (x) \ o
P P,
x x+Ax

Ax + Ay

P,+p+Ap

x+y+Ax+ Ay

Xty

Figura 12. Un tubo de seccion variable en dos instantes de tiempo di-
ferentes. Arriba, en estado de equilibrio. Abajo, un pequefio volumen
de aire se ha desplazado y expandido.

? A diferencia del caso anterior, en el que la seccion era constante, es decir A(x) = 4, ahora las secciones
a uno y otro lado de la porcion analizada son diferentes (por ejemplo, A(x) y A(x + Ax) en la situacion
de equilibrio). Sin embargo, dado que haremos tender Ax a 0, la diferencia no sera importante. En
cambio si es importante diferenciar A(x) y A(x + ), ya que y, pese a ser pequeiio, no tendera a 0.
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Apliquemos ahora la segunda ley de Newton a la porcion de aire. En este caso la
masa es p, 4(x) Ax. La fuerza neta que actua en la direccion del movimiento puede cal-
cularse a partir de las presiones del lado izquierdo y derecho:

(Potp)Ax+y) — (Potp+Ap)Ax+y) = —ApA(x+y).

Dado que normalmente y es pequefio, puede aproximarse A(x + y) mediante un desarro-
llo de Taylor de primer grado:

Ax+y) = Ax) + A (x)y. (122)
Entonces la fuerza neta actuante vale
—ApA(x+y) = -Ap[Ax) + A(x)y]
Aplicando la ley de Newton,
—Ap [Ax) + A®)y] = poAX) Ax -y

Dividiendo por A(x) y por Ax y pasando al limite cuando Ax — 0, se obtiene

— Px |:1 + J’:| = Po V- (123)

Esta ecuacion diferencial en derivadas parciales es a coeficientes variables, lo cual
complica su resolucién. Si y es pequeiio (lo cual sucede para sonidos no muy intensos,
como se vio en el ejemplo de la seccidon 2.6) el incremento relativo del area entre x y
x +y es despreciable’' y entonces se puede aproximar por

~Px = Polir (124)

Ahora debemos particularizar a este nuevo caso la ecuacion de la compresion adiabatica
(ecuacion 3). Igual que antes, dP=p, P=P, El volumen inicial sera ahora
V(x) = A(x)-Ax y el incremento de volumen

dV = A(x+y)(Ax+Ay) — A(X)-Ax
dV = [Ax) + A’(x)y] - (Ax+Ay) — A(X)Ax.

Reemplazando en (3),

p v [A6) + aGylay + Alyar

P, A(x) Ax

Pasando al limite cuando Ax — 0, resulta,

! En efecto, supongamos una bocina cénica que se expande con un angulo de 45° (es decir  22,5°). Se

verifica facilmente que, en ese caso, A’(x)/A(x) = 2/x. Si consideramos un nivel bastante intenso para
el que y =1 um, y ademas x = 0,1 m, entonces el error corresponde a 2y/x = 2x10™ = 0,002%.
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é = —ﬁ[[A(X) + AE)yly, + 4y ]

Aqui podemos efectuar la misma aproximacion anterior, es decir 4°(x) y << A(x), ya que
el incremento relativo de area es muy pequefio para un desplazamiento tan pequeiio
como lo es y para intensidades moderadas. No seria valido, sin embargo, despreciar
A’(x) y frente a A(x) y,. Resulta, finalmente

PL; - _ﬁ[A(x)yx + A'(x)y],
es decir
P% = —ﬁ[fl(x)y]x- (125)

Como estamos interesados en una ecuacion diferencial con la presion p(x, £) como
unica incognita, debemos ahora eliminar la incégnita y de las ecuaciones (124) y (125).
Para ello derivamos la (125) dos veces con respecto a z. Luego invertimos el orden de
derivacion e introducimos las derivadas temporales dentro del corchete. Como A(x) es
independiente del tiempo, dentro del corchete aparece y;,, que puede ser reemplazado
por el valor obtenido de la ecuacion (124). Resulta:

CZ

PS40 [4(x) p. ], - (126)

donde ¢* =y P./p, es, igual que antes, la velocidad del sonido al cuadrado. Esta ecua-
cidén se conoce como ecuacion de Webster, ecuacion de la corneta, o ecuacion de la
bocina. En el caso en que A(x) = A4, es facil verificar que se reduce al caso del tubo ci-
lindrico.

A modo de ejemplo resolveremos el caso de una bocina exponencial como las
utilizadas en los altavoces de compresion (compression drivers). Supondremos entonces
que

Ax) = Ad,e*", (127)

donde 4, es el area de la seccion en el origen (denominada la garganta de la bocina) y /
la longitud para la cual el area ha crecido e veces. Reemplazando en la ecuacién (126) y
operando,

1 1
_zptt = Px T ;px' (128)
C

Por la forma especial de 4(x) la ecuacion quedo reducida a una ecuacion lineal a coefi-
cientes constantes. Cuando / — o la ecuacién se aproxima a la ecuacion de onda para el
tubo cilindrico.

Igual que antes, estamos interesados en la obtencion de soluciones estacionarias,

es decir, soluciones en las que las variables se encuentran separadas en dos factores
multiplicativos:

px, ) = X(x)-1(2). (129)
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Las soluciones estacionarias forman una base de soluciones, es decir, un conjunto de
soluciones tal que cualquier otra solucion puede expresarse como combinacion lineal de
ellas. Ademas, constituyen los modos normales de oscilacion caracteristicos del siste-
ma. En este caso se cumple
1 " " 1 1
— X7 = X"T + -X'T.
c? !

Dividiendo por X T se puede expresar como

n lv
1T"_X+]X

2T X
Dado que el lado izquierdo es una funcion sélo de ¢ y el derecho sélo de x, ambos deben

ser iguales a una misma constante, que llamamos —n’:

" 1 1
i T
2T X '

Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:
™ + n2c2 T =0

(130)
1 2
X" + ;X' + N°X = 0

Su solucién puede llevarse a cabo por cualquiera de los métodos conocidos, obteniéndo-
se

T(t) = Tosen(Mct+ @) (131)

X(x) = X, e_X/ZZsen(z%anzlz—l + Wo)' (132)

Consideremos el caso particular de una bocina exponencial de longitud L, como se
muestra en la figura 13. Si suponemos que la bocina esta abierta en sus extremos, la
presion serd muy pequeiia en ellos, pudiendo considerarse nula. Esto impone condicio-
nes de contorno dadas por

pO, 5 = pL,5 = 0. (133)
para todo tiempo ¢. Esto significa que

¥,=0, (134)

2%/411212—1 = km. (135)

De esta ecuacion se pueden obtener los valores admisibles de n:
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2
1 2kml
= — 1 + , k=1,2,... 136
n 21\/ (L ] (136)

La presion sonora viene dada, entonces, por

2
_ km c 2km
1) = Pe ¥ gen |y lsen| =1+ [0 o+ . 137
plx.1) e T 5 i 0o (137)

En la parte inferior de la figura 13 se indica la distribucion de la presion sonora a
lo largo de la bocina para tres valores de k para un valor de # que hace maximo el factor
dependiente del tiempo. Las frecuencias no estan distribuidas armdnicamente, salvo en
el caso en que / >> L, es decir, cuando la bocina tiende a ser cilindrica.

L/l
Aqe

Figura 13. Arriba, una bocina exponencial. Abajo, distribucion de la
presion sonora en un instante £, para tres soluciones estacionarias con
k=1,2y3.

Se observa que la presion sonora va reduciendo su amplitud a lo largo de la boci-
na. Esto se aprovecha, en el caso de los excitadores de compresion, para reducir la pre-
sion sonora desde el valor muy elevado que produce el excitador hasta un valor apro-
piado para su radiacion.

Por ultimo, al igual que en el caso del tubo cilindrico, es conveniente expresar las
ecuaciones (124) y (125) en términos de la velocidad de las particulas v en lugar de su
desplazamiento. Para ello, en (124) reemplazamos la aceleracion por la derivada de la
velocidad, y en (125) derivamos respecto al tiempo:

Px = —Polly (138)
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pr = ——%[dAx)ul,. (139)

Para una seccion constante se reducen a las ecuaciones (35) y (36).

2.10. Oscilaciones forzadas en una bocina

Estudiaremos ahora la bocina exponencial excitada por un piston en su extremo
menor. ** Este sistema tiene interés en electroacustica, ya que es muy utilizado en el
caso de altavoces de alta frecuencia (tweeters).

Debido a la creciente complejidad de las ecuaciones involucradas, resulta preferi-
ble trabajar con exponenciales complejas en lugar de funciones senoidales reales. Una
vez obtenida una solucioén al problema que se haya planteado, puede tomarse la parte
imaginaria para tener una solucidon fisicamente significativa. Supondremos, entonces,
una excitacion senoidal de velocidad, es decir,

u©,f) = Ue’™, (140)
La forma general de la solucion estacionaria compleja es
plx, t) = Pe® TP = por P (141)
Los valores de o y B se pueden obtener de las ecuaciones (130):

B = Jnc (142)

enh? - 1), (143)

R
Il
|
l\)|._‘
~
/N
[S—
I

de donde,

—x(l + j@nn? - 1)

p(x,t) = Pe 2 e/Met (144)

Sera necesario también obtener la velocidad de las particulas, lo cual puede hacerse
apelando a la ecuacion (138) integrada respecto al tiempo, es decir:

u(x,t) = —Ljpx(x,t)dt. (145)
Po

La derivacién y la integracion son operaciones muy simples para las funciones expo-
nenciales. Resulta

~Y1 £ jenn? - 1) .
u(x,t) = —jii(l + jJenh? - l)e 21( e/Net (146)

Poc 2n!

o también, apelando a (144),

2 i . . , . .
Para poder colocar un piston manteniendo la hermeticidad seria necesario agregar un pequefio tramo
cilindrico. Este no introduce ningun efecto apreciable, debido a la reducida amplitud de oscilacion.
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u(x,t) = —]LL( + jJenh? - l)p(x,t). (147)

Poc 2n!

En el presente caso debe cumplirse (140). Igualando los segundos miembros de (140) y
(146), recordando en este ultimo caso que x = 0, resulta

, (148)

U = —J——(l + jlenn? - ) (149)

Poc
de donde

P = jpocu® ! . (150)
C

Reemplazando (148) y (150) en (144),

p(x, 1) = jp,cU e /Ot (151)

Esta expresion representa dos posibles movimientos cuasi ondulatorios™ en senti-
dos opuestos. El signo + corresponde a una onda unidireccional hacia la boca (extremo
mayor) de la bocina, en tanto que el signo — corresponde a una onda unidireccional ha-
cia la garganta (extremo menor). Solo en el caso en que la bocina es (semi) infinita-
mente larga es posible considerar una sola onda.

De (147) y (148) podemos, asimismo, obtener la impedancia actstica especifica
para una bocina semiinfinita:

: 2wl 1
Zae = JPoC . (152)

C
1_}(20)1] .
C

Igual que antes, el signo + corresponde a la impedancia que se ve hacia las x crecientes
y el signo — la observada hacia las x decrecientes.

Noétese que la impedancia actstica especifica es independiente de x pero depende,
en cambio, de la frecuencia. De hecho, la validez misma de las expresiones anteriores
estd sujeta a que

20l > c (153)

» Debido a la componente real del exponente, la amplitud de la onda se reduce al aumentar x.
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lo cual significa que el crecimiento de la bocina no debe ser demasiado pronunciado.
Recordando la ecuacion (51), que establece que la longitud de onda vale A = ¢/f, pode-
mos plantear la condicion anterior como

aml = . (154)

Para frecuencias muy altas (o longitudes de onda muy pequefias), la impedancia acusti-
ca especifica tiende a ser puramente resistiva, como sucede en un tubo cilindrico. Para
frecuencias menores, cercanas al limite anterior, es practicamente reactiva (es decir, casi
imaginaria pura). Dicho limite se denomina frecuencia de corte de la bocina y estd dado
por

c

— 155
4ml] (155)

Je =

Analicemos ahora el caso en que la bocina tiene longitud finita L. Supondremos
que la boca se encuentra a presion sonora nula, es decir,

pL,) = 0. (156)

Podemos aplicar la ecuacion (144) con n = w/c, pero dado que en este caso la bocina es
acotada, en principio coexisten las ondas en ambas direcciones. Resulta:

2 2
S PR L SEd PR (L
2] c 21 c .
e]wl

2
R = (2—(01) -1; (157)
c
entonces
X X
-=(1 - JR) -~ + JR) | .
p(x,t) = |Pe 2 + Pye 2 e/O! (158)
o bien
. . X X
J5 R Y] T jot
p(x,t) = |Pe 2 + Pe 20 |e 2¢/ (159)
Por (156) debe ser
L L
J R —-J;
Ple 21 — —Pze 21
de donde
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R
B = -Pe 2 (160a)

R
P, = Pe 2 (160b)
Resulta

jL—x L—x X
p(x,t) = Ple 2 - e 2 e 20 /Ot (161)

Aplicando (145) a (158) podemos calcular la velocidad de las particulas:

L—x L—x X
e 20 /01 (162)

J —J
LL (1+ jR)e 2 - (1-jR)e 2/

u(r,n =
J Poc 20!

Dividiendo (161) por (162) obtenemos la impedancia actstica especifica en la ubicacion
X:

jL—xR _jL—x
. 2w/ e 2 e 21
Zae = JPoC I—x L—x =
J —-J
(1+ jR)e 2 - (1-jR)e 2
sen— R
. 20l
= Jpoc — 2 — = (163)
¢ sen R + Rcos R
sen — R
= JPoC .
sen L YR o+ arctg R
21
Llamando
2
0 = arctgR = arctg 20l -1 = arccosL, (164)
c 20!/
resulta
L—x (2w 2
sen — | -1
21 c
Zye(x) = jpoC > > (165)
L—x (2w
sen —1] -1 + ©
21 c
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o bien

L—x
sen( Y tge)
Zae(x) = Jpoc I . (166)
- X
sen( tg0 + 9)

2.11. Oscilaciones forzadas en una bocina cargada con Z,,
Consideremos ahora una bocina cargada en su boca con una impedancia acustica

especifica Z,., por ejemplo la impedancia de radiacion (figura 14). Nos proponemos
calcular la impedancia actstica especifica que presenta la garganta.

M

u(0, f)y —>{ p(0, #) ull, ) > => 7,
x=0 \
x=1L

Figura 14. Bocina exponencial de longitud L cargada con una impe-
dancia acustica especifica Z,,.

La presion sonora en cualquier posicion x viene dada por

X X
-=(1 - jR) -~ @0+ jR)| .
p(x,t) = |Pe 2 + Pye 2 e/ (167)

donde R es el definido en (157). Nuevamente aplicando la ley de Newton (145)

X

X X
-~ (1-JR) -=(1+,R) | .
u(x,t) = ,1 | B@1-jR)e 2 + P(1+ jR)e 2 e/t (168)
Jjpoc 20!
La impedancia actstica vista desde una ubicacién x es
iy R ~i R
. 2wl Pe + Pe

Zae®) = Jpoc™ ‘ : (169)

R _x
Pl(l—jR)ejzl + Py(1+ jR)e 2

La condicién de contorno en la boca establece que Z,.(L) = Z,., de donde pueden escri-
birse P; y P, en funcidn de una unica constante P:
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Z -J ;R
P = P(—jz—ml + 29 (1+ jR)|e "2, (170)
c PoC
20l Z R
P = P[ji ~ Zae (1— jR)|e 2 (171)
c PoC
Sustituyendo en (167)
(200 |z R
p(x,f) = Pe/®e 2 [—ji + —ae(l+jR)Je 2L 4
c PoC
(172)
L—x
Z J R
+ [JZ_O)I _ ﬂ(l—jR)]e 21
c PoC
Llamando, como antes,
0 = arccosL,
2m!

podemos, luego de operar algebraicamente mediante la igualdad de Euler, reescribir la
ecuacion (172) en la forma mas compacta que sigue:

X
p(x,t) = 2P2—O)lej(°te 211 —sen L_xtge + j@sen 0 — L_xtge . (173)
c 21 PoC 21

Para el calculo de la velocidad de las particulas a partir de (167) procedemos en
forma similar:

P — A 200 z R
u(x,t) = —— S o0 2 (—j£+ﬂ(l+jR)}l—jR)e 2 4
Jjpoc 20/ c  P,C
(174)
200 Z SRR
(jﬂ - ﬂ(l—jR)}HjR)e 21
c P,C
Operando,
X
= 7 _ _
u(x,t) = 22—(Dleﬂme 21| - Z4€ qep L xtge + jsen[ 0 — L xtge . (175)
PoC € PoC 21 21

A partir de (172) y (174) puede calcularse la impedancia acustica especifica:
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7 _ _
ae sen(e - LZIxtge) + jsen(LZIxtge)
Zao(®) = poet . (176)

Poc L—x Z L—x
sen| 0 + tg® | + j—%sen tg0
21 PoC 21

Si suponemos el caso ideal en el que la impedancia de radiacion Z,, es 0 (presion
nula en la boca), esta ecuacion se reduce a la (166). Si se hace tender / a < (es decir, la
bocina se vuelve cilindrica), se obtiene el mismo resultado de la ecuacion (116). Si la
impedancia de radiacion es poc, lo cual se verifica aproximadamente en alta frecuen-

cia,24
sen[e — Lz_lxtge] + jsen(Lz_lxtge]

Zae(x) = poc I I . (177)

sen| 6 + _xtge + jsen _the

21 21

2.12. Potencia acustica entregada a una bocina cargada con Z,,

Calcularemos ahora la potencia acustica suministrada por un piston en la garganta
de una bocina cargado con una impedancia actstica especifica Z,, cuando el piston se
mueve con velocidad

u0,7 = Ue'™. (178)

Para ello particularicemos primero (173) y (175) para x = 0:

; Z
p(0,1) = 2P2—0)lejwt —sen £tge + j—%sen| 0 — £tge , (179)
c 21 PoC 21
; Z
u(0,t) = 22_0)[6103, ——%€ gen £tge + jsen| O — £tge : (180)
PoC € PoC 21 21

La constante P se obtiene igualando (180) y (178)

c U
4(’)l—@sen £tg@ + jsen| 0 — £tg@
PoC 21 21

Ahora aplicaremos (96) para el calculo de la intensidad media. Para ello obtenemos

—sen(letge) + jZaesen(G - 2thg9)
20,0 u"(0,1) = pycU? Poc .

Z
— € gen £tge + jsen| 0 — £tge
PoC 21 21

24 . . .
Las bocinas se utilizan generalmente en el rango de alta frecuencia
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Debemos calcular la parte real, para lo cual conviene representar Z,, segin (118),

Zie = PoC (R + jX).

Reemplazando y operando se obtiene la potencia acustica, luego de multiplicar por el
area de la garganta:

R|sen? £tge + sen’ 9—£tg9
U? 21 2
W = p,c A . (183)

2 °° 2
R? sen’ £tge + | X'sen £tge — sen 9—£tg9
21 21 21

Alternativamente, puede expresarse como

2
W= pocUTAoRe(Zae(O)). (184)

Para [ — oo, es decir, cuando la bocina se reduce a un tubo cilindrico, se verifica

Ligo 12, (185a)
21 c

06— —, 185b
5 (185b)

por lo cual el resultado concuerda con el obtenido en la ecuacion (119) para el tubo de
seccion uniforme cargado con Z,,

Dado que para alta frecuencia la impedancia acustica especifica de radiacion tien-
de a poc, podemos reemplazar R =1y X=0 en (183), en cuyo caso la potencia se redu-
cea

2
wo= pocUTAO. (186)

Ejemplo 3: Una bocina exponencial tiene 1 cm de radio en la garganta y 7 cm en la
boca, siendo la longitud de 20 cm. La garganta es excitada por un piston que vibra a
2000 Hz con una velocidad maxima de 1 mm/s. Determinar la frecuencia de corte de la
bocina, la amplitud de la oscilacion, la impedancia acustica especifica vista por el pis-
ton, el nivel de presion sonora en su superficie y la potencia sonora radiada por la boca.

En primer lugar calculemos la constante /:

L L _ 0,2 m — 0,05139m
In(A(L)/ A(0)) 2In(ay /ay) 2 In(0,07/0,01)

La frecuencia de corte vale, segin (155)
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La amplitud de oscilacion se obtiene integrando la velocidad U sen(27f ¢):

Yy = v = 0,001 m/s = 79,6 nm.
2nf 212000 1/s

Para calcular la impedancia acustica especifica tengamos en cuenta que en la region de
alta frecuencia vale, para un tubo con pestafia® (ver capitulo sobre Electroacustica)

Esta formula se aplica con el radio de la boca (@ = 0,07 m):

Z,e = poc(l + j0,24968).

ae

0 = argcos ¢ = 14368
4Anfl

tg® = 7,4203
Reemplazando en (176) para x = 0 resulta
Zae(0) = (39322 + j95373)rayl = pyc(0,9498 + ;0,23037).

La presion sonora en la superficie del piston se obtiene multiplicando la velocidad por la
impedancia:

P = U Zae(0) = 0,001-(39322 + ;j95373)Pa = (039322 + ; 0,095373)Pa.

Ignorando la fase, la amplitud de la presion se calcula como el moédulo del fasor y, divi-
diendo por V2 , resulta

Py = 0,28611 Pa,
de donde
L, = 83,11dB.

Por ultimo, para determinar la potencia media radiada podemos aplicar (184):

0,0012

W = 1,2x345 1x0,012%x39322 = 0,2557 uW.

25 . . . . ~ .
En este caso conviene considerar que la boca de la bocina tiene pestafia, ya que las bocinas suelen
estar al ras de un gabinete.
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3. LA ECUACION DE ONDA TRIDIMENSIONAL

3.1. Extension de la ecuacion de onda a tres dimensiones

Consideremos una porcién de aire con forma de paralelepipedo rectangulo de
aristas Ax, Ay, Az, ubicada en la posicion (x, y, z), tal como se indica en la figura 15.

z
z+ Az
z
\ >
< Iy AyAz —» e— (p + pAV)AYAZ
— pAy PAX)Ay
\\Q./ Ax
L
Yyt Ay

x+mx& \y
: ]

Figura 15. Porcion de aire sujeta a desplazamientos y compresiones y
detalle de las fuerzas en direccion x.

N\

La fuerza ejercida en la direccion x se debe a la diferencia de presiones sonoras en
las caras perpendiculares al eje x, es decir,?

Ay = p(x,y,z, DAYAz — p(x +Ax, y, z, ) AyAz.
Podemos escribir, utilizando un desarrollo de Taylor de primer orden
px+Ax,y,z,t) = px,y,z,t) + pdx,p,z1t)Ax,
de donde
Ay = pAAz — (p + pAX) AyAz = —p AxAYAz .

Anélogamente para las otras componentes, de donde

f = (ﬂaﬁ’aﬁ) = _(pmpy,pz) AXAyAZ = —Vp AXAyAZ,

donde V es el operador gradiente. Por segunda ley de Newton, Esta fuerza debe igualar
a la masa por la aceleracion, que calcularemos como derivada temporal del vector velo-
cidad u, de modo que

26 . . . . T
Utilizamos tipografia en negrita para los vectores, correspondiendo en ese caso los subindices, tam-
bién en negrita, a las componentes.
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-Vp AxAyAz = pAxAyAz u; .
Simplificando y pasando al limite
—Vp = pou;. (187)

Nota: En realidad el paralelepipedo que originalmente se encuentra en (x, y, z), en un
instante cualquiera se encuentra en una posicion diferente, por ejemplo (xj, v, z1). La
velocidad puede entonces interpretarse de dos maneras: como la velocidad de las parti-
culas que se encuentran en ese momento efectivamente en (x, y, z) o como la velocidad
de la porcion original de aire, que ahora esta en (xj, y1, z;). Para la validez de la ley de
Newton corresponde esta segunda interpretacion, lo cual complicaria la ecuacion (187),
ya que al ser

u = u(x(®), (1), 2(0), 1),

una funcion de una sola variable, ¢, su derivada debe calcularse como

du dx dy dz
T Mt M My

. 188
X g va T " (188)

En esta ecuacion se ha distinguido la derivada total con respecto al tiempo de u (como
funcion vectorial de una sola variable, 7, ya que es la velocidad de una tnica porcion de
gas) de la derivada parcial con respecto al tiempo (como funcion de las variables x, y, z,
t). Para niveles de presion sonora no demasiado altos, los tres ultimos términos son des-
preciables. En efecto, si suponemos una onda plana progresiva en direccion x dada por

ux,y,z) = (Usen(kx — wt), 0, 0),

donde k& = w/c, resulta

x() = %cos(kx—(ot)

duy
dt

= —wUcos(kx —mt) + kU cos(kx — ot)U sen(kx — mt).

El segundo término sera despreciable siempre que kU << m, es decir,

U << c.

Para una onda plana,

por lo cual debe ser

P << p002 = YP,,

que corresponde a un nivel de presion sonora de 194 dB. Mucho antes de esto aparecen
fendmenos no lineales que restan precision a la ecuacion de onda, por lo cual podemos
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garantizar que la ecuacion (187) es una aproximacion valida para todas las aplicaciones
practicas habituales.

Dado que la porcidon de gas original sufrird posiblemente compresiones y expan-
siones, debemos ahora obtener una segunda ecuacion que vincule la presion y la veloci-
dad contemplando la elasticidad del medio. Llamemos X, Y y Z al desplazamiento que
experimenta el paralelepipedo. Notemos que este desplazamiento sera finito, en tanto
que el tamato del paralelepipedo (dado por Ax, Ay, Az) se hara tender a 0. Tendremos

X = Y(x,p,210)
Y = Y(x,3,20) (189)
Z Z(x,y,2, 1)

Si las dimensiones iniciales son Ax, Ay, Az, las nuevas dimensiones estaran dadas por

Axp = Ax + XiAx = Ax(1 + X))
Ayy = Ay + Y Ay Ay(1 + 7)) (190)
Azy = Az + Z. Az = Az(1 + Z)

El volumen inicial sera
AV = AxAyAz,
y el nuevo volumen,
AVy = AqAviAzy = AxAYAz (1 + X)) (1 + 1)) Az(1 + Zo)

Para frecuencias y niveles de presion sonora moderadas la longitud de onda es grande
comparada con la amplitud del desplazamiento por lo que X, Y,, Z. <<'1, de donde

AV, = AedyAz (1 + X, + Y, + Z2) .
El incremento de volumen esta dado, entonces, por
AV — AV = AV(X, + Y, + Z.).
Derivando con respecto al tiempo y conmutando el orden de derivacion,
(AVy = AV), = AV ((ux)x + (uy), + (u).) = AVdiv(u) (191)
donde div(u) es la divergencia de u. Dado que el primer miembro representa el caudal
que sale del volumen AV, esta ecuacion es una version microscopica del teorema de

Gauss (o teorema de la divergencia).”” Esta ecuacion suele llamarse ecuacién de conti-
nuidad.

*" El teorema de la divergencia establece que
[Ty divwy dv = llsu.nds,

es decir, la integral de volumen de la divergencia de un campo vectorial es igual al flujo de ese campo
a través de la superficie
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Completemos el analisis aplicando la ecuacion de la compresion adiabatica:

dP v

P V
En nuestro caso, dV=AV,—-AV, V=AV, dP=p y P=P,, de donde

ro_ _ AN -AY
P, AV
o, de (191),
pe = —YPodiv(u) (192)

Las ecuaciones (187) y (192) contienen dos incognitas, p y u. Podemos eliminar u deri-
vando (192) con respecto al tiempo y reemplazando en ella (187). Resulta

/A
Py = Y_Ole(VP)a
Po

es decir, la ecuacion de onda tridimensional,

P = CZ (pxx + pyy + pzz)a (193)

donde, igual que en el caso unidimensional del tubo,

¢ = 0 (194)

es la velocidad de propagacion de la onda.

3.2 Soluciones de la ecuacion de onda tridimensional

A diferencia de la ecuacion de onda unidimensional, para la cual es posible dar
una sencilla solucion general en la forma de dos ondas que se propagan en direcciones
opuestas, la ecuacion tridimensional no admite una solucion general a menos que se
agreguen hipotesis especificas sobre la naturaleza del campo sonoro, tales como condi-
ciones de simetria sugeridas por la naturaleza fisica del problema, o condiciones de
contorno impuestas por la presencia de elementos tales como paredes, absorbentes, etc.

Analizaremos asi algunos casos particulares, como las ondas planas, las ondas
confinadas al interior de un recinto con paredes planas, las ondas esféricas y algunas
ondas con simetria cilindrica.

3.2.1 Ondas planas
Una onda es plana cuando la presion sonora es, en todo momento, constante sobre

planos paralelos. Es facil ver que existen soluciones en la forma de ondas planas. Para
ello basta analizar el caso particular en el que
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p(xbyoza Z‘) = pl(xa t)- (195)

Dado que en este caso la presion es independiente de y y z, resulta constante sobre pla-
nos perpendiculares al eje x. Ademas, es inmediato que

py = p: = 0,
por lo que bastara que p satisfaga la ecuacion
_ 2
ptt = C pxxa

que es una ecuacion de onda unidimensional. Resulta asi la solucién general
px,y,z, 1) = glx+ct) + h(x—co), (196)

lo cual implica que la onda esta formada por dos ondas que se propagan en la direccion
del eje x. Todos los andlisis antes realizados para las ondas unidimensionales son trasla-
dables directamente al caso de ondas planas.

Es evidente que también son posibles ondas planas en las direcciones y y z, pero
ademas cualquier otra direccién admite la existencia de ondas planas.?®

3.2.2 Solucion de la ecuacion de onda con condiciones de contorno

Consideremos un recinto rectangular limitado por paredes perfectamente rigidas
como se indica en la figura 16. Al ser las superficies rigidas, la velocidad de las parti-
culas en direccion perpendicular es nula por lo cual, de (187) se concluye que las deri-
vadas parciales también son nulas, resultando las siguientes condiciones de contorno

px(O)ya Za t) = px(anya Z) t) = 0
py(xa 07 Z, t) = py(xa Lya Z, t) = 0 (197)

pZ(xa y> 0> t) = pZ(x’ ya LZ’ t)

0

Figura 16. Recinto rectangular para el calculo de soluciones estacionarias.

28 . o . .
Esto se debe a que el aire es isotropico, pero ademas resulta del hecho de que el operador laplaciano,
P + Py + p.., esinvariante ante traslaciones y rotaciones
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Igual que en el caso del tubo unidimensional, planteamos la busqueda de soluciones
estacionarias, es decir, de la forma

px,y,z,t) = PX(x)Y(y) Z(z) T(¢). (198)

Sustituyendo en la ecuacion de onda

X'YZT + XY'ZT + XYZ'T = LZXYZT”.
c
Dividiendo porp=XY Z T,
X +Y—+Z—:LT—. (199)
X Y  Z 2T

Dado que el primer y segundo miembro dependen de variables independientes distintas,
la tinica posibilidad es que ambos sean constantes. Llamando —1* a esa constante resulta

T" + 0T = 0 (200a)

Andlogamente, dado que la suma de tres funciones de distintas variables independientes
es constante, la unica posibilidad es que las tres sean constantes. Resulta, asi,

X" + X =0 (201b)
Y" + n’Y =0 (201c¢)
Z" + n2Z =0 (201d)

donde las constantes M, 1,, y 1. deben satisfacer, ademas,

ne + S +nt = (202)

Las ecuaciones (200) se resuelven mediante funciones senoidales:

X(x) = sen(Mx + @) (203a)
Y(y) = sen(My + @) (203b)
Z(z) = sen(Nz+ @) (203c)
() = sen(n.cy + V) (203d)

Las condiciones de contorno (197) imponen que

X'(0) = X'(L) = 0
Y(0) = Y',) = 0
Z'0) = Z'(L) = 0

Tomando, por ejemplo, la primera, resulta
cosM0 +¢,) = 0
cos(MLy + @) = 0,

de las que se obtiene
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o = 0
T'lex = T,

donde n, es cualquier entero. Reemplazando en (203) y en (195), se concluye que

2 2 2
n,m n,n n,m n n n
X2 COS—— y COS—2—z senTic, |—X— + — L. (204)

+
L, L, L, L?* L L2

p(x,y,z,t) = Pcos

En la dependencia temporal se ignoro la fase pues s6lo representa un retardo constante.
Cada terna (ny, n,, n.) determina, asi, un modo normal de oscilacion. La dependencia del
espacio es, en cada direccion, cosenoidal, con méximos sobre las paredes del recinto. La
dependencia temporal es una senoide con frecuencia

y2 +.”x2 . (205)
L2 L,

Para el analisis de las ecuaciones anteriores conviene clasificar los modos norma-
les en tres categorias: los modos normales axiales, en los cuales s6lo uno de los tres
numeros 7, ny, 1. es no nulo, los modos normales tangenciales, caracterizados por tener
s6lo dos de los nimeros no nulos, y los modos normales oblicuos, en los que ny, ny, n.
son todos diferentes de 0.

Cada modo axial equivale a dos ondas planas progresivas que se mueven en senti-
do opuesto en la direccion de uno de los ejes. La superposicion de ambas ondas planas
da una onda plana estacionaria, en forma similar al caso de un tubo. En la figura 17 se
muestra el ejemplo en que n, =0, n, = 1 y n. = 0, denominado modo (0,1,0), habiéndose
indicado la distribucion de presiones a lo largo del eje y en dos instantes determinados
(t= 0y t>0). Dado que se trata de ondas planas perpendiculares al eje y, la presion
sonora es constante sobre planos paralelos al plano x-z. Sobre uno de dichos planos,
ubicado en y = L,/2, la presion es siempre nula. Dicho plano se denomina plano nodal.

Los modos tangenciales corresponden a la superposicion de cuatro ondas planas
que se mueven en forma oblicua pero perpendicular a uno de los ejes (aquél cuyo co-
rrespondiente entero es 0). Intuitivamente se puede pensar que es una onda que se re-
fleja sucesivamente en cuatro paredes, retornando ciclicamente a la misma posicion.
Dado que las ondas se desplazan en forma oblicua, el resultado es una onda estacionaria
pero no plana. En la figura 18 se ilustra el ejemplo en que n, =2, n, = 1 y n. = 0 (modo
(2, 1, 0)). En este caso se muestra la distribucién de presiones segun los ejes x € y. Ve-
mos que para este modo existen tres planos nodales: dos perpendiculares al eje x y uno
perpendicular al eje y.

Finalmente, los modos oblicuos corresponden a ocho ondas que se desplazan de a
pares en cuatro direcciones diferentes. El resultado es una onda compleja que aparenta
reflejarse sucesivamente en todas las superficies del recinto. En el apéndice 3 se muestra
como descomponer (204) como superposicion de ondas planas.

A diferencia de lo que sucede en un campo difuso, en una onda estacionaria co-
rrespondiente a determinado modo normal la distribucién del campo sonoro no es uni-
forme. Asi, en las proximidades de una pared, la presion sonora sera considerable,
mientras que sobre los planos nodales serd nula. En modos de alta frecuencia, en los
cuales hay numerosos planos nodales, un desplazamiento relativamente pequeio de la
cabeza puede ocasionar variaciones importantes en la sonoridad percibida. Estas irre-
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gularidades constituyen defectos actsticos capaces de afectar la inteligibilidad de la
palabra o la musica.

X p
Ly P

Figura 17. Distribucion espacial de presiones sonoras para un modo axial segun el
eje y (n,=0, n,=1, n.=0). Se muestra dicha distribuciéon para dos instantes de
tiempo. La presion es constante sobre planos verticales perpendiculares al eje y. La
linea de trazo y punto es la proyeccion de un plano nodal, es decir un plano sobre
el cual la presion sonora es siempre nula. Los signos + y — indican el signo de la
presion sonora en ¢ = 0. Medio ciclo después, los signos se invierten.

Y y

Ly n Ly
L,/2 L,/2
t=0
+ — +
X p
L,/4 3L/4 Ly P

p

P t=0
L./4

Figura 18. Distribucion espacial de presiones sonoras para un modo tangencial se-
gun el plano x-y (n, = 2, n, =1, n. = 0). Se muestra dicha distribucioén para t =0, y
sobre dos paredes: la x =0y la y=0. Para este modo hay tres planos nodales: dos
perpendiculares al eje x, y uno correspondiente al eje y. Los signos + y — indican el
signo de la presion sonora en ¢ = 0. Medio ciclo después, los signos se invierten.

Los diversos modos normales comentados en general no aparecen aisladamente
sino superpuestos, aunque es posible excitarlos individualmente mediante un tono puro
generado electronicamente cuya frecuencia coincida con el modo normal requerido.
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3.2.3. Distribucion de los modos normales

Volviendo a la ecuacién (205), la existencia de tres parametros enteros de los
cuales depende la frecuencia (ny, n,, n;) indica que la cantidad de modos normales es en
principio mucho mayor que en otros sistemas vibratorios mas sencillos, como una masa
y un resorte o un tubo. Es interesante calcular la cantidad de modos normales compren-
didos entre /= 0 y f = f,, donde f, es un valor cualquiera de frecuencia. Para ello, pode-
mos basarnos en que la expresion de las frecuencias de los modos normales de la ecua-
cioén (205) tiene la misma forma que el teorema de Pitagoras aplicado al célculo de la
distancia de un punto al origen de un sistema de coordenadas tridimensional cuyos ejes
estan graduados en frecuencia; en otras palabras, la distancia al origen de un punto de
un espacio tridimensional de frecuencias. Si llamamos a dichos ejes f,, f, y f-, entonces
los modos normales son, en este espacio de frecuencias, “puntos” cuyas coordenadas
segin esos ejes son nyc/2Ly, nyc/2L, y n.c/2L.. Pero estas coordenadas solo pueden to-
mar, como se puede apreciar, valores multiplos de ¢/2Ly, ¢/2L, y ¢/2L. respectivamente.
Cada modo normal representa, entonces, la distancia al origen de un punto de un reti-
culado en este espacio de frecuencias formado por paralelepipedos con lados iguales a
¢/2Ly, c/2L,y c/2L, (figura 19).

NE

(ny+1)c

Figura 19. En el espacio de frecuencias, un paralelepipedo de lados
¢/2Ly, c/2L, y c¢/2L, correspondiente al modo normal (ny, n,, 7).

Una vez formulada esta interpretacion, podemos considerar que los modos nor-
males comprendidos entre 0 y £, son los correspondientes a los puntos del reticulado que
se encuentran a una distancia < f, del origen, es decir los puntos dentro de un octavo de
esfera de radio f, (solo se consideran aqui los puntos del primer octante). Dado que hay
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un punto por cada paralelepipedo del reticulado y el volumen de dicho octavo de esfera
es /6, resulta que la cantidad aproximada® de modos normales entre 0 y f; es

3 3
f,” /6 4

C C
8L, LyL,

donde V' = L,L,L. es el volumen del recinto. Esta expresion confirma lo que habiamos
intuido: la cantidad de modos normales crece muy rapidamente con la frecuencia.

También resulta interesante calcular la densidad de modos normales. Para ello,
simplemente derivamos la ecuacion 206 con respecto a la frecuencia:

2

df ¢

La densidad de modos aumenta cuadraticamente con la frecuencia. Esta formula permite
obtener la cantidad aproximada de modos normales en un pequeio intervalo de frecuen-

cias [fo, fotAf]:

_ d_N B 411:Vf02
AN = i A = 5 Af . (208)

Estas expresiones no proporcionan una buena aproximacion en baja frecuencia,
donde es preferible determinar los modos directamente o por medio de un pequefio pro-
grama de computadora, para lo cual se calculan todos los modos normales hasta n,, n,,
n. = 20, por ejemplo, y luego se reordenan y separan los 100 mas pequefios.*

Ejemplo 4: Un pequefio estudio de grabacion tiene dimensiones 4 m X 3 m X 2,70 m. a)
Determinar los primeros 10 modos normales. b) Determinar cudntos modos normales
existen entre 200 Hz y 210 Hz. c¢) Determinar cuantos modos normales hay entre
1000 Hz y 1010 Hz.

a) Mediante un algoritmo implementado en una computadora a tal efecto se obtienen los
modos normales con L, =4, L,=3, L.= 2,7, obtenemos los resultados de la tabla. Los
tres primeros corresponden a modos axiales, y los otros son tangenciales excepto el mo-
do 8, que es oblicuo. Se observa que estos primeros modos normales corresponden a
frecuencias bastante bajas.

b) Podemos calcular la cantidad de modos en un intervalo de frecuencias mediante la
ecuacion (208):

2
AN = 4x%3,14%x4x3x2,7%x200 0 = 4.

3443

2 Iy . ;o . .
’ Esta ecuacion no es exacta porque una superficie esférica inevitablemente corta a algunos de los pa-

ralelepipedos por la mitad.

En un recinto extremadamente largo y angosto, como por ejemplo un tubo rectangular, puede ser
necesario que alguno de los multiplicadores n,, n,, n. sea mayor que 20. Para habitaciones rectangula-
res de proporciones usuales, el limite de 20 alcanza para cubrir ampliamente los primeros 100 modos.

30
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Modo N° n, n, n, Soeny. nz [Hz]
1 1 0 0 43,00
2 0 1 0 57,33
3 0 0 1 63,70
4 1 1 0 71,66
5 1 0 1 76,86
6 0 1 1 85,70
7 2 0 0 86,00
8 1 1 1 95,89
9 2 1 0 103,35
10 2 0 1 107,02
¢) Analogamente,
2
AN = 4%3,14x4%x3x%x2,7x1.000 10 = 100 .

3443

En la region de 1 kHz en s6lo 10 Hz hay 100 modos normales, ya que los modos se en-
cuentran mucho mas cerca unos de otros.

3.2.4. Ondas esféricas

Un caso muy importante de propagacion de ondas tridimensionales es el de las
ondas con simetria esférica. Muchos problemas complejos pueden resolverse apelando a
fuentes que cuando actan solas producen ondas esféricas. Supondremos, en este caso,
que

Py, z,0) = pir, 1) (209)

donde r es la distancia al centro actstico de la onda, que por simplicidad podemos su-
poner ubicado en el origen de coordenadas.’’ Entonces

ro= x2+y2+zz. (210)

Nos proponemos ver qué ecuacion satisface p; si la correspondiente p satisface la ecua-
cion de onda. Para ello calculamos las derivadas parciales de p a partir de las derivadas
de p;. Por ejemplo, la derivada segunda respecto a x es:

x? P2 —x?

Pxx = Pur— T Pir 3
r r

El laplaciano se calcula entonces como
2 2 2 2 2 2 2
X“+y +z 3r —( +y +Z)
Pxx t Py ¥ Pzz = Plr—— 5 T P 3 (211)

r r

Resulta, aplicando (210),

31 . ., .
En caso contrario, se puede hacer una traslacion de ejes.
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2

Pxx +pyy t Pz = Pt D1 . (212)

Por otra parte, la derivada segunda temporal de p coincide con la de p;, con lo que la
ecuacion de onda pasa a ser
2 1
Pt ;plr = 5 Pl (213)
c

Multiplicando esta ecuacion por r, en el primer miembro aparece la derivada segunda
con respecto a 7 de una funcién auxiliar » p;(r, ), mientras que en el primer miembro
aparece la derivada segunda con respecto a ¢, es decir:

o)y = 5 p1), @14)
C

Puesta en esta forma, resulta que 7 p(7, t) satisface una ecuacion de onda unidimensio-
nal, cuya su solucién es

rpi(r,t) = g(r—ct) + h(r+ct),
o bien,

g(r—ct) + h(r +ct)

r

p(r,t) = (215)

Esto demuestra que la solucion esté constituida por dos cuasi-ondas, una que se aleja del
centro y otra que se acerca, en ambos casos con velocidad c¢. Si bien la forma espacial
de la onda se mantiene aproximadamente, su amplitud decrece con la distancia. En la
mayoria de los problemas solo tiene sentido fisico la onda que se aleja, es decir,*

pirnn = EC=) 216)
r

Salvo el factor de escala 1/r, la forma de onda temporal es la misma para todas las dis-
tancias. En la figura 20 se muestran graficas de la presion sonora de un pulso en varios
instantes sucesivos.

Debido a la presencia de » en el denominador, idealmente se alcanzarian amplitu-
des infinitas en el centro acustico (» = 0), lo cual es una imposibilidad fisica. En la prac-
tica, r estd limitado ya sea por el tamafio finito de la fuente que genera este tipo de on-
das o porque en general sélo estamos interesados en el comportamiento a cierta
distancia de la fuente.

Es interesante notar que la reduccion de amplitud es no disipativa, ya que el mo-
delo subyacente en la ecuacion de onda no contempla pérdidas. Aunque aun no obtuvi-
mos una expresion de la intensidad para una onda esférica, veremos que para » grande
se aproxima a la de una onda plana. La intensidad disminuye, por lo tanto, al disminuir
la presion, pero la potencia total es igual a la emitida ya que el drea aumenta con el ra-
dio en igual proporcion.

32 . . . . , Lo
Una posible excepcion puede ser el caso de una esfera pulsante en el interior de una céscara esférica
rigida
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Figura 20. Cuasi-onda que se aleja del centro acustico manteniendo aproxi-
madamente la forma de onda espacial pero reduciendo su amplitud.

3.2.5. Oscilaciones esféricas forzadas

Podemos transponer el concepto de piston al caso de las ondas esféricas con el fin
de estudiar el comportamiento de las oscilaciones esféricas forzadas. Se trata en este
caso de una pequefia esfera pulsante de radio a cuya superficie se expande y contrae

con cierta velocidad radial (figura 21). Ello impone una condiciéon de contorno sobre la
superficie de la esfera. Supondremos como excitacién una exponencial compleja:

ua, t) = Uel ™. 217)
Si podemos encontrar la presion sobre la superficie de la esfera podremos aplicar la

ecuacion (216) para extrapolarla a todo el espacio. Para ello recordemos que, con inde-
pendencia de la naturaleza del campo sonoro, se cumple la ley de Newton en su forma

—Vp = pou,.

En este caso, por la simetria esférica el gradiente es igual a la derivada radial de la pre-
sion multiplicada por el versor normal a la superficie, n,

Vp = prn (218)
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Figura 21. Una esfera pulsante como radiador actstico.

de donde
—pr = Pollis (219)

Pero sabemos que
p(r,) = L2 (r=c) (220)
r

por lo que

_ gr—ctyr — glr—ct)
pr(rot) - ]/-2

Para el caso particular = a,

g'(a—ct) gla—ct) . ot
T = T —pouy(a,t) = —pyjoU e’ (221)

a a
Esta es una ecuacion diferencial ordinaria cuya incognita es g. Sin embargo, dado que la
variable independiente se encuentra anidada dentro de una funcién compuesta, conven-
dra trabajar con una funcion auxiliar 4(¢) dada por

h(t) = gla-—ct). (222)
Entonces
R = —cgla-cn,
de donde
m + hL;) = poj(J)Uej(m
ca a

La solucion de esta ecuacion diferencial de primer orden es de la forma

W) = He'™ (223)

Reemplazando,
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(ﬂ " i)ﬂ = pojoU,
ac a?

joa

H = pocjwa;aU (224)
— + 1
C

de donde

Podemos ahora retornar a la funcion original g reescribiendo la (222) como

g(x) = h("‘x)
C

es decir,
,U{a—xJ
J
g(x) = He ¢
Por ultimo,
Jjoa . a-r
a c j“{t+ c )
pr,t) = pOCU_—'(oae . (225)
1+ I
c

Vemos que, con respecto a la velocidad sobre la superficie de la esfera, la presion sufre
dos retardos. El primero es e’ B /C, el retardo debido al tiempo que demora la onda
en pasar de una distancia a del centro acustico a una distancia r. El segundo retardo esta
dado por jwa/c/ (1 +jwalc) y se debe a la componente reactiva del campo, ya que al
expandirse la esfera no s6lo comprime las particulas en direccion normal a la superficie
sino que ademas obliga a la capa de aire a expandirse lateralmente al aumentar el radio,
para lo cual debe entregar energia potencial elastica. Esta energia es devuelta a la fuente
cuando la capa se contrae nuevamente, de alli su caracter reactivo.

Mediante (219) podemos obtener la velocidad de la particulas, derivando p res-

pecto a r, integrando respecto a ¢ y dividiendo por —p,:

0] —
a2 1 + 2 jm[t + 4 r)
U1(I",t) = U—z—](fme ¢ . (226)
r 1 + £—

c

La impedancia acustica especifica vista por la esfera pulsante se puede obtener divi-
diendo la presion por la velocidad para » = a. Resulta:

joa
Zoe = poc+- (227)

1+ I
c
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Esta se denomina impedancia aciistica especifica de radiacion, ya que es la impedancia
que opone el aire circundante al movimiento de la superficie en el proceso de radiacion
acustica. Dado que a cualquier distancia » del origen la capa de aire esférica correspon-
diente se comporta como una esfera pulsante, reemplazando a por » en (227) se obtiene
la impedancia acustica especifica vista por la onda a la distancia 7.

Vemos que para alta frecuencia, es decir, cuando

c
0 > —,
a
o0, en términos de la longitud de onda,

A << 2ma,

la impedancia actstica especifica se aproxima a la del aire para ondas planas:
Zge = PoC. (228)

Esta situacion se da siempre que el radio de curvatura sea mayor que la longitud de on-
da. Para baja frecuencia, en cambio, la impedancia acustica especifica es casi puramente
reactiva:

Zyo = Poci—. (229)

Si llamamos Z,... a la impedancia asintdtica para alta frecuencia y Z,. a la impe-
dancia asintdtica para baja frecuencia, podemos ver que la impedancia total es equiva-
lente al paralelo de ambas:

Zae = Zgeoo Il Zyeo. (230)

Una manera alternativa de caracterizar la fuente esférica es a través del caudal to-
tal radiado (volumen por unidad de tiempo). El caudal eficaz se denomina poder de la
fuente y es un parametro mas fundamental que la velocidad, ya que admite generaliza-
cion al caso de fuentes no esféricas. Por otra parte, se puede demostrar que para cual-
quier fuente pequefia con respecto a la longitud de onda (a << A) cuya superficie vibre
toda en fase el campo lejano depende solamente del caudal total Q en su superficie
(Kinsler et al., 1995).

En el caso de la fuente esférica el caudal se obtiene multiplicando la velocidad por
el area de la esfera:

0 = 4na’U. (231)

Una ventaja de la caracterizacion a través del caudal es que para a << A/2m se puede
prescindir del tamafo de la fuente

p(r,t) = pocriﬂe]{t i CJ. (232)

Una fuente que cumple con esta condicién se conoce como fuente simple o fuente pun-
tual. Las fuentes simples son ttiles para descomponer y analizar fuentes complejas
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3.2.6. Potencia acustica e intensidad para ondas esféricas

Podemos aplicar la ecuacion (96) para calcular la intensidad acustica

jowa jor
: « o T
pu (1) = pell————"U—F——— =
2
ryoy J0e gt JWa
c c
(233)
0a 2 r joa
2 d () a
= pOCU _3 2
1 + | —
c
La intensidad media es la mitad de la parte real de la anterior:
2
wa
U? a? ( c ) Pz(r) Pz(a) a’
I(I/') = PoC —2 = pOCT = pOCTr—z. (234)

2 r 0a 2

I+ —

¢
Esta formula establece la importante propiedad de que la intensidad acustica de una
fuente esférica varia en forma inversamente proporcional al cuadrado de la distancia.

Si tenemos en cuenta, ademas, la definicidon de intensidad, podemos obtener la potencia
media que atraviesa una superficie esférica situada a una distancia » del centro:

2
W) = I(r)4m? = pocPT(a)4Tl:a2. (235)

Como era de esperar, dicha potencia resulta constante e igual a la radiada por la superfi-
cie de la fuente esférica. Ello se debe a que el modelo subyacente es no disipativo. De
hecho, la reduccion de la intensidad con el cuadrado de la distancia es compensado por
el aumento en idéntica proporcion de la superficie que la onda atraviesa.

Es interesante observar, asimismo, que la expresion de la intensidad sigue valien-
do para a — 0, es decir, cuando la fuente tiende a una fuente simple. En ese caso se
puede aproximar por

= C — .
Po ¢ 4mr? 2 4w 2

U? a2 (oa Y PoC Q2 1 ®°
I(V) = —_— 3 _ = —I
2y
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Notacién y simbologia

Simbolo

Significado

Radio de un conducto

Area de una seccion transversal

N (R

[}

Area de la garganta de una bocina

Velocidad del sonido

Diferencial de la variable a la que acompafia

Densidad de energia acustica

o

Densidad de energia cinética

SlivliwIENAD

I

Densidad de energia potencial

—_

\

Operador divergencia (-, + -, + -.)

Incremento pequefio de la variable a la que acompana

o

Energia cinética

S

Energia potencial

Frecuencia

Funcion genérica que describe una forma de onda

NI

Frecuencia de corte

0, O, Angulos de fase

g Funcién genérica que describe una forma de onda

Y Cociente entre las capacidades calorificas a presion y a volumen constante
h Funcién genérica que describe una excitacion

n Constante utilizada en el método de separacion de variables

i Intensidad acustica instantanea

/ Intensidad acustica media

k Numero de onda (w/c)

k Un niimero entero

/ En una bocina exponencial, distancia para la cual la seccion aumenta e veces
L Longitud de un conducto o bocina

Lefoct Longitud efectiva de un conducto corregida por radiacion en los extremos
L, Nivel de presion sonora

A Longitud de onda

M Masa molar (peso molecular expresado en g

n Un indice entero

n Versor (vector unitario) normal a una superficie

0 Frecuencia angular o pulsacion

W, Frecuencia angular de corte

p Presion sonora

Dy Derivada de p con respecto al tiempo

Du Derivada segunda de p con respecto al tiempo

Dx Derivada de p con respecto a la posicion

Dax Derivada segunda de p con respecto a la posicion

P Presion total fuera de equilibrio

P, P Presion maxima

Py Presion sonora eficaz

Prer Presion de referencia (20 uPa)

P, Presion de equilibrio (atmosférica)

q Caudal
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Simbolo

Significado

0, Onix Caudal maximo

Oer Caudal eficaz

R Constante de los gases (8,31 J/(mol-K))

R Notacion abreviada utilizada en las formulas de la bocina

R Resistencia actstica especifica normalizada por poc

q Caudal

p Densidad del aire

Po Densidad del aire en equilibrio (1,1979 kg/m’ a 101325 Pa y 20 °C)
¢ Tiempo

T Factor dependiente del tiempo en una onda estacionaria

T Temperatura absoluta (7¢ + 273,16 K)

Tc Temperatura centigrada

0 Angulo utilizado en las formulas de la bocina (0 para = f;, 7/2 para f= oo)
U Velocidad de las particulas

Uy Derivada parcial con respecto a x de la velocidad de las particulas
Uy Derivada parcial con respecto a ¢ de la velocidad de las particulas
u Velocidad vectorial de las particulas en un campo tridimensional
Uy, Uy, U, Componentes de la velocidad vectorial

U U,ix Amplitud de oscilacion de la velocidad de una particula

4 Volumen

w Potencia actstica instantanea

w Potencia actstica media

X Coordenada de una particula

X Factor dependiente de la posicion en una onda estacionaria

X Reactancia actstica especifica normalizada por p,c

h% Desplazamiento de una particula de su posicion de equilibrio

Vi Derivada de y con respecto al tiempo

Vi Derivada segunda de y con respecto al tiempo

Vx Derivada de y con respecto a la posicion

Vax Derivada segunda de y con respecto a la posicion

Y, Yiir Amplitud de oscilacion de una particula

Z, Impedancia acustica

Zue Impedancia actstica especifica

\Y Operador gradiente
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Apéndice 1: Transformada de Laplace

A1.1. Definicién y ejemplos

La transformada de Laplace de una funcion f{¢) definida para # > 0 es una funciéon
de la variable compleja s dada por

F(s) = j: f(@)e dr. (Al.1)

F(s), que también se escribe Lf{s), estd definida para aquellos valores de s en los que la
integral impropia converge. Por ejemplo, la transformada de Laplace de un escalon
unitario u(f) resulta

vy = [weta = [Teta = Lot 2L
0 0 N 0 S

En este caso la integral converge siempre que Re s > 0. En la Tabla Al.1 se indican las
transformadas de Laplace de varias funciones usuales.

Tabla Al1.1
A1) F{(s)
o(t) 1
1 1/s
¢ nl/s"t!
e 1/(s—a)
cos ot s/ (s*+ o)
sen Mt o/ (s*+ o)

A1.2. Aplicacién a la resolucion de ecuaciones diferenciales

La propiedad mas significativa de la transformada de Laplace es la formula para la
transformada de la derivada de una funcién f{¢), obtenida integrando por partes:

< _ - _ —st
O J.Of(t)( $)eStdt,

Lf'(s) = jo?’m dt = f() e

de donde, si, resulta

Lf'(s) = s F(s) — 0. (A1.2)
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Esto permite transformar una ecuacion diferencial en una ecuacion algebraica. Conside-
remos la ecuacion

y'@ + y@ = Ao. (A1.3)
Transformando ambos miembros se obtiene

sYs) — w0 + Y(s) = Fls),

de donde
F(s) + »(07)

Y(s) = - (Al.4)

Si podemos encontrar la transformada inversa de Y(s), la ecuacion (A1.3) queda resuel-
ta, es decir

s + 1

W) = L ‘I(F(S) hl y(0+)]. (A1.5)

Si bien existe una formula de inversion, su aplicacion requiere un manejo fluido
de la teoria de la integracion en variable compleja y solo se justifica en algunos casos
muy especiales, por lo cual la omitiremos. La manera habitual de obtener la transforma-
da inversa consiste en obtener alguna expresion en términos de funciones cuyas trans-
formadas inversas se conozcan (por ejemplo, recurriendo a tablas como la A1.1).

A modo de ejemplo, supongamos que en la ecuacion (A1.3) tomamos f{(¢) = u(?) e
(0") = 2. Entonces

1 2
Y(s) = oi e (A1.6)

Podemos descomponer el primer término del segundo miembro en fracciones simples,
resultando

1 2
+ =
s+1 s+1

1
s+1°

+

Y(s) = %—

© | =

Ahora podemos utilizar la tabla A1 para invertir los dos términos del Gltimo miembro y,
dado que la transformada de Laplace es lineal, tendremos

W) = 1 + e (A1.7)

En la tabla A1.2 se resumen algunas propiedades importantes de la transformada

de Laplace que permiten evaluar transformadas y transformadas inversas con mayor
facilidad.
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Tabla A1.2

A1) F(s)
ag(t) + bh() a G(s) + b H(s)
g'() s G(s) - g(0")
0 g(Ddt G(s) / s
1 g(1) - G'(s)
gt —a) e G(s)
e (1) G(t —a)
gl(at) G(s/a)/a
08D h(t— 1) du G(s) H(s)
lirr%) f(@) = lim s F(s)
r— §—>o0
lim f(z) = lim s F(s)
[—>eo s—0t

A1.3. Funcion de transferencia

Si consideramos un sistema lineal con una sefal de entrada x(¢) y una sefial de sa-
lida y(¢) relacionadas por una ecuacion diferencial del tipo

any(") + .+ aly’ + apgy = bmx(m) + ... + blx' + box (Alg)

Si suponemos, ademas, que las condiciones iniciales de la salida son nulas hasta la deri-
vada n — 1, la ecuacion (A1.2) puede reescribirse como

Lf'(s) = s F(s) (A1.9)
y, aplicandola reiteradamente, tendremos
Lf"(s) = s° F(s)

Lf"(s) = s F(s),

L) = s" F(s), (A1.10)

de modo que podemos transformar (A1.8) del siguiente modo:

a,s"Y + ...+ aisY + ayY = b,s"X + ...+ bisX + bX, (Al.ll)
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de donde, sacando factores comunes y reordenando,

m
Y(s) = b,s” + ..+ Dis + by X(s). (A1.12)

a,s" + ..+ ais + a

n

La funcién

b,,s" + ..+ bis + by

H(s) = (A1.13)

a,s" + ..+ a5 + ag

es la denominada funcion de transferencia del sistema. Con ella podemos reescribir
(A1.12) como

Ys) = H(s) X(s). (A1.14)

Una forma alternativa de expresar (A1.13) es factorizando los polinomios del denomi-
nador y del numerador:

Hes) = tnl=2)6=29) (5= 20) (AL.15)

a,(s—p)(s—p2)--(s—py)

Los valores py, . . ., p, son los polos del sistema, y los valores zi, . . . , z, son los ceros.
En un sistema fisico en el que los coeficientes de la ecuacion diferencial (y, por lo tanto,
los coeficientes de los polinomios del denominador y del numerador) son valores reales,
resulta que en caso de haber raices complejas éstas aparecen de a pares conjugados.

A4. Estabilidad

Un sistema es estable si ante una entrada de corta duracion (es decir, nula para
t > ty para algln #y) el sistema retorna al estado de equilibrio y(¢) = 0. Una posible en-
trada de esas caracteristicas es la funcion impulso de Dirac, que es infinita para =0y 0
para ¢ > 0, siendo su integral entre 0 e oo igual a 1. La transformada de Laplace, dada en
la tabla A1.1, es 1, por lo cual aplicando A1.14 y A1.15 resulta

Y(S) — bm(S_Zl)(S_Zz)'”(S_Zm) . (A116)

a,(s—p)s—p2)--(s—py)

Podemos descomponer esta expresion en fracciones simples. Suponiendo que los polos
son simples (es decir, que no se repiten), tendremos

A A
Y(s) = L+ 4 L
S=P1 S = Pn

(A1.17)

La transformada de Laplace inversa de cada término es una exponencial, de manera que
y(t) = AP+ o+ A el (A1.18)
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Cada uno de los términos del segundo miembro es, por definicidon, un modo normal del
sistema. Para que el sistema sea estable, todos ellos deben extinguirse con el transcurso
del tiempo, para lo cual los polos p; deben tener todos parte real negativa, ya que en ese
caso las exponenciales son decrecientes. Este régimen de extincion de los modos nor-
males del sistema se suele denominar régimen transitorio.

A. 5. Respuesta en frecuencia

Una sefial muy importante para el ensayo y evaluacion del comportamiento de di-
versos sistemas que procesan sefales es la onda senoidal,

x(f) = Xsen or. (A1.19)

Aplicando (A1.14), (A1.15) y la transformada del seno dada en la tabla A1, resulta

Y(s) = bu(s—z1)s—=2z9) (s —2z,) 0 . (A1.20)

ay(s=p)s—pr)(s=py) 52 + @

Podemos descomponer esta expresion en fracciones simples. Suponiendo que los polos
son simples (es decir, que no se repiten), tendremos

A A
Y(s) = L o+ g B_ + C‘ . (A1.21)
s—p s—p, s—jo s+ jo

Si el sistema es estable, las transformadas inversas de los términos provenientes de los
polos del sistema tienden a extinguirse, persistiendo unicamente los dos ultimos térmi-
nos, ya que sus polos tienen parte real nula. Por consiguiente, para ¢ — oo,

y(f) ~ Be!™ + Ce’™ (A1.22)

Para terminar el calculo hace falta precisar los valores de B 'y C. Estos pueden obtenerse
por medio de las formulas

B = lim(s—jo)Y(s) = HGo—2X = H(joX,
0] jO + jo 2j
(A1.23)
C = lim (s+j0)¥(s) = Hjo—2% = _HCjo) .
s——j® —JjO — jO 2j
Pero
HEjo) = |H(jo)| e/ etiio) (A1.24)
de donde
. ej((ot+argH(j(o)) . e—j(o)t+argH(j0)))
yi) = |H(jo) X 2 : (A1.25)
es decir,
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W) = |H(jo) X sen(wt + arg H(jw)). (A1.26)

En otras palabras, una vez extinguido el régimen transitorio persiste un régimen perma-
nente que también es senoidal y de frecuencia angular m, es decir, igual a la de la entra-
da, s6lo que su amplitud esta multiplicada por el modulo de H(jw) y su angulo de fase
es igual al argumento de H(j®). Resulta, entonces, que H(j®) permite conocer el com-
portamiento del sistema, tanto en amplitud como en fase, con la frecuencia. Por ello
H(j®) se denomina respuesta en frecuencia del sistema.

Es interesante notar que la respuesta en frecuencia puede determinarse experi-
mentalmente, aun en los casos en que el calculo tedrico de la funcién de transferencia
sea impractico o muy dificultoso (por ejemplo, si no es posible encontrar un modelo
matematico simple del sistema). Este resultado es de extrema importancia, ya que esta-
blece una conexion entre el proceso bastante abstracto de resolucion de la ecuacion dife-
rencial de un sistema mediante la transformada de Laplace por un lado, y su comporta-
miento concreto con la frecuencia por el otro.
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Apéndice 2: Representacion matricial del tubo de seccion variable
A2.1. Ecuaciones matriciales

La representacion del comportamiento actstico de un tubo por medio de las ecua-
ciones (124) y (125) tiene caracter local. Este tipo de modelo tiene la ventaja de que
permite describir con precision lo que sucede en cada punto del interior del tubo, pero a
costa de una mayor dificultad para resolver las ecuaciones diferenciales resultantes. Es
posible una representacion alternativa en la que sé6lo intervengan las presiones y veloci-
dades en los extremos del tubo, es decir, las variables u(0, t), p(0, ?), u(L, t) y p(L, t).

Antes de llevar a cabo esta idea, sin embargo, conviene reformular las ecuaciones
en términos del volumen por unidad de tiempo o caudal, g(x, t). Para ello tengamos en
cuenta que si las dimensiones transversales del tubo son pequefias con respecto a la lon-
gitud de onda, las ondas son planas y por lo tanto u(x, ) depende s6lo de la posicion
longitudinal y su direccidon es normal a la superficie. Entonces,

qx, 1) = A(x) u(x, t). (A2.1)

Podemos reescribir las ecuaciones (124) y (125) en la forma simplificada siguiente:

__ Po

Px = = ) 9 (A2.2)
_ YFo

pt - A()C) Qx . (A23)

Tanto la resolucidon de estas ecuaciones como su eventual generalizacién para
contemplar las pérdidas por friccién y otros mecanismos se simplifican alin mas si en
lugar de trabajar en el dominio tiempo lo hacemos en el dominio frecuencial, utilizando
para ello la transformada de Laplace, que se aplicara para cada x como si ésta fuera un
parametro fijo. Si g(x, 7) es una funcion, entonces su transformada sera:

G(s,x) = J:g(t, x)e Sds. (A2.4)

La transformada de la derivada temporal se obtiene multiplicando por s. La transforma-
da de la derivada espacial, en cambio, resulta de llevar la derivada afuera de la integral,
por lo que se reduce a la derivada espacial de la transformada (admitimos aqui sufi-
ciente regularidad como para permitir conmutar ambos operadores). Con estas propie-
dades, (A2.2) y (A2.3) pueden plantearse como

_ _Pos

P, = _A(x) 0 (A2.5)
_ Yo

sP = A(x) O,. (A2.6)

En este sistema es posible eliminar el caudal Q, para lo cual lo despejamos de
(A2.5) y derivamos respecto a x, para luego reemplazar en (A2.6). El resultado es
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A s2

Po + S B = 5P =0 (A2.7)

XX

Si bien ésta es una ecuacion en derivadas parciales, en la practica se comporta como si
fuera una ecuacion ordinaria, ya que solo aparecen las derivadas con respecto a una sola
variable (la x). Las derivadas respecto a la variable ¢ quedaron absorbidas al aplicar la
transformacion de Laplace. Es, entonces, una ecuacion homogénea de segundo orden a
coeficientes variables con x y dependientes ademads del parametro s. La solucién general
es de la forma

P(x,s) = aglx,s) + bhx,s), (A2.8)

donde g(x, s), A(x, s), son dos soluciones linealmente independientes que dependen del
parametro s, y a, b, son constantes. Aplicando (A2.5),

Q(x, s) = - Ax) (a gy(x,s) + =bh.(x, s)). (A2.9)

Pos

Ahora podemos plantear el problema de relacionar las variables de entrada,
0(0, 5) y P(0, s) con las variables de salida, Q(L, s) y P(L, s). Dado que existen dos va-
riables de entrada y dos de salida (las respectivas presiones y caudales), el problema es
enteramente similar al de un cuadripolo eléctrico, y su descripcion puede realizarse por
medio de una representacion matricial [2].

Si suponemos que la entrada estd en x = 0 y la salida en x = L, tendremos

P, = P(O,s) = ag(O,s) + bh(O,s)

: (A2.10)
O = 000.5) = ;—f@gx(o,s) + bh(0,5))
P, = P(L,s) = ag(L,s) + bh(L,s)
(A2.11)
Ou = 0lLs) = “agills) + biL.s)

Tenemos 4 ecuaciones y 6 incognitas (a, b, Psai, Osats Pent Y Qent)- Podemos elegir dos de
ellas como parametros independientes, y luego obtener los restantes. Suponiendo cono-
cidos Py, y Qs podemos despejar las constantes a y b de las ecuaciones (A2.11), y de
las (A2.10) obtener P,,; y Q... Resulta, aplicando la regla de Cramer,

P h(L, s) g(L,s) Pyal
< s
0 (L a:(9) " 0w
4 = , h = (A2.12)
g(L,s) AL, S)J

g(L,s) h(L,S)J
gx(Las) hx(L>S gx(L,S) hx(L,S
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Entonces

Iig(O, s) j(O, 5) P, h(L,s)
-4 i s
Po)  pos 2,(0,5) oos he(0,5) ]| I pjl Oy (L, s A1)
Oent g(L, S) h(L, S)J g(L, S) Pai .
gx(L’S) hx(L,S gx(L,S) _p_szsal
o bien
2(0,s) h(0, s)
—4 | N
(Pent ] s 0,s) oo ©,9) || 7, (L, 5)Pyy + (L, s)%Qsal A214)
B Ls) i s '
Oent g( ’S) ( ’S) _gx(LaS)Psal_g(L’ S)pLQsal
gx(Ls) hy(L,s 4

Esto puede expresarse en la forma

Pent _ Ky Ky Psal - K Psal ’ (A2.15)
Qent K 21 K 22 Qsal Qsal
donde los parametros K;; son analogos a los parametros A, B, C y D de las matrices de

transmision de los cuadripolos, utilizadas para describir conexiones en cascada (por
ejemplo, en lineas de transmision). Los valores resultantes son:

K, = g(0,5)h (L,s) — h(0,s)g,(L,s) (A2.16)

g(L,s) hlL, s))‘

gu(Los) hy(Lss

Ko = 8o EOHLD) = HOe(r) 1)
&.(L.5) hx@,sJ

_ —A gx(O,S)hx(L,S) — hx(O,S)gx(L,S)
T s ey ) (A1

gx(L.s) hy(L.s

KZZ — _gx(oos)h(Los) B hx(oos)g(L’S). (A219)

g(L.s)  hlL, S)J

g:(L.s) he(L.s
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Los coeficientes K;; son funciones de s, y en la generalidad de los casos son dema-
siado complejos como para su tratamiento analitico mediante férmulas cerradas. Si bien
en el mejor de los casos las funciones A(x, s), R(x, s) e Y(x, s) podrian determinarse ex-
perimentalmente y luego aproximarse mediante sendas expresiones analiticas, en la
préctica las dificultades para medir en forma directa la resistencia viscosa y la admitan-
cia de las paredes del tracto vocal son enormes.

En la proxima seccion analizaremos un caso sencillo al cual podremos reducir los
casos reales.

A2.2. Caso de un tubo uniforme

Supondremos ahora el caso particular de un tubo de seccion, friccion y admitancia
constantes a lo largo de toda su longitud para cada valor de s, es decir

A(x,s) = Aos) (A2.20)
R(x,s) = Ro(s) (A2.21)
Y, s) = Yos) (A2.22)

Entonces la ecuacion (A2.7) puede expresarse como
Py = G°P, (A2.23)

donde

2 _ s Y
6°(s) = (pos + Aze)[poc2 + AJ. (A2.24)

La ecuacion (A2.23) admite una sencilla solucion general de la forma
P(x,s) = acosh(cx) + bsenh(c x). (A2.25)

Con las funciones g(x, s) = cosh(c x) y A(x, s) = senh(c x) se pueden calcular los coe-
ficientes Kj;. Resulta

cosh(cL) Pos+ AR senh(GL)
K — Ky K}
= = (A2.26)
Ky Ko senh(cL) cosh(cL)
PoS+ AR

En este caso sencillo fue posible obtener una expresion cerrada para la matriz de trans-
mision, siempre y cuando se conozcan A, R ¢ Y. Aun en el caso ideal en que R=0 e
Y =0 (resultando ¢ = s/c) los coeficientes obtenidos no son funciones racionales. Esto
es caracteristico de las lineas de transmision a parametros distribuidos. De hecho, el
tubo rigido sin pérdidas se comporta como una linea de transmision eléctrica puramente
reactiva (con el andlogo a la impedancia caracteristica igual a la impedancia acustica del
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aire, es decir su impedancia acustica especifica, poc, dividida por la seccion 4 para con-
vertir la velocidad lineal en caudal).

A2.3 Conducto cargado con la impedancia de radiacion

Al igual que en el caso de una linea de transmision eléctrica, es interesante el
efecto de carga de la impedancia de radiacion. Para baja frecuencia esta impedancia vale
. 1
aproximadamente:

Zo(s) = Dal) _ 0613poa - 01951pg
Qent(s) na? a

(A2.27)

donde a es el radio del tubo. Esta relacion representa la menor eficiencia de un emisor
pequefio en baja frecuencia.

Qent Qsal
P ent K ZR P sal

Figura A2.1. Circuito equivalente de un conducto de seccion variable,
representado como cuadripolo acustico, cargado por la impedancia de
radiacion.

Podemos escribir la ecuacion (A2.15) en la forma

P P VA
ent — K Sdl — K R Qsal , (A2.28)
Qent Qsal 1
de donde
Peow = (KiuZg + Ki2) Qs (A2.29)
Oent = (KnZr + K2) Osa (A2.30)
es decir
P
_ent  _ KHZR + K12 (A231)
Qsal
Qont - _ Ky Zp + K. (A2.32)
Qsal

Invirtiendo esta ultima, se la puede representar como funcion de transferencia:

' Dicha relacién se obtiene de la ecuacion (108), extrapolando jo a todo el plano s y luego dividiendo

por el area transversal del tubo para pasar de impedancia austica especifica (P/U) a impedancia acusti-

ca (P/Q)
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Osal - _ ! (A2.33)

Uent KyZp + Ky

Los ceros o; del denominador son los formantes del conducto. Si los ceros son comple-
jos, es decir 6; = oy + jw;, entonces ; son las frecuencias (angulares) para las que la
transferencia tiene maximos locales o resonancias (figura A2.2). Para cada oy, la corres-
pondiente parte real o es (en valor absoluto) la mitad del ancho de banda (medido entre
los puntos de — 3 dB) de la campana de resonancia.

Qsal / Qent

Figura A2.2. Formantes de un conducto de seccion variable.
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Apéndice 3: Descomposicion de una onda estacionaria en ondas planas

La ecuacion (206) puede expresarse como el producto de cuatro cosenos, que por sim-
plicidad de notacién reescribimos como

p = PcosAcosBcosCcosD
Podemos reescribirla mediante la relacion trigonométrica
CoOsx cosy = ' (cos(x +y) + cos(x—y)).

Para ello vamos tomando sucesivamente productos de dos cosenos y los convertimos en
sumas:

p = '/, P (cos(4+B) + cos(4—B))cos CcosD =

4P (cos(d+B+C) + cos(A+B-C) +
+ cos(A—B+C) + cos(A—B-C))cosD =

= 5P (cos(4+B+C+D) + cos(Ad+B+C—-D) +
+ cos(A+B-C+D) + cos(4+B—-C—-D) +
+ cos(4d-B+C+D) + cos(A-B+C-D) +
+ cos(4—B—-C+D) + cos(4—B-C-D))

Ahora consideremos, por ejemplo, el primer término que, expresado nuevamente con la
notacion original, es

Ly Ly L, L2 L2 L22

Buscamos los puntos en los que, para un ¢ dado, la fase dentro del coseno sea constante,
es decir,

2
n n n n n
ZXx+ Ly + ZEz4oa x2+ y2+ 22 = cte.
Ly Ly L, L, L, L,

Para cada ¢ ésta es la ecuacion de un plano perpendicular a la direccion determinada por
los cosenos directores (0, O, ¢.;), donde

ni
L.
o, = L , i=x,y,z.
2 n. 2 2
Ny Jy ng
2 + 2 + 2
L, Ly L,
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