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INTRODUCCION

Sea R = [a,b] x [c,d] C R
Una particién regular de R de orden n es un par de colecciones de n+ 1
puntos cada una, tales que

a=x<x1<...<xp=b,c=yg<y<...<y,=d

Axj=xjp —x =22y Ay =y —ye =5, j,k=0,....n.

Sean Rjx = [a,b] x [c,d] y ¢jx € Rjx. Sea f: R+— R un ca,po escalar acotado.
La suma

n—1
Sn = _kZOf (¢ s ) AxjAyy
J K=

se denomina suma de Riemann de f.
Si lim S, =5 € R, independientemente de la eleccion de los puntos c;x € Rjx,
n—oo

entonces decimos que f es integrable en R y escribimos

s= [f= [fteyar= [[eydsay.
R R R

donde dA es el diferencial de area.



PROPIEDADES

TEOREMA

Seanf y g dos funciones integrables en R = [a,b] X [c,d]. Luego,

@ Linealidad: f + g es integrableenR y [f+g= [f+ [g.
R R R
@ Homogeneidad: of es integrable y [af = o [f.
R R

© Monotonia:
O Sif>0enR entonces [f > 0.
® Sif>genR entonces{}f > [g.
®© SIRCRyf>0 entoncRes f;ggf.
R

Q Aditividad: SiR;, i =1,...,m, son m rectangulos disjuntos dos a dos y f

m
es integrable en R;, Vi, entonces ¥, [f= [f.
i=1R; R




PRINCIPIO DE CAVALIERI

Sea R = [a,b] X [c,d]. Consideremos la region solida bajo la grafica de
z=f(x,y) definida en R, donde f es continua y f > 0. Consideremos ahora la
interseccién del solido con los planos cortantes paralelos al plano yz de
abcisa x. El area de esta interseccion es

d
Ax) = [ £(xy)dy. xfi.

Luego, segun el principio de Cavalieri resulta que el volumen del sélido
considerado es

S b d
/f - ./A(x)dx = / ./f(X,y)dydx.
R a

a c

Andlogamente se puede obtener

o db
[1=] [ryasay.
R c a



CONTINUIDAD IMPLICA INTEGRABILIDAD

Un campo escalar f : A CR" — R es uniformemente continuo en A ssi

Ve>0,36 >0, t.q. ||x—y||<6=|f(x) —f(y)| <e&.

TEOREMA (HEINE-BOREL)

Sif es continuo en un compacto A entonces f es uniformemente continuo en
A.

Sif es continua en R = [a,b] X [c,d] entonces f es integrable en R.

TEOREMA (FUBINI)
Sea f un campo escalar continuo en R = [a,b] X [c,d]. Entonces,

b d

[=] [#ey)asac~ /d /b F(x,y)dxdy.
R c a

a ¢




CONTINUIDAD IMPLICA INTEGRABILIDAD

TEOREMA

Sea f un campo escalar acotado con dominio R = [a,b] X [c,d] y cuyas
discontinuidades forman una union finita de graficas de funciones continuas.

d bd
Si [f(x,y)dy existe para cada x € [a,b] entonces [ [f(x,y)dydx existe y es [f.
c R

ac

b
De forma analoga, si [ f(x,y)dx existe para caday € [c,d] entonces
a

S —aq,
| e

f(x,y)dxdy existe y es [f.
R

TEOREMA
Sif es integrable en R = [a,b] x [c,d] entonces |f| es integrable enR y

Igfl S}{lf\-

| \

A




INTEGRAL SOBRE REGIONES MAS GENERALES

Sean ¢; y ¢, dos funciones reales continuas en [a,b] tales que ¢; < ¢».
Una regién D C R? es de tipo | si D = {(x,y): x € [a,b], ¢;(x) <y < ¢a(x)}.

Sean 1, y 1, dos funciones reales continuas en [c,d] tales que 1) < 1,.
Una region D C R? es de tipo 1 si D = {(x,y) : y € [c,d], T1(y) <x < 1o (y)}.

Una region D es de tipo Ill si es de tipo | y Il i.e. se puede escribir tanto como
una region de tipo | como una region de tipo Il.

Una region se dice elemental si es de tipo I, Il o llI.

Obs.: Una regién elemental es un conjunto compacto.



INTEGRAL SOBRE REGIONES MAS GENERALES

Sea D una region elemental en el plano y R un rectangulo tal que D C R. Sea
f: D~ R continua en D (y por lo tanto acotada).
Definimos f* : R — R tal que
. _ [ flxy) si(x,y)€D
f (x’y)_{ 0 si (x,y) eR—D
Se dice que f* es una extension acotada de f a R y se define

PROPOSICION
Sea D una region de tipo | y f continua en D. Entonces,




INTEGRAL SOBRE REGIONES MAS GENERALES

PROPOSICION
Sea D una region de tipo Il y f continua en D. Entonces,

d ©(%)

/f //fxydxdy

CTI

Obs.:
@ Sif=1en D entonces ff:A(D).

e Si D es union finita de regiones elementales D; entonces [f =Y [f.
D i D;



INTEGRAL SOBRE REGIONES MAS GENERALES

TEOREMA (VALOR MEDIO PARA INTEGRALES DOBLES)

Seaf : D — R continua en la region elemental D. Luego, existe xy,yo) € D tal
que

/f = f(x0,¥0) - A(D).
D




CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES DOBLES

TEOREMA

Sean D* y D regiones elementales en R?> y T : D* — D de clase C' y biyectiva.
Entonces, para cualquier funcion integrable f : D — R, resulta

JFeyyavdy = [ (FoT) ) 1r(u,v) dus,
D D

donde Jr(u,v) es el determinante de la matriz jacobiana de T en (u,v)
(jacobiano).




INTEGRAL TRIPLE

Dada f : B — R continua, donde B es un paralelepipedo rectangular en R3,
podemos definir la integral de f sobre B como un limite de sumas, asi como
lo hicimos para campos escalares de dos variables.

Brevemente, partimos los tres lados de B en n partes iguales y formamos la
suma

n—1
Se="Y fleg)Av,

ijk=0

donde c;jx € By, el ijk-ésimo paralelepipedo rectangular en la particién de B,
y AV = AxAyAz es el volumen de B.

Sea f un campo escalar acotado en B. si existe 1im S, independientemente
n—oo

de la eleccion de ¢ en By, entonces se llama a este limite integral triple de
f sobre By se denota

[r=[rav=[[[7av= ][] .y paxara
B B % J



PROPIEDADES

TEOREMA

Seanf y g dos funciones integrables en B = [a,b] x [c,d] x [e, h]. Luego,

@ Linealidad: f + g es integrableenB y [f+g= [f+ [g.
B B B
@ Homogeneidad: of es integrable y [af = o [f.
B B

© Monotonia:
@ Sif >0 enB entonces [f > 0.
® Sif>genB entonces?f > [g.
®@ SIBBCByf>0 entoncBes f;ggf.
B

© Aditividad: SiB;, i = 1,...,m, son m paralelepipedos disjuntos dos a dos

yf esintegrable en B;, Vi, entonces Y, [f = [f.
i=1B; B




PROPIEDADES

PROPOSICION

Sif es integrable en B entonces |f| es integrable en B y

gﬂ<ZW.

| A

TEOREMA (FUBINI)

Sif es acotada en B y continua salvo en un conjunto de contenido nulo
(graficas de funciones continuas tales como, x = a.(y,z), y = B(x,z) 0
z=y(x,y)) entonces f es integrable en B y

b d h
[r=[ [ [#ty.2dzavas.
B a c e

(v las restantes integrales iteradas).




INTEGRAL TRIPLE SOBRE REGIONES MAS GENERALES
Sea D C R?, se dice que D es una region:

@ detipolsiD={(x,y,2): (x,y) €S, ¢1(x,y) <z< (x,y)}, donde S es una
region elemental de R? y ¢, y ¢» son continuas en S.

@ detipo llsiD={(x,y,2): (x,2) €S, ¢1(x,2) <y < $r(x,2)}
© detipo lll siD={(x,y,z): (v,2) €S, ¢1(y,2) <x < 2(y,2)}.
@ de tipo IV o normal si es de tipo I, Il 'y IlI.

@ clemental si es de tipo I, I, lll o IV.

Obs.: Toda region elemental es un conjunto compacto.



INTEGRAL TRIPLE SOBRE REGIONES MAS GENERALES

Sea f continua en una regién elemental Dy D C B (paralelepipedo). Se
define la extension acotada f* como

" _ [ fxyz) si(xy,z) €D
f (x,y,z)—{ 0 si (x,y,z)ER—D

TEOREMA

Sea D una region de tipo | y f continua en D. Luego,

$2(x.y) b 1(x) g2 (xy
/F // / Fy,z dzdydx—// / (x,y,z)dzdydx,

S o1(xy) a y(x) g1 (x,y)

donde S ={(x,y): a<x<b,y1(x) <y<m(x)} cony y7y continuas en [a,b].

Analogos resultados para regiones de tipo Il y 111
Obs.:Sif =1, [f = Vol(D).
D

v



CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES TRIPLES

Sea T'(u,v,w) = (x,y,z) una transformacion tal que 7(D*) = D,
x=x(u,v,w)

T(u,v,w) =< y=y(u,v,w)
z=2z(u,v,w)

TEOREMA

Sean D y D* regiones elementales de R y T : D* — D de clase C' y biyectiva.
Entonces, para cualquier funcion integrable f : D — R resulta,

[y 2)asdydz = [ (£ 1) v,w) 11 v, ) dudva,
D ok

donde Jr(u,v,w) es el jacobiano de T en (u,v,w).

Xy Xy Xy

Yu Yv Iw
Zu Iy Zw

Jr(u,v,w) =




