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Funciones definidas en R”".



INTRODUCCION
Sean n,me Ny A CR". Una funcién f : A — R™ se denomina campo vectorial.
En particular:

e m=1f:ACR"— R campo escalar.

@ n=1f:ACR~ R™ funcién vectorial.

e n=m=1f:ACR~— R funcion real.



GRAFICA DE f

Seaf:A CR"+— R™ un campo vectorial. Liamamos grafica de f al conjunto
G ={(xf(x): x€A}

o Gy CR"™,
e m=1.
e n =1 funciones reales.
en=2f:ACR>—R.
z=f(x,y) €R.

Gr={(x,y,2): (x,y) €A, z=f(x,y)}.
La gréfica de f es una superficie en R3.



GRAFICA DE FUNCIONES




GRAFICA DE FUNCIONES




IMAGENES DE FUNCIONES VECTORIALES

t € [0,27]
r(t) = (cos(t), sen




IMAGENES DE FUNCIONES VECTORIALES

t € [0,4n]
r(t) = (cos(t), sen



CONJUNTOS DE NIVEL

Seanf:ACR"— Ry keR. El conjunto de nivel k de f es
Cv={xe€A: f(x) =k}.

Sin =2 C, se denomina curva de nivel.

Si n =3 C; se denomina superficie de nivel.



LIMITE Y CONTINUIDAD DE CAMPOS VECTORIALES

Seanf:A CR"+— R™ (A= Dom(f)),ac Ay b € R". Se dice que el limite de f
cuando x tiende aaes b ssiVe>0,38 >0tal que

sixeAyO0<||lx—a|| < d entonces ||f(x) —b|| < e.
Notacion: limf(x) = b.
xX—a

Observaciones:

@ ||x—a|ly ||f(x) —b|| son normas en R" y R™ respectivamente.

Q h;mf(x) = b ssi para todo entorno N, de b existe un entorno N, de a tal
X—a
que si x € N,NA entonces f(x) € Np.

© Decimos el limite de f ya que, si existe un tal b, éste es Unico.



LIMITE Y CONTINUIDAD DE CAMPOS VECTORIALES

PROPOSICION

Seaf:A CR"— R™ un campo vectorial dado por f(x) = (f1(x),f2(x),...,fn(x))
conf;:A— R campo escalar para todoi=1,2,...,n. Entonces,

@ Si existe limf(x) es unico.
X—a

Q limf(x) =b=(b1,bs,...,by) SSilimfi(x) =b; Vi=1,....m.
X—d X—a

PROPOSICION

Seaf: A CR"— R™ un campo vectorial. Luego, 11’_1)11 f(x)="> ssi
X—a

lim ||f(x) — b|| = 0.

X—a

| A

N

PROPOSICION

Seaf:A CR"— R™ un campo vectorial. Si 11’_I>n f(x) =b entonces f es
X—a
acotada en un entorno de a.




LIMITE Y CONTINUIDAD DE CAMPOS VECTORIALES

TEOREMA ( ALGEBRA DE LOS LIMITES)

Seanf,g: A CR"+— R™. Silimf(x) = by y limg(x) = b, entonces,
xX—a x—a

© lin(/+6)(x) = by +be
Q )lci_I)I}l)l,f(x) = Aby.
O Iin(-0)w) =ty by

T = mE) =2
Q Slm—lybg#o,;ljr}lg(x)— .

bg
@ 1 |/ (x)]| =[5l




LIMITE Y CONTINUIDAD DE CAMPOS VECTORIALES

TEOREMA (CARACTER LOCAL DEL LIMITE)

Seanf,g: A CR"— R™, ac A, tales que existe r > 0 tal que f(x) = g(x)
Vx € B(a,r)\ {a} y x € A. Luego, h’gnf(x) =b ssi 11111 g(x) =b.
X—a X—a

TEOREMA (INTERCALACI()N PARA CAMPOS ESCALARES)

Seanf,g,h:ACR"— R, a €A, tales que existe r > 0 para el cual
f(x) <g(x) <h(x) Vx € B(a,r)\{a} yx € A. Luego, si hlnf(x) =limh(x)=L

xX—a
entonces limg(x) = L.
xX—a




CONTINUIDAD DE CAMPOS VECTORIALES

Seaf:A CR"— R™ un campo vectorial. Se dice que f es continuo ena € A si
limf(x) = f(a).

Si f es continuo en qa, para todo a € A, se dice que f es continuo.

PROPOSICION

Seaf:A CR"— R" un campo vectorial dado porf(x) = (fi(x),f2(x),....fu(x))
conf;: A — R campo escalar para todo i = 1,2,...,n. Entonces, f es continuo
ena Ssif; es continuoenavVi=1,...,m.

TEOREMA

Seanf,g:ACR"—R" yceR. Sif y g son continuos ena € A entonces,
@ of es continuo en a.
Q f+g es continuo en a.
© f-g es continuo ena

Q@ Sim=1yg no se anula en un entorno de a, entonces {é es continuo en
a.




CONTINUIDAD DE CAMPOS VECTORIALES

Seanf:ACR"— R™ yg:BCR"™— R, tales que f(A) C B. Sif es continua
ena € A y g son continua en b = f(a), entonces f o g es continua en a.




DERIVADAS DIRECCIONALES Y PARCIALES DE CAMPOS
ESCALARES

Sean ¥ un versor de R”, f : A C R" — R un campo escalar y ¥ € A. Si existe el
siguiente limite

i FOHAP) —F ()

h—0 h
se lo denomina derivada direccional de f en la direccion de v.
Notacion: Dyf (%), f/ (%, 7).




DERIVADAS DIRECCIONALES Y PARCIALES DE CAMPOS
ESCALARES

Sean & = (0,...,0,1,0,...,0) €R", f:tACR"» Ry % € A. Si existe

ef( ) f(}+hgl) _f(})

hﬁO h

se denomina derivada parcial i-ésima de f en .

Notaciones: D;f(X) = Dif (X) = f, (¥ )_ s ().

Seaf:A CR?— R tal que existan D\f, Dof, Diof y Da\f en un conjunto
abierto S. Sia € S y D»f y D>1f son continuas en a entonces

Di2f(a) = Daif(a)-




DIFERENCIABILIDAD DE CAMPOS ESCALARES
Seanf:A CR"+— R, acA. Luego, existe r > 0 tal que B(a,r) C A.

decimos que f es diferenciable en a si existen a = (ay,...,a,) € R" y una
funcién E(a,h) tales que

Vv eR", ||v|| < rse verifica

fla+7)—f(a) = a-V+|[V|| E(a,7) (+)

con lim E(a,v)=0.
¥l =0

Si definimos Ty, : R" — R : T4 (¥) = a -V, tenemos una transformacion lineal
llamada diferencial de f en a.

La ecuacion anterior (x), valida para todo v tal que ||¥|| < r, se denomina
Foérmula de Taylor de primer orden para f(a+7).

El error en la aproximacion es € = |[V||E(a,V).
=0.

o

Iim |
[[%[]—0

=4



DIFERENCIABILIDAD DE CAMPOS ESCALARES

TEOREMA

Seanf :A C R" — R diferenciable en a € A, con diferencial T,. Luego, existen
todas las derivadas direccionales D;f (a) y resulta

To(it) = Dyf (a).

Ademas, D;f (a) es una combinacion lineal de las componentes de v. Mas
aun,

v

Sif:A CR" — R diferenciable en a € A entonces f es continua en a.




DIFERENCIABILIDAD DE CAMPOS ESCALARES

TEOREMA (CONDICIéN SUFICIENTE DE DIFERENCIABILIDAD)

Si existen las derivadas parciales D,f,...,D,f en una cierta bola B(a,r) y son
continuas en a, entonces f es diferenciable en a.

La continuidad de las derivadas parciales es condicion suficiente pero no
necesaria.

f<x,y>={x”e"(xziyz) si (x.y) # (0,0),

0 si (x,y) = (0,0)

RN

Verificar que:
@ D.f(0,0) = Dof (0,0) = 0.
@ f es diferenciable en (0,0).
© Ninguna de las derivadas parciales es continua en (0,0).

Seaf:ACR"—RyacA tal que existen Dif (a) Vi=1,...,n. Llamamos
gradiente de f en a al vector Vf(a) = (D:f(a),Dxf (a),...,Dnf(a)).



REGLA DE LA CADENA
Seanf:ACR—R" 1, € A. Decimos que r es derivable en 1, si existe

lim r(to+h) —r(to)
h—0

y notamoos a este limite ' (1p) = %(1).

P (10) = (7 (0). Py (0).....rh (1)) = £ (10

r es derivable en 1y ssir; es derivable enty paratodoi=1,2,...,n.

Sea r: [a,b] — R" tal que las derivadas de r; son continuas (seccionalmente
continuas) en [a,b], paratodo i=1,...,n.

Llamamos curva regular (a trozos) aT = {r(t) : t € [a,b]}.

r se denomina parametrizaciéon de I'.



REGLA DE LA CADENA

TEOREMA (REGLA DE LA CADENA)

Sea f un campo escalar definido en un conjunto abierto A de R", y sea
r: I — A una funcion vectorial, con I intervalo cerrado.

Seag:I—R:g(t)=f(r(t)).
Seat el tal que ¥ (1) existe y f es diferenciable en r(t).

Entonces, existe g'(t) y se verifica

g 1) =f'(r(1)) -7 (1).




DERIVADAS DIRECCIONALES Y PARCIALES DE CAMPOS
VECTORIALES

Sean ¥ un versor de R”, f : A C R” — R” un campo vectorial y a € A. Si existe
el siguiente limite

i L) (@)
h—0 h
se lo denomina derivada direccional de f en la direccion de v.

@ f'(a,v) es un vector de R™.
o f'(a,v) existe ssi f{(a,V) existe paratodo k= 1,...,m.

© () = (f(aT).....fila¥) = ¥ flaDe



DIFERENCIABILIDAD DE CAMPOS VECTORIALES
Seanf:A CR"+— R", ac A. Luego, existe r > 0 tal que B(a,r) C A.

decimos que f es diferenciable en a si existe una transformacion lineal
T, :R" — R™ y una funcién E(a,h) tales que

Vv eR" ||9|| < rse verifica

fla+7)—f(a) = Ta(¥) +[[V]| E(a,V) (¥)

con lim E(a,v)=0.
[[¥l|—0

Si definimos T, es llamada diferencial de f en a.

La ecuacion anterior (x), valida para todo v tal que ||¥|| < r, se denomina
Foérmula de Taylor de primer orden para f(a+7).



DIFERENCIABILIDAD DE CAMPOS VECTORIALES

TEOREMA

Seanf:A C R" — R™ diferenciable en a € A, con diferencial T,. Luego,
existen todas las derivadas direccionales f'(a,v) y resulta

T.(%) = f'(a, 7).

Ademas, sif = (fi,....fn) yv= (vi,-..,v,) Se tiene,

T = Y (VA(@)-T) & = (VA (@) T..... Vo a) ).

k=1




DIFERENCIABILIDAD DE CAMPOS VECTORIALES

La ecuacion T,(¥) = (Vfi(a) -¥,...,Vf,(a) -¥) se puede escribir en forma
matricial como

Ta(V) = Df (a) -V,
donde Df(a) es una matriz m x n llamada matriz jacobiana de f en a.

Difi(a)  Dofi(a) ... Dyfi(a)
Dsz(a) szz(a) D,,fz(a)
Ji(a) = Df (a) = . ) . .

Difu(@) Dafu(@) ... Dufu(a)

Sif es un campo vectorial diferenciable en a entonces f es continuo en a.




REGLA DE LA CADENA PARA CAMPOS VECTORIALES

TEOREMA

Seanf y g dos campos vectoriales tales que la funcion compuestah=fog
esté definida en un entorno del punto a.

Supongamos que g es diferenciable en a con diferencial Ts. Sea g(a) =b y
supongamos que f es diferenciable en b con diferencial Ti.

Entonces, h es diferenciable en a y su diferencial es

Th =T o T8.




