Calculo 3 Nociones de funciones de variable compleja

Parte VI

NOCIONES DE FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

1. INTRODUCCION DE FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA.

Definicién 1 Sea f : D ¢ C — C una funcién de variable compleja a valores complejos, con
D =dom(f), definida por f (z) = w es decir f (x +iy) =w =u+iv € C para cada z = x + iy € D.
Para cada z € D ponemos f(z) = f(x+iy) = u+iv = u(x,y) + iv(x, y) donde u,v son campos
escalares que definen la parte real e imaginaria de f, que notamos Re(f) = uy Im(f) = v.

Ejemplos:

1) Funcién identidad, sea f (z) = z es decir, f (x +iy) = x + iy con u(x,y) = x y v(x,y) = y,
D =dom(f) =Cyim(f)=C

2) Funcién médulo, sea f (z) = |z| = ||z|]| = y/x*> + y> € R C C, entonces u(x, y) = /x> + 12y
v(x,y) =0, D =dom(f) =Cyim(f) =R

3) Funcion polinémica, sea P (z) = a,2" +a,-1z2" ' +---+a1z+ay, D =dom(P) = Cy im(P) = C
4) Funcién racional, sea f(z) = % donde P, Q son funciones polinémicas complejas,
D =dom(f)={z€C:Q(z) # 0}} yim(f) =C

5) Funcién exponencial, sea f (z) = €%,siz = x+iy, f (z) = ¢ = "V = ¢*e'¥ = ¢* (cos y + isiny),
entonces u(x, y) = e*cosy y v(x,y) = e*siny. D =dom(f) = Cy im(f) € C

6) Funciones seno y coseno, primero definimos para z = iy,

eV —ef . eV+eY
cosiy = —

. . . . . . eV +e¥ eV —e¥
Luego f (z) = sin(x + iy) = sinx cos iy + cosx siniy = sinx > +cosx — .
Veamos que

ezi _ e—zi

sinz = -
21

En efecto,
Al = i(rtiy) = pmyrix — oy (cosx + isinx)

analogamente

7@ = ¢ilrtiy) = gvix = o (cos (—x) + isin (—x)) = ¥ (cos x — i sin x)

.1 1 —i
Restamos y multiplicamos por %=

e (—i) = (=i)e7¥ (cos x + isinx) — (i) ¥ (cos x — isin x)
2 - 2
cosx (—ie ¥ +ie¥) + sinx (e7V + e¥)

2
e Y —eY

= cosx(—i) + sinx cosiy

= cosxsiniy +sinxcosiy = sinz
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. . . eY+eV
Anélogamente definimos cosz = cos(x +iy) = cosxcosiy — sinxsiniy = cosx >~
. e v—¢Y
sin x 5
Entonces . .
cosz = crer
2
Pues
zi+ —zi 1 1
¢ 26 = Ee_y(cosx+isinx)+Eey(cosx—isinx)
e¥y+eY .oe Y —¢Y
= Cosx —sinx — =
2i
= COsXCosiy —sinxsiniy = cosz
. . o . e —e” e +e”
7) Funciones hiperbélicas, sea f (z) = sinhz = 5 f(z) = coshz = >
REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION COMPLEJA.
Paraz € D =dom(f)sea f(z) = f (x +iy) = w = u + iv.
Ejemplo:a) f(z) =22 = (x +iy)’ = > — > + 2xy i
——— ——
u(x,y) o(x,y)
—1_ 2 2
Six=1,{ =17V L, 217,
U= 2]/ 4 Y UT/
—A_ 2 2 5
Six=2,] UTAY L4 T =
v =4y 16
142 2 > - >
Six:—l,{zzizyy :u:l—%; 717 12 T >3<1 47 u
. u= —yz '\\
Six =0, =u<0yv=0
v=0
2
. u=x
Sly:O'{ v=0 =2u>0yv=0;
. u=x*-1 v?
Siy= ’{v:2x :u—z—l
. u=x*-4 v?
Sly—2,{vz4x =>M—E—4,
. u=x*-1 v?
Sly__’{v:—Zx :>u—z—1

b) f (z) = Iz| g(z) =arg(z),size€C, 0 < arg(z) < 2m.

2. FuNcION ANALITICA.

Limite. Sean z, zy, L € C, decimos que lim f (z) = L si y s6lo si dado un entorno de L de radio
z—2Z)

g, E(L,¢), existe 6 > 0 tal que si z € E*(z), ) (entorno reducido) entonces f (z) € E(L,¢). O

sea,
Ve>0,35>0 talquesi 0<lz-zll<6=|f@)-L|<¢
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Continuidad. Sean z, zy) € domf, decimos que f es continua es z, si y s6lo si lim f (z) = f(zo)
z—2Z)
es decir,
Ye>0,36>0 talquesi |[z—2zl<6= ||f(z) —f(zo)” <¢

Decimos que f es continua si lo es en todo z, € domf.

Teorema 1

( )lir(n )u (x,y)=a
P _ _ . X, Y )=\ Xo0,Y0
?_r}gf(z)—L—a+zb(=> lim  o(xy)=b
(xy)—(x0.90

Demostracion: recordar que Vz € C, si z = x + iy entonces |x| < ||z|| y |y| <|lz||. ||f (z) — L|| =

\/(u (x,y) —ay + @, y) = b)Y ylz -zl = \/(x —x0)* + (v — o). o

Definicién 2 Sean f : D ¢ C— C, h,k € R, h,k # 0 planteamos los limites de los cocientes
incrementales

o fz+h)-f(2)
m

limf(x+h+i]/)—f(x+iy)

m I T o I
Culx+hy)+iv(x+hy) —ulxy) —iv(xy)
= lim
h—0 h
= uy(x,y) +ivy (%, y)

derivada parcial respecto a la parte real

it limf(X+i(y+k))—f(ﬂiy)

fz+ik) = f(z)
m .

k—0 ik k—0 ik
Cuxy+k)+ivly+k)—uxy)—iv(xy)
= i ik

= (=i)(uy (x, y) + vy, (x,y))

derivada parcial respecto a la parte imaginaria

En general si ponemos Az € C

Definicién 3 Se dice que f : D € C — C es analitica en D abierto si y sélo si Yz € D tal que
Az € C —{0} y z+ Az € D, existe

lim flz+Az)-f(2) _
Az—0 Az

f @)
Si D = C una funcién analitica es llamada entera.
EJEMPLOS DE FUNCIONES ANAL{TICAS.

f (z) = 2" es analitica y f’ (z) = nz""'. Las funciones polinémicas, racionales, exponenciales,
trigonométricas, hiperbélicas son analiticas.
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Propiedad 1 Sean f, g analiticas en D entonces:
1(f+g) =f +g
2)(fe) = f'g+f¢

3) (g) = fgg;zfgpamgi 0.

Observacion: Sea f : D ¢ C — Canalitica con f (z) = u(x, y) +iv(x,y),conu,v: ACR> - R
campos escalares, entonces como existe f’ Vzsi Az = h; +ih; es tal que z+Az € D, en particular
si ponemos

¢ h, =0y Iy = h entonces

f@) = tim LI ZTCEW ) 1o, (5,) 25)

¢ h; =0y hy = h entonces

fti(y+h) - fx+iy)

f@ = lim - = (1) (1, (x, y) + ivy (x, y))
= v, (x,y)—iu, (x,y) (26)
De (25) y (26) se tiene
u, = v,
Uy = —UUy

Teorema 2 Si f es una funcion analiticaen Dy f (x + iy) = u(x, y) + iv (x, y), entonces

{ ue (x,y) = Oy (x, ¥)

_ Ecuaciones de Cauchy — Riemann
v (6, ) =~y (%, )

Si las derivadas parciales son continuas y vale Cauchy-Riemann (CR) entonces f es analitica.
Por ejemplo, f (z) = * es analitica pues, f (x + iy) = " = ¢* cos y + ie* sin y entonces

—

u(xy) o(xy)

X —
Uy e’ cosy =0,

X o3 —
Uy e'siny = —u,

Corolario 1 Si f es analitica y u,v son dos veces diferenciables con continuidad entonces u,v son
armonicas, es decir Au = Av = 0.

Demostracién: De las ecuaciones de CR tenemos que u, v verifican la ecuacion de Laplace
en efecto

_ _ 2 _ _ _
Uy =TVyy Y Uy, = —0Uyy perov € C° entonces vy, = Uy = AU = Uy + Uy, =0

analogamente Uy = —Uyy Y Oy = Uy = AV=0y+70,, =0 O
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Consultar Titchmarsh “The theory of functions”, Rudin “Principios de analisis mateméatico”

Ejemplo: Si f (z) es la suma de la serie de potencias }, a,z" en ||z|]| < r facilmente se prueba
n=0
(e8] [eS] n
que existe f’ (z) = Y a,nz""!, por ejemplo Y, i s convergente Vz € C se define e* como la
n=1 n=0 rt:

suma de esa serie ;

N

e =

18
|

|

S

n=0

Vale con esta definicién las propiedades
z+w, 60 =1

e’ =¢
En particular, siz = x +iyconx, y € R,
2 4 3 5
z X+iY _ X Y _ X _y_ y_ 4 _y_ y_
e = e y—eey—e[(l 2!+4!+...)+z(y 3!+5!+...)
= €' (cosy+isiny) Formula de Euler

Como e¥ =cosy +isinyye™ =cosy—isiny se tiene

eV + e

cosy = ————
2

. e_iy — e’y

siny = ———
21

Se definen las funciones cuya serie de Taylor real conocemos con sélo cambiar x por z, como

3 5
sz = Z—i-i'a'f‘... 7 = 00
z2
cosz = 1—E+E+ 7 =00

1 2 4
112 = 1—-z2+z"+.... lz| <1

3. INTEGRAL DE UNA FUNCION ANALITICA A LO LARGO DE UNA CURVA. TEOREMA
DE CAUCHY COMO CONSECUENCIA DE LA FORMULA DE GREEN.

Sea C una curva de parametrizacién z(t) = x(t) + iy (f) para t € [a,b], una particién del
[a,b] genera una particion en C (y reciprocamente), para cada t; € [ar_1,ax] ponemos z; =
x (t) + iy () un punto de la curva. Supongamos que C C D, y que f es analitica en D C C.
Consideramos las sumas

éf (Zk) (zk — zk-1) = é (u (x (tk) Y (tk)) +iv (x (tk) Y (tk))) (x (te) — x (tr=1) + 1 (y (t6) — v (£-1)))

Con los razonamientos habituales estas sumas convergen a:

fudx—vdy+ifvdx+udy

C C

ff(z)dz:fudx—vdy+ifvdx+udy (27)
C

C C

Entonces definimos
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Teorema 3 (Teorema de Cauchy): Sean f analitica en D y C una curva simple cerrada contenida

en D entonces
95 f(z)dz=0
C

Demostracion: Bajo estas hipotesis vale el Teorema de Green

1°) para el campo (1, —v) es decir
fudx vdy = ff uy dxdy =0

2°) para el campo (v, u) se tiene

fvdx+ udy = ff dxdy =0
ggf(z)dz =0

Entonces

ForMmuLa DE CaucHy

f@
f(z)_Z_m s
C

En base a esta férmula se demuestra que f € C* y mds atn

n! f (w)

2nl _ n+1
) (w - z2)

@) = 5=
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