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PRACTICA 5 - Sucesiones y Series Numéricas

Primera Etapa
Sucesiones numéricas
1. Responder las siguientes preguntas:

a) Dadas dos sucesiones convergentes {a, }, Y {b»}» y l0s conjuntos de elementos A = {a,, }
y B = {b,}, tales que A = B, ;se puede afirmar que lim a,, = lim b,,?

b) ¢Es cierto que toda sucesién acotada es convergente?

c) Si nlin;o a, = 0, ¢se puede afirmar que el limite nlingo (an)* =07

2. Dadas las siguientes sucesiones {a,},, determinar si son convergentes, divergentes u osci-
lantes y hallar el limite de cada sucesion convergente. Ademas, determinar los puntos de
acumulacion si hubiera.

i) an = - i) ap =2 - i) gy =cos™  iv) ap =1+ (-1)"
. 2 . 1 3
V) anp = :3134 vi) ap=(1—3)" wvii) a,= li)ogg; Viil)  ap = %

3. (Teorema 1.2.1.) Demostrar las siguientes afirmaciones:

a) El limite de una sucesién numérica, si existe, es Unico.
b) Sia, — [, entonces |a,| — |I|.

c) Sia, — 0,y {b,} esta acotada, a,, - b, — 0.

d) Sia, = 1l1,b, = ls,yc€eR,

an:tbn—>ll:|:lg, can—>cl1, an-bn—>l1-l2,
ysilo£0yb, #0,Vn €N,
an I
by, o
e) Siparan > N, a, < b, < ¢,, yademas valen a,, — Ly ¢, — [, entonces b,, — I.

4. Se dice que dos sucesiones a, y b, son infinitos equivalentes si lima, = limb, = ooy
lim $» = 1. Demostrar que son infinitos equivalentes:

a) a, = log(n + k), b, =log(kn)y ¢, = logn.

b) a, = P(n)y b, = kn? siendo kn? el término de mayor grado en el polinomio P(n).
) an = (n+1)* —n*yb, =an*"!, siendo o € N.
)
)

o

5. a) Mostrar que si 0 < a < 2, entonces 0 < v/2a < 2.
b) Mostrar que la sucesién:

ﬁ,@,m@,...

converge.
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c) Calcular el limite de la sucesion.

6. (Proposicién 1.3.1.) Una sucesién es convergente a un valor [ si y sélo si todas sus subsuce-
siones son convergentes a [.

7. (Proposicién 1.3.2.) Sea | € R. Si una sucesioén es tal que toda subsucesion tiene una sub-
subsucesidn que converge a [, entonces la sucesion original converge a [.

8. (Corolario 1.4.1.) Una sucesion acotada y con un unico punto de acumulacién es convergente
(y converge a dicho punto de acumulacion).

9. (Proposicién 1.4.3). Toda sucesion convergente es de Cauchy.

Series numéricas

10. Razonar con exactitud sobre la veracidad de las siguientes afirmaciones:

QO

) Sia una serie le quitamos un namero finito de términos, la suma de la serie no varia.
) Siuna serie es convergente, el limite de su término general es 0.

) Si el limite de una sucesién es 0, la serie asociada es convergente.
)

Si > a, es una serie de términos positivos y convergente, entonces Y a2 también es
convergente.

o o O

e) Si ) a, es una serie de términos positivos y convergente, entonces > \/a,, también es
convergente.

f) Sia, >0y > a, converge, entonces Z - diverge.

11. (Teorema 2.2.1.) Sean > "~ ar Y >, b, Series convergentes y a y 3 constantes. Luego, la
serie Y 1o, (away, + Bby) converge y verifica:

Zaak—i-ﬁbk —@Zak—i-ﬁZbk
k=1 k=1 k=1

12. (Corolario 2.2.1.) Si )2, a; converge y » .~ by no converge, entonces » .~ (a; + b;) NO
converge.

13. (Teorema 2.3.1.) Sean {a, } y {b,} dos sucesiones de nimeros tales que:

an:bn—bn+1, neN.

o0
Mostrar que entonces la serie ) a, converge siy solo si {b,}, converge, en cuyo caso se

. n=1

tiene:
o0
> ap=b—L, donde L= lim b,.
o— n—oo

Una serie del tipo > (b, — b,+1) €s llamada serie telescdpica.

14. En cada caso probar que la serie converge y que la suma es la indicada.

AR 1 1 — P | 3 : = 27437 _ 3
) 21 @ e — 2 1) Zl gt =3 i) 22 -1~ 4 ) L6 T2
n—= n= n—= n—=
oo o0 o oo
2n+1 : +1 2" +n? 7 4
v) nzl nQ(Zil)g =1 Vi) nz_:l Vn n2+7\( 1 wii) P 2n+f&nfﬁ) =1 wiii) n;l (37 — 37) =
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15. Analizar el caracter de las siguientes series:

= n . v2n—Tlog (4n+1 X n . X 2
DSy 0N R ) Y W) g

s —1)" . OO .. s i *?7,2
v) Z_:l 2+(2n1) i) Z_: \/ﬁ vii) ZQW ) Z_:lne

% n!)? no_o n!)? . = n .. =
ix) 2—31 gzn))! x) Z_:l (2n)2 i) 2 37'1 i) 2_:2 W -

16. Analizar el caracter de las siguientes series y en cada caso de convergencia, determinar si la
serie converge abosluta o condicionalmente:

oo _1\n+1 . o _1\n—1 oo _1\n(n—1)/2 3 oo _1\n
DR DR R DI

O_O —1)" . no_o — nn37 .. no_o no_o
v) 2_31% Vi) 2—31% Vi7) Z_:lsen(logn) VL) Z_:llog(nsen(%))
i) 21( 1)™arctan 5—— 2n+1 x) 22("“7—%

zi) i‘@: o donde a. — 1/n sin es un cuadrado
" " 1 1/n% sinno es un cuadrado

n=1

xii) § an, donde a, =

n=1

1/n? sinesimpar
—1/n sinespar

Segunda Etapa

Sucesiones numéricas

1. Dadas las siguientes sucesiones {a, }, determinar si son convergentes, divergentes u 0sci-
lantes y hallar el limite de cada sucesién convergente. Ademas, determinar los puntos de
acumulacion si hubiera.

B) an=Yn—Vn—-1 ii) ap=n(l—Y1-2) iii) a,=

v) ap=(1+ %)n vi)  a, = e /2 vit) ap =

) a, = 24"
Tni/2 .

™2 yiid)  ay, = ne

2. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones definidas por recurrencia:

1
i)ar=1,a,=+2+an1, ii)a1>0,an:2<an_1+ >,COI’1/<:>07
Gn—1
i) a1 = —2 | apyy = ST n)
ST N IR

3. (Teorema 1.3.3.) Una sucesion numérica compleja es convergente si y sélo si las sucesiones
de su parte real e imaginaria son ambas convergentes.

4. Probar los siguientes limites:

2— Z. —_ 7. p— —
an 2n+l:0’ lim 5n%—2n+1 5 lim nd—n42 — 0.

a) lim
) 4n2—n—1 4 ) nosoo  An?—2

nooo SnF+2 n—00
b) Sia >0, lim n%:O.
n—00

c) Si|z| <1, lim 2™ =0.
n—oo
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d) lim B — 0 va b > 0.

n—oo
; 1
e) lim n» = 1.
n—oo

f) lim (1+%)n:ea7 Va € R.

n—o0

Series numéricas

5. Sea f una funcion real monétona creciente y acotada en el intervalo [0, 1]. Se definen las
sucesiones {s,}y {t,} por

a) Demostrar que

1 1 B
Sng/of(fr)dirétn y 0= /Of(x)dﬂc—snéw.

b) Demostrar que {s,} y {t,} convergen ambas al mismo limite fol f(x) dx.
c) Utilizando el ejercicio anterior, establecer las siguientes relaciones.

N BUAYS A | L&
i) nlglgo gkgl <n) =3 i1) nlg]go k§1n+k—log2
n n 1 2
i) lim Y =T i) lim Y —sin(fm) = 2
7T

n—oo ;) n? + k2 n—oo S m

6. Consideremos la sucesion de elemento general

on "
Ay — 1+Zm

0 £ i
= n arctan | —————
" n?2+1

a) Mostrar que si

para n € N, entonces

an = |an|e® .

b) Mostrar que la sucesion {a,,} converge.

7. Sean dos sucesiones {a,} Yy {b,} de valores complejos, todos ubicados en el disco cerrado
D de centro % y radio % Supongamos que la sucesion de {a,, - b, } es convergente a 1.
a) Sia, — £ eC,
) Mostrar que ¢ € D — {0} y que b, — .
1) Mostrar que ¢ = 1.
b) Concluirque a,, — 1y b, — 1.
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8. Para demostrar correctamente que toda funcién continua definida en un intervalo cerrado y
acotado es integrable, fue necesario contar con el Teorema de Heine-Borel, que afirma que
en intervalos de ese tipo, toda funcion continua es uniformemente continua. Esto es, que dado
e > 0, existe 6 > 0, tal que:

x,y €la,b] con |z —y|<d = |f(z)— fly) <e.

En este ejercicio se propone demostrar el teorema mencionado. Para ello, se sugieren los
siguientes pasos.

a) Suponer que la funcién no lo es, y por ello justificar existen e > 0 y dos sucesiones {z,,}
e {y,} tales que:

|x”_yn‘<%a y \f(fﬁn)—f(ynﬂie

b) Aplicar el Teorema de Bolzano-Weierstrass, si es posible, a la sucesiéon {x,} para ob-
tener una subsucesion {z,, }, convergente y estudiar la convergencia de la sucesién

c) Usar la continuidad de f y el hecho |f(z,) — f(yn)| = € para llegar a una contradiccién.

9. En clases se demostré el Teorema de Bolzano-Weierstrass, a partir del Principio del Punto de
Acumulacién. En este ejercicio, mostraremos el segundo, a partir del primero.

a) Demostrar que cualquier sucesién de nimeros reales {a,, } tiene una subsucesion moné-
tona. Esto es, o una subsucesion creciente, o una decreciente. (Ver Lema en la pagina
425 del libro de Spivak).

b) Concluir el Teorema de Bolzano-Weiersstrass, teniendo cuidado de no utilizar ni el Prin-
cipio del Punto de Acumulacién ni ningin argumento que de éste se concluya.

c) Demostrar el Principio del Punto de Acumulacién, a partir del Teorema de Bolzano-
Weierstrass.

10. Determinar el conjunto de todos los complejos z para los que cada una de las siguientes
series converge.

N (D" A (D o= 2\ s 1
9 BSRS89 e B() 0 fmbr
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