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PRACTICA 1 - Complementos de Célculo Diferencial en Varias Variables

Preliminares

1. Hallar las derivadas parciales de la siguiente funcidn en el origen:

_Jx+y sSiz=0vVy=0
f(x’y)_{ 1 en otro caso

2. Dada la funcion:
ya? i
_ ) g si(zy) #(0,0)

(a) Hallar las derivadas direccionales de f en el origen.
(b) Estudiar la continuidad de f en el origen.

Sug.: Aproximarse a lo largo de la parabola y = 22.

3. Estudiar la diferenciabilidad en el origen de la funcion f : R? — R definida por:

_ [ zsin(4arctgy/x) Siz#0
4. Mostrar que existen las derivadas parciales de f en el origen, pero que no es diferenciable

alli, siendo:
zy2z )
f(:cyz)z{ s Si(@y,2) #(0,0,0)
b ) 0 . _

5. Estudiar la diferenciabilidad y la continuidad de las derivadas parciales en el origen de la
funcion:

| 7w @00
flzy) = { G/Ty si (z,y) = (0,0)

6. Se considera la funcion:

f(fU,y) _ { (().’172 + y2) sin ﬁ S? (JZ‘, y) 7§ (07 0)

(a) Estudiar su continuidad en el origen.

(b) Calcular la derivada direccional de f en el origen segun la direccion del versor (a,b).
Deducir de ahi las derivadas parciales de f en el origen.

(c) ¢Es % continua en (0,0)?

(d) ¢Es f diferenciable en el origen?
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Primera Etapa

1.

10.

Si F(t) = f(z + ht,y + kt) con (x,y) y (h,k) fijos,y donde f se supone con todas las
derivadas necesarias, calcular F'(t), F"(t), F"(t).

(z —y) (z +y)

. Sea f un campo escalar definido en R?. La sustitucion u = U= cambia

f(u,v) en F(x,y). Aplicar en forma adecuada la regla de la cadena para expresar las deriva-
, OF OF ., . . of of

das parciales — y — en funcién de las derivadas parciales ——, —.

ox dy ou’ ov

Sea G(s,t) = f(2s—t+1,—s+3t). (f tiene todas las derivadas que Ud. quiera). Se sabe que

en (1,0) las derivadas de f son: D1f = 1; Dof = —1; Di1f = 2; Diaf = —2; Doof = —3.

¢ Cuanto valen D12G(0,0) y D22G(0,0)?

. Seau = f(z,y), donde = = rcos(), y = rsin(0). Expresar , /u2 + u2 en términos de u; y uy.

Sean f: R? - R?, ¢g: R3 — R? dos campos vectoriales definidos del siguiente modo:
f(z,y) = et 4+ sin(y + 2x)j,
g(u,v,w) = (u+ 20% + 3wd)i + (2v — u?)j.

(a) Calcular cada una de las matrices jacobianas Jf(z,y), Jg(u,v,w).
(b) Calcular la funcién compuesta h(u, v, w) = flg(u, v, w)].
(c) Calcular la matriz jacobiana Jh(1, —1,1).

Hallar la formula de Taylor de segundo orden para las funciones:

(@) f(x,y) = e*siny alrededor de (0,0).
(b) f(z,y,2) = 2% — 3wz + 22 — 4zy + 2*y? alrededor de (0,0,0).
(c) f(z,y,z)=zyz* alrededor de (0,1,2).
0,97

15,05 + /0,98
con f(xayaz) = L y a= (171571)
y+ 52

Calcular aproximadamente A =

usando el hecho f(a+h) = f(a)+V f(a)xh,

El valor exacto de A es 0,2421726...

El radio de la base y la altura de un cono circular recto miden 10 cm y 25 cm, respectivamente,
con un posible error en la medicion de a lo maximo 0,1 cm. Acotar el error en el célculo del
volumen del cono.

Sea f : Rt — R derivable con derivada positiva. Demostrar que la funcion F : R? — R,
F(z,y) = f(1+2%+y?) tiene un minimo local en el origen. Mas generalmente, G(x1, ..., 7,) =
f(1+a2?+...+22) tiene un minimo local en el origen de R™.

Analizar el siguiente ejemplo:

(@) Sea f una funcion C' en la recta real. Supongamos que f tiene un Gnico punto critico
xo que es un minimo local estricto de f. Mostrar que entonces xy es también un minimo
absoluto para f, esto es, que f(x) > f(xo) para todo z.
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(b) El siguiente caso muestra que la conclusion de (a) no se cumple para funciones de mas
de una variable: Sea f : R? — R definida por

Flay) =y — e + 22 Ver + e

Mostrar que (0, 0) es el unico punto critico de f y que es un minimo local. Mostrar ademas,
de manera informal, que f no tiene minimo absoluto.

. Hallar los extremos (absolutos) de las siguientes funciones en los dominios indicados:

(a) flzy) =2yl -2 —y*), en {(z,y) eR*/0<2<1,0<y <1}

(b) f(z,y) =23/3 - (3/2)x? + 2z +y* — 2y +1,  en el tridngulo limitado por las rectas
z=0,y=0, z+y=1.

(c) flz,y) = (22 +9y?)? —2(2* +y?), enelcirculo {(z,y) / 2* +y? < 4}.

(d) f(z,y) =2%3(1 -2 —vy), enelcuadrado {(z,y)/ |z|+ |y| < 1}.

Sol.: Minimo en (—2/5,—3/5) donde f vale —216/3125. Maximoen (—1/2,1/2) donde f vale 1/132.

. Verificar que las siguientes ecuaciones definen a y como funcién de = alrededor de los

puntos indicados y calcular las dos primeras derivadas en esos puntos:

@ z3—zy—ay’?—1>—1=0 en z=0.
(b) sinx+cosy+2y—nm=0 en x=0.
() 1—azy—In(z>4+y*) =0 en z=0.
(d) 2?y+322—2y°—2y=0 en z=1.

. Hallar los extremos locales de la(s) funcion(es) y = f(z) definida(s) implicitamente por la

ecuacion
P ay4+y? —27=0.

En este ejemplo todavia es posible explicitar y en términos de z, pero es aconsejable
ignorar esa posibilidad.

. Laecuacion z+ x + (y + 2)* = 0 define implicitamente la funcion z = f(x,y). Calcular f,,

y fyy~

Encontrar el volumen de la maxima caja rectangular con aristas paralelas a los ejes que se
puede inscribir en el elipsoide 922 + 3612 + 422 = 36.

. Hallar el valor maximo y el minimo del producto de tres nimeros reales =z, y, z Si su suma

debe ser 0 y la suma de sus cuadrados debe ser 1.

Sol.: El valor maximo es +/6/18, cuando dos de los nimeros son —/6/6 y el otro es /6/3. El valor minimo es —/6/18, cuando
dos de los nimeros son v/6/6 y el otro es —v/6/3.

Hallar la distancia del punto (—2,3,2) alarecta z —1=—(y+1)=z+1.

Sol.: Distancia =v/258/3, en el punto (—1/3,1/3,—7/3).

Elcilindro 22+ 4% =1 yelplano = +y+z =0 se intersectan en una elipse (cuyo centro es
el origen de coordenadas). Hallar los semiejes de la elipse determinando los extremos de la
funcion f(z,y, z) = 2% +y* + 2 sujeta a las dos restricciones 2> +y?> =1,y z+y+2z=0.

Sol.: Los puntos de la elipse donde se obtiene el maximo de f son (1/v/2,1/v2,-2v2) y (—=1/Vv2,-1/v/2,2v2), el cual
vale 3. El semieje mayor es +/3. El minimo de f ocurre en (1/v/2,—1/+/2,0) y (—=1/+/2,1/+/2,0) y vale 1. El semieje menor
es 1.
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19. Hallar los puntos de la curva de interseccién de las dos superficies:
xQ—xy+y2—22:1 N x2—|—y2:1
qgue estadn mas cerca del origen.

20. Considerar la funcién
fla,y) = 2" + ay + ¢

en el disco unitario D = {(z,y) / #? + y? < 1}. Usar el método de los multiplicadores de La-
grange para localizar los puntos maximo y minimo en dicho circulo. Usar esto para determinar
los valores maximo y minimo absolutos de f en D.

Segunda Etapa

2_|_ 2 )
). S Do) =2y Daalh ) = 1,
calcular Vf(—1,2) y la derivada direccional de f en (—1,2) en la direccion que vade (0,1)
hacia (1,0).

1.8eang : R2 = R y f(z,y) = ¢

2. Mostrar que la expresion del Laplaciano de una funcion Af = f.. + f,y, tras realizado el
cambio de coordenadas polares z(r,0) = rcos#, y(r,0) = rsen 6, sera

1 1
frr+*fr+72f09-
T T

3. Probar que la expresion f.. + f,y, €s invariante bajo una rotacion del sistema coordenado,
para cualquier campo escalar f € C?.

4. f:R? — R es diferenciable, y existe m € N con la propiedad:
Vt € R, Y(z,y) € R?, f(tx,ty) = t"f(z,y). (I)
Unatal f sellama homogénea de grado m. Verificar que f satisface la ecuacién
xDy f(z,y) + yDaf (z,y) = mf(xz,y), llamada ecuacién de Euler.

Sugerencia: Derivar (I) respecto de t y después poner t = 1. (Reciprocamente se puede
demostrar que una funcion f que verifica la ecuacion de Euler es homogénea).

5. Si la ecuacién g(z,y) = 0 define a y como funcién de =z, por ejemplo y = w(z) y Si
f : R? = R se define:
h(z) = f(z,w(x)).
Calcular h/(z) en términos de las derivadas parcialesde f y g.
6. Una funcién continua de una variable no puede tener dos maximos locales sin tener un minimo
local. Sin embargo, en dos variables se da el caso:

Mostrar que la funcién f(z,y) = — (2% — 1)? — (2?y — 2 — 1)? tiene s6lo dos puntos criticos en
los que hay maximos locales.

Sug.: Graficar en la computadora, para ver como es posible.

7. ¢Cuales son los valores maximos y minimos absolutos de la funcion f(z,y) = sin(x) + cos(y)
en el rectangulo R = [0, 27| x [0, 27]?

Sol.: f asume su valor maximo en R, que es 2, en los puntos (5,0) y (5,27). f asume su minimo en R, que vale —2, en el

punto (37, ).
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Hallar los valores extremos del campo escalar:
flx,y,z) =2 — 2y + 2z,

en la esfera 22 + 3% + 22 = 8.

Sean fy g dos campos escalares definidos en el abierto U C R™ tales que tienen un maximo
local en el punto p € U. Mostrar que la funcién suma f + ¢ tiene un maximo local en p. ;Se
puede concluir lo mismo para la funcién producto fg?

. Mostrar que la funcion f(z,y) = |z| + |y| tiene un minimo local en (0, 0). Observar que f no es

diferenciable en (0, 0). Hacer un esquema mostrando las curvas de nivel cerca de ese punto.

. Mostrar que las siguientes funciones no poseen extremos locales o relativos:

(@ f(z,y) =22 +3z+y3+y.

(b) flx,y,2) =% +y° + 22 + 4z + 2y + 92 + 2.

() f(x,y,z) = arctan(z + 2y + 3z).

(d) f(z1,...,2n) =a1z1+ ... +apxzy, + b, conal menosuna; # 0.
Demostrar:

(a) La funcién de dos variables f(x,y) = az? + by?, donde a,b € R tales que ab < 0, tiene
un punto de ensilladura en el origen. Sugerencia: mostrar que en cualquier entorno del
origen hay puntos donde f es positiva y otros donde es negativa.

(b) Generalizacion: La funcién de n variables f(x1,...,z,) = a12% + ...+ a,z2, donde los a;
son no nulos y no todos del mismo signo, tiene un punto de ensﬂladura en eI origen.

Identificar y clasificar los puntos estacionarios (criticos) de las siguientes funciones:

@ flz,y)=2%—(y—1)?

(b) f(z,y) =2+

(© flz,y) =2"+y> - 3uy.

d) f(z,y)=22%—2y—3y> -3z +Ty

() f(z,y,2)=2"+y*+32° -1

(f) f(z,y) = (822 — 6zy + 3y?) exp(2x + 3y)

) flz,y,2) =2 +2y> + 22+ 22y + 22+ 2yz+ 0+ 2y + 2
(h) f(z,y,2) = 23 + 322 — 292 + 4y — 222 + 62

Ayuda: El punto estacionario de g es (0, —1/2,0) y los puntos estacionarios de i son (0,1,3/2) y (—2,1,3/2).

Sea f(z,y) = 62* — 522y + y2. Mostrar que en (0,0) no hay extremo local.

Sug.: Ver que f(z,y) = (y — 222)(y — 322) y estudiar el signo de f en un entorno cualquiera del origen.

Mostrar que la funcién f(z,y) = 3ze¥ — 23 — €3¥ tiene exactamente un punto estacionario, en
el cual f tiene un maximo local. Sin embargo, f no tiene maximo en R2. ; Es posible esto para
funciones derivables de R en R?

Se considera el polinomio p(x,y) = 322 + 22y + y* + 22 — 2y.
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(a) Mostrar que no tiene maximo en R?.
(b) Hallar el punto (zg, yo) donde p tiene un minimo local.
(c) Mostrar que p(zo, yo) es el minimo valor del polinomio p en R2.

Sug.: Desarrollar p alrededor de (zo, yo) en potencias de (z — zo) e (y — o).
17. Sea f(z,y) = ax® + 2bxy + cy? + dx + ey, donde a, b, ¢, d, e son constantes, a > 0y ac— b > 0.
Demostrar que existe un punto («, ) en el cual f toma su minimo valor en R2.

18. Una caja de carton sin tapa debe contener un volumen de 32000 ¢m?. Encontrar las dimen-
siones de la caja que minimizan la cantidad de carton empleada.

19. Calcular el volumen de la caja rectangular mas grande que esté en el primer octante con tres
de sus caras en los planos coordenados y un vértice en el plano £ + ¥ + 2 = 1, donde a, b, c
son numeros positivos.
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