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1. Sucesiones numéricas

1.1. Introduccion

Una sucesion de numeros reales es una coleccion ordenada de nimeros reales. Al considerar una
sucesion se conoce cudl es el lugar que ocupa cada uno. Hay un primer elemento, al que podriamos llamar
ay, un segundo ay, un elemento n-€simo o general, a,, etc.

Notaremos a las sucesiones por

{an}neny = {a1,a2,...;an,...} ,

donde si bien utilizamos llaves, hacemos hincapié en que consideramos el orden en el que los elementos
son presentados.

Nota 1.1.1. En ocasiones los valores de los indices que indican el dominio de la sucesion pueden comenzar
desde n =0, sin que esto afecte a las definiciones que a éstas involucren.

Ejemplo 1.1.1.
1. {an}n ={1,2,3,...,n,...} = {n},, donde, para cadan € N, a, = n.
2. {by}n={-2,—4,-6,...—2n,...}, tal que b, = —2n.

W

At ={1,3,. 4., ..} = {1}, donde, para cadan €N, a, = 1.

. {bn}n: —%,%,—%,...}, tal que bn: (_%)n

5. Sucesion de Fibonacci: fi =1, fo =2, fui2 = fu+ fur1 paran € N.

A

Observemos en los ejemplos que a cada nimero natural (posicion en la sucesion) le corresponde un
elemento de la sucesion, y s6lo uno, y que los elementos son, por definicién, nimeros reales.

Definicion 1.1.1 (Sucesion numérica).
Una sucesion numérica (real) es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los niimeros naturales, y

su codominio el de los niimeros reales,
a:N— R

a(n) =ay .
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Teniendo en vista esta definicidn, las sucesiones son funciones, todas con los mismos conjuntos domi-
nio y codominio. Dos sucesiones serdn iguales si sus respectivos términos lo son. Esto es,

{an}n={bu}n & an=0, , paratodon € N.
La igualdad de sucesiones no debe confundirse con la igualdad de sus codominios.

Definicion 1.1.2 (Sucesiones acotadas).
Una sucesion {ay}, se dice acotada superiormente, si existe un valor real M, tal que se verifica, para

todo n,
a, <M.

y estd acotada inferiormente, si existe m tal que
m<ap,

para cualquier n.

Esto es, el recorrido de la sucesion es un subconjunto acotado', superiormente o inferiormente, segiin
sea el caso.

Ejemplo 1.1.2.
1. {an}n={1,2,3,4,....n,...}, estd acotada inferiormente por 1, y no estd acotada superiormente.

2. {by}n={-2,—4,—6,...,—2n,...}, no estd acotada inferiormente, y estd acotada superiormente por
—2.

3 A{entn={1,3,. %2, ..} = {1}, estd acotada inferiormente por 0y superiormente por 1.

1.2. Sucesiones Convergentes, Divergentes y Oscilantes

Considerando que una sucesion es un caso particular de una funcién real, con dominio en N, en la
cual se piensa a a, como la imagen de n por esta funcidn, tienen sentido las siguientes definiciones de
convergencia y divergencia.

Definicion 1.2.1.
Una sucesion numérica {a, } tiene limite finito ¢, si para cualquier niimero positivo €, existe un niimero

natural N € N, tal que se verifica
n>N = |a,— (| <E€.

Si este es el caso, decimos que la sucesion es convergente, o que la sucesion converge a £y lo notaremos

Iim a,=¢ o a,—¢.
n—oo

Graficamente, si dado € > 0, es posible encontrar N, tal que, todos los a, siguientes se encuentren en
el entorno (¢ —¢€,0+¢€).

'Un conjunto no vacio A C R es acotado superiormente si existe M € R tal que Ya € A, a < M. Al niimero M se lo denomina
cota superior de A. Es claro que si M es cota superior de A, entonces todo niimero mayor que M también es cota superior de A.
De manera andloga se define conjunto acotado inferiormente y cota inferior.
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Definicion 1.2.2 (Sucesiones divergentes y oscilantes).
Se dice que una sucesion {ay} diverge a 4o (resp. —oo), si para cualquier M > 0, existe N € N, donde

n>N=a,>M (n>N = a,<-M).
La sucesion diverge, si lo hace a +o0 0 a —oo.
Finalmente, una sucesion se dice oscilante si no es convergente ni divergente.

Nota 1.2.1. Dado € > 0, si un niimero Ny es iitil en la condicion de convergencia (o para un M > 0, en
la de divergencia), entonces cualquier N > N\ también lo es. En efecto,

n>N = n>N| = |a,— (| <E€.

Ademas, es iltil observar que
an— 0 < ap g — 1,

y lo mismo con —-oeo,

Ejemplo 1.2.1.

1. La sucesion {%} es convergente a 0. En efecto, dado € > 0, basta tomar un niimero natural N > é
(Propiedad Arquimedeana?), para obtener

1 1
n>N:>n>E = —< € =
n

1
——0’<e.
n

2. La sucesion {#} es convergente a 0. Nota anterior. Lo mismo con la sucesion {#} con p € 7.
3. La sucesion {n%} es convergente a 0. Basta tomar, para € > 0, N > \/ig
4. En general, si p € N, la sucesion {ni,,} es convergente a 0, tomando N > {,/Lg

5. Las sucesiones {n}, {2n}, {n*}, etc., divergen a +oo.
6. Las sucesiones {(—1)"} y {(—1)"n} son oscilantes. La primera estd acotada, y la segunda no.

Se pueden afirmar los limites del ejemplo anterior por medio de la siguiente observacion.

Nota 1.2.2.

Sea f una funcion real y {a,} una sucesion tal que a, = f(n).

w Si HT f(x) = ¢, entonces resulta a, — ¢
x—+oo

= Si 11/1’_|r_1 f(x) = Foo, entonces resulta a, —» £
X—r—-o0

Ejercicio 1.2.1. Probar los siguientes limites:

ZPropiedad Arquimedeana: Si x > 0 e y es un niimero real arbitrario, entonces existe n € N tal que n.x > y.
Para probar este resultado es ttil el Axioma del supremo: Todo conjunto no vacio de nimeros reales acotado superiormente
tiene supremo en R. Vale aclarar aqui la definicién de supremo de un conjunto no vacio A C R (s = sup(A)): un nimero real s
es supremo de A si es cota superior de A y toda otra cota superior de A es mayor que s, i.e. s es la menor de las cotas superiores
de A. Equivalentemente, s = sup(A) si para todo 2 > O existea € A tal que s—h < a <.
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5.

6.

, 2_ s 2_
lim #£=2ntl — | lim 22+l

_ 5 :
oo 3M3H2 T oo 4n2-n—1 — 47 lim

Sia>0, lim X =0.
n—yoo

Si x| < 1, lim x* = 0.
n—soo

1im 1€"° — 0, Va,b > 0.
n—oo N

lim nv = 1.

n—soo

lim (1+4)" =¢% VaeR.

n—oo

—n?—n+2 — _

Agrupando resultados conocidos, enunciamos el siguiente resultado y proponemos la demostracion
como ejercicio.

Teorema 1.2.1. Son vdlidas las siguientes afirmaciones:

1.

N oW

5.

El limite de una sucesion numérica, si existe, es unico.
Si a, — £, entonces |ay| — |¢|.
Sia, — 0, y {b,} estd acotada, a, -b, — 0
Sia, =y, b, =y, yc €R,
antb,— b +4ly, ca,—cl,

ysilhy#0yb,#0,VneN,

— —.
b, b

an-bn —>€1-€2,

Si paran > N, a, £ b, < ¢, y ademds valen a,, — 'y ¢,, — £, entonces b,, — /.

El siguiente Lema permite probar varios limites utiles.

Lema 1.2.1 (Desigualdad de Bernoulli). Sih > —1y h #0.

(1+h)" = 1+nh,

para todo n € N.
Ademads, la igualdad se verifica solo para n = 1.

Demostracion. Sin =1, se cumple por igualdad.

A continuacién mostraremos, utilizando el Principio de Induccién, que paran = 2,

(1+h)" > 1+nh,

Paran =2,

(1+h)% = 142h+h* > 1+2h.
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Si suponemos que para alginn € Nes (1+4)" > 1+nh,como 1+h >0,

(1+h)" > 14+nh = (1+h)(1+h)" > (1+h)(1+nh)
= (1+h)"" > (14h)(14nh) = 1+nh+h+nh?
> l+nh+h =1+ (n+1)h
= (I1+h)" >1+(n+1)h,

que completa el argumento de induccion. [

Observar que en el Lema anterior, si tomamos 4 = 0, se verifica la igualdad para todon € N
Proposicion 1.2.1. Dado p > 0,

0 si0<pxl
lIimp'=< 1 sip=1
n—oo .

o si p>1

Demostracion. Si p =1, es inmediato.
Sip>1, p=1+h,conh > 0. En este caso, por la Desigualdad de Bernoulli,

p'=(1+h)">1+nh.

Observemos que
lim 1 +nh =00,

n—soo
ya que, dado M > 0, por la Propiedad Arquimedeana, existe N tal que N2 > M — 1, y con esos elementos,
(h>0)
n>N = l+nh > 1+Nh > 1+M—-1 =M.

Luego

lim p" =co.
n—oo

Si0 < p < 1, entonces % > 1,y

yeén consecuencia,

Ejercicio 1.2.2. En este ejercicio queremos probar la siguiente convergencia:
B 1 1 1 1

Fara ello, se propone como sugerencia, reemplanzando en el lado derecho de la igualdad %an =a,—
%an por la expresion como suma de a,, arribar a la férmula

1 1
20 = 1=

y utilizar la Proposicion 1.2.1.
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1.3. Sucesiones Monétonas
Definicion 1.3.1 (Sucesiones Monétonas).  Una sucecion {a,} se dice
1. creciente, si a, < ani1, Vn € N,
2. decreciente, si a, > api1, Vn € N.
3. estrictamente creciente, si a, < a1, Vn € N,
4. estrictamente decreciente, si a, > ay+1, Vn € N.

para todo € N. Si una sucesion es creciente o decreciente, se dice que es mondtona.

Naturalmente ademads, se definen las sucesiones no decrecientes y no crecientes.

Ejemplo 1.3.1. 1. Si {a,} es creciente (resp. decreciente) entonces {—ay} es decreciente (resp. cre-
ciente).

2. Si{an} es acotada superiormente (resp. inferiormente) entonces {—a,} es acotada inferiormente
(resp. superiormente).

3. Una sucesion estd acotada superiormente e inferiormente siy solo si existe T € R tal que |a,| <T,

Vn e N.

El siguiente resultado no es sélo valido para sucesiones mondtonas, pero su reciproca si, y por €so se
incluye aqui.

Teorema 1.3.1.  Si una sucesion {a,} es convergente, entonces estd acotada (sup. e inferiormente).

Demostracion. Sea ¢, tal que a, — ¢. Entonces, dado € > 0, existe N € N, de manera que, paran > N,

= lau|— 0| £ |lan—1| < €
= |a,| < |¢|+€.

Luego, para € = 1, existe N; € N tal que si n > N; entonces |a,| < [¢]+ 1.
Si ahora consideramos 7 = méax{|a;|,|az|, ..., |an,~1|,|an, |, |¢| + 1} (mdximo de una cantidad finita de
nuimeros), entonces,
N<N = lan| < T
n>N = la,| < |[{|+€ < T’

y para todo n, es |a,| < T. O
Nota 1.3.1. Si una sucesion estd acotada, ;es convergente?

Observemos que la sucesion {(—1)"} estd acotada y no es convergente ya que es oscilante.
. Qué ocurre si la sucesion es acotada y ademds es monotona?

Teorema 1.3.2.
Si una sucesion mondtona {ay} estd acotada, entonces es convergente.
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Demostracion. Comencemos con el caso {a,} creciente, a,_; < ay, esto es, para todo .

Como la sucesion a, estd acotada, el conjunto A = {a, : n € N} (pensado como el recorrido de la
sucesion), es un subconjunto no vacio y acotado superiormente de R, y por el Axioma del Supremo, existe
¢, supremo de este conjunto numérico. Mostremos que a, — £. Sea € > 0 cualquiera. Deseamos hallar
NeNtalquen >N = |a, — (| < €.

Por un lado, como ¢ = sup(A), vale que
an <l<l+e¢, (1)

para todo n € N.

Por otro lado, como ¢ = sup(A), por el Teorema de Caracterizacién del supremo, dado € > 0, existe un
elemento de A, llamémoslo ay, tal que
l—e<ay</.

Observando que ay < a, para todo n > N, se tiene

{—¢e<ay<ap, (2)

Combinando las desigualdades (1) y (2), para todon > N,

l—e<a,<l+e¢
= la,—/| < €.

Si {a,} es decreciente y acotada, entonces {—a,} es creciente y acotada, y por lo tanto convergente,
lo que implica que sea también en este caso {a,} convergente. [

Nota 1.3.2. Si una sucesion es acotada y ademds es mondtona a partir de un cierto subindice ng € N,
entonces la sucesion es convergente.

Corolario 1.3.1.
Una sucesion creciente (decreciente), converge o diverge a 4o (—oo).

Definicién 1.3.2 (Subsucesién). Dada una sucesion numérica {a,};._,, se denomina subsucesion de {a}_,
a toda sucesion de la forma

{ank}k:] = {a”ll ynyy e v s Ay e v e }7
formada por elementos de la sucesion original {a,};_| y tal que se conserva el orden relativo de los
indices, i.e.

n<ny<...<ng<nfpyp<....

Enunciamos dos propiedades que relacionan los limites de una sucesion y sus subsucesiones, cuyas
demostraciones quedan como ejercicio.

Proposicion 1.3.1. Una sucesion es convergente a un valor ¢ si y solo si todas sus subsucesiones son
convergentes a (.

Proposicion 1.3.2. Sea ¢ € R. Si una sucesion es tal que toda subsucesion tiene una sub-subsucesion que
converge a l, entonces la sucesion original converge a (.
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A continuacién definiremos las sucesiones numéricas complejas, i.e. aquellas sucesiones con codomi-
nio C.

Definicion 1.3.3 (Sucesion numérica compleja).
Una sucesion numérica compleja es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los niimeros naturales,
y su codominio el de los niimeros complejos,

a:N—C
a(n) =ay .

La definicién de limite de una sucesién numérica compleja se define de manera natural considerando
el médulo de un nimero complejo.

Una sucesion {a,} compleja puede descomponerse en su parte real e imaginaria, i.e. a, = uy, + i.vy,
donde u, y v, son sucesiones numéricas reales.

Teorema 1.3.3. Una sucesion numérica compleja es convergente si y solo si las sucesiones de su parte
real e imaginaria son ambas convergentes.

1.4. Principio del punto de acumulacion. Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Definicion 1.4.1 (Punto de acumulacién de una sucesién). Sea {a,} una sucesion y a. € R. Decimos que
o es un apunto de acumulacion de la sucesion {a,} si, para todo € > 0 el conjunto

{neN: |a,—a| < €}
es infinito (no acotado superiormente).

Ejemplo 1.4.1. 1. Lasucesion {(—1)"} posee dos puntos de acumulacion o =1y ay = —1. Observar
que esta sucesion es oscilante.

2. La sucecion { %} tiene a o0 = 0 como unico punto de acumulacion. Observar que esta sucesion
converge a (.

3. La sucesion {n} no tiene punto de acumulacion y es divergente a +oo.

4. La sucesion definida como ay, =ny az,+1 = 0 para n € N tiene a ¢ = 0 como tnico punto de
acumulacion. Observar que esta sucecion no es convergente.

Proposicion 1.4.1 (Principio del punto de acumulacién para sucesiones). Sea {x,} una sucesién acotada.
Luego, {x,} tiene al menos un punto de acumulacion.

Demostracion. Como la sucesion estd acotada, existen a,b € R tal que x,, € [a,b] para todo n € N. Luego,
el conjunto {n € N: x, € [a,b]} es infinito.

Procederemos usando el Método dicotomico. En este caso lo aplicaremos para obtener una sucesion
de intervalos.

Consideremos [a,b] = [a;,b;]]. Obtenido el intervalo [ay,b,], construimos el intervalo [a,1,b,1],
tomando el punto medio ¢, de [a,,by] (i.e. cpy1 = %), y tenemos que al menos uno de los conjuntos
{neN: x, €lan,cni1]} 0 {n € N: x, € [cyt1,by]} es infinito. Si {n € N: x, € [an,cp+1]} es infinito
definimos [+ 1,b,+1] = [an,cnt1], ¥ en caso contrario definimos [a,1,b,41] = [cut1,bn]. Observemos
que ahora que el conjunto {n € N : x, € [@y+1,b,+1]} es infinito.

De esta manera, considerando los extremos de los intervalos, se obtienen dos sucesiones {a,} y {b,}

tales que:
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1. {a,} es creciente y acotada superiormente por b (luego, {a,} es convergente),

2. {by} es decreciente y acotada inferiormente por a (luego, {b,} es convergente),

b—a

3. paratodon €N, by —an = 5=t

Sea lim a, = y. Ademas, por algebra de limites,
n—yoo

lim b, = 1fm (by — @) + a5 = 0+ = y.

n—oo
Veamos que ¥ es un punto de acumulacién de {x,}. Sea € > 0. Por lo que acabamos de probar, existe

n € N tal que [a,,b,] C (y — €,y + €). En consecuencia, el conjunto {n € N : |x, — y| < €} es infinito,

ya que
{neN: x, €lan,by]} C{neN: |x,—y|<e}.

Luego, y es un punto de acumulacion de {x,} como queriamos probar. [

Los siguientes dos resultados y la Proposicion 1.4.1 que acabamos de probar son equivalentes.

Teorema 1.4.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion numérica real contiene una subsucesion
convergente.

Proposicion 1.4.2 (Principio de los Intervalos Encajados). Sean {[an,bn|} una coleccion de intervalos
cerrados y acotados de R, tales que , para todon € N, [ani1,bn+1] C [an, by|. Entonces,

(o)

() [an, b # 0.

n=1

Si ademds 1im b,a,, = 0 entonces,
n—oo

[}

ﬂ [an, ba] = {y}.

n=1

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de los resultados que acabamos de mencionar.

Corolario 1.4.1. Una sucesion acotada y con un tinico punto de acumulacion es convergente (y converge
a dicho punto de acumulacion).

Demostracion. Ejercicio ]
A continuacion consideraremos una clase (en principio) particular de sucesiones.

Definicion 1.4.2 (Sucesiones de Cauchy). Una sucesion {a, } es de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N
tal que
n,m>N = |a, —ay| < €.

Proposicion 1.4.3. Toda sucesion convergente es de Cauchy.
Demostracion. Ejercicio ]

Acabamos de ver que para una sucesion es condicion necesaria ser de Cauchy para ser convergente. En
lo que sigue veremos que, para una sucesion numérica real ser de Cauchy también es condicion suficiente
para ser convergente.



1.4 Principio del punto de acumulacion. Teorema de Bolzano-Weierstrass. Andlisis Matematico III

Teorema 1.4.2. Toda sucesion de Cauchy es acotada y posee tinico punto de acumulacion. En conclusion
toda sucesion de Cauchy es convergente.

Demostracion. Sea {a,} una sucesion de Cauchy. Luego, tomando € = 1, existe Ny € N tal que n,m >
No = |an—am| < 1.

Ergo, para todo n > Ny, |a,| < 1+ |ay,|. Sea T = max{|ai|,...,|an,~1|,1+ |an,|}. Tenemos que para
todon €N, |a,| <T,i.e. {a,} estd acotada.

Aplicando ahora el Principio del punto de acumulacion para sucesiones (Proposicion 1.4.1), tenemos
que la sucesion {a, } tiene al menos un punto de acumulacion.

Veamos que dicho punto de acumulacién es tdnico. Supongamos que existen o, B € R puntos de acu-
mulacién de {a,} con a # B. Sea € = \[3;_06\. Observemos que € > 0. Como {a,} es de Cauchy, existe
N € N tal que si n,m > N entonces |a, — a,,| < € (¥).

Dado que a y 3 son puntos de acumulacidn, los conjuntos A={n € N: |g,— | <e}yB={neN:
la, — B| < €} son ambos de cardinal infinito. Luego, existen ny € A y mg € B tales que no > Ny mg > N,
ie. |0t —ap| <€y lam,—B| <e.

Entonces,

|OC—B| = |a_ano+ano_amo+amo_ﬁ‘ < |a_ano|+|ano_am0’+|amo_ﬁ‘-

En consecuencia,

o — B
(o = amo| = |00 = Bl = |a —ang| = |amy = B| > ot = B —& —& = ——— =
Es decir, |an, — am,| > €, lo cual contradice (*). Esta contradiccién proviene de suponer que existen
dos puntos de acumulacién diferentes. En consecuencia el punto de acumulacién es tnico y el teorema

queda demostrado [

Ejemplo 1.4.2. Sea a,b € R. Consideremos la sucesion {a, } definida como ay = a, a = b, a, = %

sin > 3. Tenemos que [ay12,an+1] C [ayt1,an). Mds atin, paran > 3,

. |an+1 _an|
w2 —aya| = L=l

En consecuencia,
lap —a1|  |b—al|

Esto implica que la sucesion {ay} es de Cauchy en Ry por lo tanto es convergente.
Observemos que determinamos que la sucesion es convergente, sin necesidad de conocer el valor al

cual converge.

10
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2. Series numéricas

2.1. Definicion y ejemplos

Consideremos una secuencia numérica {a, } real o compleja. Podemos formar la sumas parciales

s1=ai, sH)=a1+ay, ... ’sn:al+a2+“'+an22ak.

La sucesion de sumas parciales {s,} se denomina serie infinita, o simplemente serie, que también se
nota:

air+ay+---+a,+ Zak

Por ejemplo, la serie ), % representa la sucesion {s, } donde

k=1
n
"l

ol —

Si existe un nimero real o complejo S tal que

lim s, =,
n—oo

decimos que la serie
Y @
k=1

converge y tiene suma S, en cuyo caso escribimos

i a, =S.
k=1

Si {s,} no converge, decimos que la serie no converge y no tiene suma.
Ejemplo 2.1.1.

SERIE DE POTENCIAS Hemos estudiado las sumas parciales de la serie 1 + % + ZI; 4oy
probamos que

|
Z_k: T a1

A partir de esta igualdad surge que la serzekf,l % es convergente y tiene suma 2, i.e.

=
Lo
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LA SERIE ARMONICA. Consideremos la serie arménica ) % No es dificil ver que las sumas parcia-
k=1
les verifican

Y > ln(nt1).
k:lk

Luego, como lim In(n+ 1) = oo, lo mismo ocurre con s, y por lo tanto la serie Z 7 o converge.
n—oo k=1

2.2. Linealidad de series convergentes

A partir de las igualdades conocidas para suma de una cantidad finita de términos
n n n
Y (+bi) =Y a+ Y b,
k=1 k=1 k=1
n n
Z (Cak) =c Z A,
k=1 k=1

surge la siguiente extension de estas igualdades a series.

Teorema 2.2.1. Sean };” | ary Y5 | by series convergentesy oy B constantes. Luego, la serie Y ;. (Otax+
Bby) converge y verifica

i(aak+ﬁbk) =« i ax+ B i ax.
i=1 i=1

k=1

Demostracion. Ejercicio O]
Corolario 2.2.1. Si Y | a; converge y ¥.i°_, by no converge, entonces Y ;. (ay + by) no converge.
Demostracion. Ejercicio. ]
Ejemplo 2.2.1.  ]. La serie ), (% 21k) no converge ya que Y ;. k no converge y Y ;. zlk converge.

2. Si dos series no convergen, no necesariamente la serie suma no converge. Por ejemplo, las series
yoo ] oo 1 ) oo (1 1 P 0
r=1% Y Li—| —3 o convergen pero la serie Y.;°”_ (1 + (—73)) converge, mds aiin su suma es 0 ya
que todos sus términos son nulos.

2.3. Series telescopicas

Consideremos una sucesion {b, } y observemos que las siguientes sumas parciales verifican

Z by —byy1) = b1 — b1

Intentemos extender esta propiedad a series infinitas. Consideremos a, = b, — b, | paran € N. Luego,
la serie ) ;° ; ai se denomina serie telescopica.

12



2.4 La serie geométrica Andlisis Matematico III

Teorema 2.3.1. Sean {a,} y {b,} dos sucesiones tales que a, = b, — b, para n € N. La serie ;" | ax
converge si'y solo si la sucesion {b,} converge. Mds aiin,

Z ay = b 1— l N
k=1
donde ¢ = 1lim b,,.
n—o0
Demostracion. Ejercicio. [

Ejemplo 2.3.1.  [. Consideremos a,, = ﬁ Luego,

1 1 1
an_—:__

Cam+1) n on+l

Considerando b,, = % en el teorema anterior, resulta

=1
k;k2+k

=b1—limb,=1-0=1.
n—oo

2. Observemos que In (1) = In(n) —In(n+ 1). Como In(n) — +oo entonces la serie Y;~_ In (1)

no converge.

2.4. La serie geométrica
Consideremos las sumas parciales
— 2 n—1
Sp=1+x+x"+---4+x""".

Six=1,s, =nycomo yahemos visto, la serie no converge.
Consideremos ahora x # 1, luego

n—1 n—1
(1—=x)s, = (1—x) Zxk = Z(xk—xkﬂ) =1-x".
k=0 k=0
Ergo,
1 —x" 1 x"
Sp = = — :
" l-x 1-x 1-x
En consecuencia, si |x| < 1, X" — 0. Por lo tanto, si [x| < 1, ¥ x* = ﬁ Ademds, si |x| > 1, como

|x"*| — oo, la sucesion no converge y entonces la serie no converge. En conclusion, tenemos el siguiente
resultado

(o)

Proposicién 2.4.1. Sea x € C. Luego, ¥, x* converge si y solo si |x| < 1.
k=0
Nota 2.4.1. 1. Si reemplazamos en la serie geométrica x por x*, tenemos que si |x| < 1,

- 1
1+x2+x4+...+x2k+...: ZXZk:—Z'
k=0 1—x

13



2.5 Tests de convergencia Andlisis Matematico III

2. Multiplicando en la igualdad anterior ambos lados por x, se tiene que si |x| < 1,

x+x3+x5+“'+x2k+l+_”:iXZk—H:L.
1 —x2
k=0
3. Reemplazando x por —x en la serie geométrica, si |x| < 1 resulta
- 1
x4+ =4t ()" 4 = Y (D) = :
(1) Y0 -
4. Reemplazando en lo anterior x por X%, si |x| < 1
i 1
Lo S (V2 e — gk
XX ="+ (D) ST+ Z( )x s

5. Multiplicando ambos lados de la igualdad anterior por x, si |x| < 1 resulta

[e)

3 5 7 k_2k+1 k. 2k+1
— — v (—1 -1 -
X=X +x —x" 4+ (1) 4 kzo( ) x 2

X

6. Sustituyendo x por 2x en la serie geométrica, tenemos que si |2x| < 1, i.e. si |x| < %,

& 1
1—2x+4x + 80+ 420 .. = ) 2Rk = :
) 1—2x

7. Todas estas series tienen la forma general
Z akxk,
k=0

donde para k € Ny, ay son los coeficientes (reales o complejos). Este tipo de series se denominan
series de potencias.

2.5. Tests de convergencia

En esta seccidn veremos condiciones suficientes y/o necesarias para la convergencia de una serie.

Teorema 2.5.1. Si la serie Y. aj converge, entonces la sucesion {a,} converge a 0.
k=0

Demostracion. La demostracion sigue de observar que a,, = s, — s, y calcular el limite paran — co. [

Nota 2.5.1. Observemos que la implicacion reciproca del resultado anterior no es cierta, ya que {%} es
una sucesion convergente, pero la serie Z% no converge, como ya hemos visto.

Teorema 2.5.2. [Test para series de términos no negativos] Sea a, > 0 para todo n € N. Luego, la serie
Y a,, converge siy solo si la sucesion de sumas parciales estd acotada.

Demostracion. El resultado surge inmediatamente del Teorema 1.3.2 aplicado a la sucesion de sumas
parciales. [

14



2.5 Tests de convergencia Andlisis Matematico III

Ejemplo 2.5.1. Consideremos la serie Y, - 7- Observemos que si k € N, kl % Por lo tanto,
k=1

L | 1! 1 — 1 = 1
Luaskai- E—k Ly=2

8

A partir del resultado anterior obtenemos que la serie Z ; converge. Mds aiin, veremos que su suma

ese— 1.

Teorema 2.5.3. Sean a, > 0y b, > 0 para todo n € N. Si existe una constante ¢ > 0 tal que a,, < cb, para
todo n € N, entonces la convergencia de Y b, implica la convergencia de la serie ) ay.

Demostracion. Sea S =Y b,. Luego, s, =a;+a>+---+a, < ¢S para todo n € N. Aplicando ahora el
Teorema 2.5.2 a la sucesion de términos no negativos Y a, surge que esta serie es convergente. [

Teorema 2.5.4. [Test de comparacion de limites] Sean a, > 0y b,, > 0 para todo n € N. Si

an
lim — =1,
n—e b,
(se dice que estas sucesiones son asintoticamente iguales) entonces Y a, converge siy solo si )b, conver-
ge.

Demostracion. Como lim b” =1, existe N tal que si n > N entonces % < Z—" < % Por lo tanto, n > N

n%oo
entonces b, < 2a, y a, < ibn. Aplicando el Teorema 2.5.3 usando ambas desigualdades surge el resultado

deseado. ]

Teorema 2.5.5. [Test de la integral] Sea f una funcion positiva decreciente definida en [1,+e0). Para
cadan € N, sean

=Y FK), = / F(x) dx
- 1

Luego, ambas sucesiones {s,} y {t,} son convergentes o ambas son divergentes a +o.

Demostracion. Observemos que

n n—1
Y70 < [ ) dr< Y 1k,
k=2 k=1

ie s, —f(1) <t, <sp_1.
Como las sucesiones {s,} y {f,} son ambas crecientes, estas desigualdades implican que ambas son
acotadas o ambas son no acotadas. Ergo, ambas sucesiones convergen o ambas divergen a +oo. ]

Ejemplo 2.5.2. Consideremos, dado s € R, la serie
|
L
Si s <0, la sucesion {%} no converge a 0, y por lo tanto la serie no converge.

15



2.5 Tests de convergencia Andlisis Matematico III

Tomemos f(x) =x"* = % parax>1ys > 0. Resulta

1-s__ .
"1 n—logis£1,

1—s

1 In(n) sis=1.

Si s> 1, lim n'=5 = 0y por lo tanto la sucesion {t,} converge. Aplicando el test de la integral obtenemos
n—soo

que si s > 1 la serie ). k% es convergente.

oo

Por otro lado, 5i 0 < s < 1, la sucesion {t,} diverge y entonces la serie Y, % diverge.

Teorema 2.5.6. [Test de la raiz] Sea Y a, una serie de términos no negativos tal que

1
lim a;; = R.
n—yoo

1. Si R < 1, entonces la serie Y a, converge.
2. Si R > 1, entonces la serie Y a, no converge.

3. Si R =1, este criterio no determina la naturaleza de la serie Y a,,.

1
Demostracion. 1. Supongamos R < 1. Sea x tal que R < x < 1. Luego, dado que lim a;; = R, existe N €
n—o0
1
N tal que si n > N entonces a;; < x, i.e. a, < x". En consecuencia, aplicando el test de comparacion
con la serie } x"* surge que la serie } a, converge, ya que x < 1.

2. SiR > 1, existe N € N tal que si n > N entonces a, > 1. Por lo tanto la sucesién {a,} no converege
a 0, lo que implica que la serie } a, no converge.

1
3. Si R =1, observemos que considerando a,, = % ya, = niz, tenemos que en ambos casos lim aj; = 1.
n—soo

Sin embargo, como ya hemos visto, la serie Z% no converge y la serie ) n% converge.
]

oo 2
Ejemplo 2.5.3. Consideremos la serie Y (L)n . Tenemos que

= n+1

1 < n >n 1 _)1
aj = = -
" n+1 (1+%)” e

oo 2

Como % < 1, del Test de la raiz surge que la serie k§1 (n”?)" es convergente.

Teorema 2.5.7. [Test del cociente] Sea Y a,, una serie de términos positivos tal que

., ap41
lim 2L — R
n—eo  (y,

1. SiR < 1, entonces la serie Y a, converge.

2. SiR > 1, entonces la serie Y a, no converge.
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2.5 Tests de convergencia Andlisis Matematico III

3. Si R =1, este criterio no determina la naturaleza de la serie Y a,,.

Demostracion. 1. Supongamos R < 1. Sea x tal que R < x < 1. Luego, dado que lim L 2 =R, existe
n—oo Gn

N € N tal que si n > N entonces ”* L < x, dividiendo en ambos lados por x"*! resulta Zi{ <

Luego, la sucesmn L es decremente paran > N. Por lo tanto, sin > N, iﬁ § N oqe.
ay
ap <cx", donde c= —.
X

Luego la serie } a, estd dominada por la serie convergente ) x", lo que implica que ) a, es conver-
gente.

2. Si R > 1, existe N € N tal que si n > N entonces "“ > 1, 1i.e. a, 41 > ay. Por lo tanto la sucesion
{an} es estrictamente creciente y cada término es pos1t1vo lo que implica que no converge a 0. Ergo,
la serie Y a, no converge.

1

3. Si R =1, observemos que considerando a,, = y anp = 2, tenemos que en ambos casos lim a;; = 1.
n—soo

Sin embargo, como ya hemos visto, la serie ¥ X - No converge y la serie y -7 converge.
0

Ejemplo 2.5.4. Consideremos la serie Y, Z—,’, Tenemos que

it (n+1)! n!_( n )”:( 1 1

= — = —
a, (n+1)"tlpn n+1 1+5hn e

Como 1 > <1, del Test del cociente surge que la serie y o o es convergente.
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2.6 Series alternantes Analisis Matematico 111

2.6. Series alternantes

Definicion 2.6.1. Llamamos serie alternante (o alternada) a una serie que alterna términos positivos y
negativos, i.e. a una serie de la forma

Z(—l)k_lak —aj—ay+az—az+---+(—1)1
k=1

donde para todo k € N, a;, > 0

Algunos ejemplos de series alternantes que ya hemos mencionado son, para |x| < 1,

> 1
1_x2+x4_x6++(_1)kx2k+: Z(_l)kak_

= 7
= I4+x
y oo

k=0
Veamos algunos resultados sobre este tipo de series.
Teorema 2.6.1. [Regla de Leibniz] Sea {a,} una sucesion mondtona decreciente con limite 0. Luego, la
serie Y, (—1)*"'a; converge. Ademds, si S es la suma de la serie y s, es la n-ésima suma parcial, se
k=1
verifica que
0<(—=1)"(S—su) < anti,

para todo n € N.

Demostracion. Observemos que las sumas parciales s, forman una sucesién creciente ya que s2,42 —
Son = Aop+1 — Aopt2 > 0. Similarmente, la sucesion sy, 1 es decreciente. Ademads, ambas sucesiones estan
acotadas inferiormente por s y superiormente por s1. Luego, ambas sucesiones son mondtonas y acotadas,
por lo que son convergentes. Sean ’}1_{1010 son =Sy r}grolo son—1 =2S". Vemos que &' = §”, ya que,

S8 = i 57, — 1fm 55,1 = 1im (52, = $20-1) = lim —az, = 0.

Sea § =8 =S". Como lim s, = lim 55, 1 = S, entonces lim s, = S (probarlo). A partir del creci-
n—oo n—oo n—oo

miento de s, y el decrecimiento de s;,_1 tenemos que sy, < $2,42 < Sy S < 52,41 < $2,—1 para todo
n € N. En consecuencia,

0<S—s5, < $2n+1 — $2n = A2n+1,

0 <21 =8 <521 — 52, = a2p.

Estas dos desigualdades derivan en la desigualdad
0<(=1)"(S—sn) <ant+i,

enunciada en el teorema. ]
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2.7 Convergencia condicional y absoluta Andlisis Matematico III

Ejemplo 2.6.1.  [. Observemos que la sucesion {%} es decreciente y converge a 0. Luego, aplicando
la Regla de Leibniz surge que la serie armonica alternante 1 — % + % — % + ... es convergente.
Recordemos que la serie armonica 1 + % + % + }1 + ... no es convergente.

2. Observemos que la serie alternante Y., (—1)* ln,(ck) es convergente. Vemos que la sucesion @ es

k=1
decreciente y convergente a 0 (esto puede probarse considerando la funcion f(x) = In(x) parax>1

X
X
y aplicando propiedades de las sucesiones).

2.7. Convergencia condicional y absoluta

Hemos visto que la serie armdnica alternante 1 — % + % — % + ... es convergente, mientras que la serie

obtenida considerando los valores absolutos de cada término es la serie arménica, que no es convergente.
Es decir, la convergencia de una serie no implica necesariamente la convergencia de la serie de sus valores
absolutos. Veamos ahora qué ocurre en la direccion contraria.

Teorema 2.7.1. Si la serie Y |ay| converge entonces la serie Y. ay converge y vale que

(o)

Y a| <Y lal.
=1 £

=1

Demostracion. Supongamos primero que a; € R para todo k € N. Sea by = ay + |ag|. Si probamos que la
serie ) by converge, del Teorema 2.2.1 surge que la serie Y a; converge.

De la definicién tenemos que by = 0 0 by = 2ay, luego 0 < by, < 2|ay|. Entonces la serie ) |ax| domina
a la serie } by, y del Teorema 2.5.3 surge que ) by es convergente.

Consideremos ahora que los términos a; son complejos. Sea a; = uy + ivy donde uy y vi son reales.
Como 0 < |ug| < |ax|, 1a convergencia de Y’ |ax| implica la convergencia de Y |ux|. Luego, como los térmi-
nos u; son reales, de lo probado antes tenemos que la serie ) u; es convergente. De manera similar se
prueba que la serie } v, es convergente. Luego, por linealidad concluimos que la serie Y a; = ) uy +ivy es
convergente.

La desigualdad | Y ax| < Y |ax|, surge inmediatamente de tomar el limite en la desigualdad de un
k=1 k=1
X . n n
nimero finito de términos | Y ax| < Y |ax|. ]
k=1 k=1

Definicion 2.7.1. Una serie Y a; se dice absolutamente convergente si Y |ay| es convergente. Si Y ay es
convergente pero Y. |ax| no es convergente, la serie Y ay se dice condicionalmente convergente.

Por ejemplo, la serie arménica alternante 1 — 4 +1 — 14 eg condicionalmente convergente.
d 2737 %

2.8. Tests de Dirichlet y Abel

Teorema 2.8.1. [Sumas parciales de Abel] Sean {ay} y {by} dos sucesiones de niimeros complejos. Con-

n
sideremos A, = Y. ay. Entonces, se verifica la identidad
k=1

n n
Y akbi = Apbui1 + Y Ar(bk — biy1).
k=1 k=1
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2.8 Tests de Dirichlet y Abel Andlisis Matematico III

Demostracion. Si consideramos Ag = 0, resulta @, = Ay — Ay para todo k € N. Ergo,

n n n

Y b =Y (A —Ar—1)br = Y, Akbr— Y Abisy +Anbpit = Apbpit + Y Ap(br—bryr).
=1 =1 =1 =1 =

]

Teorema 2.8.2. [Test de Dirichlet] Sea Y a; una serie de términos complejos tal que sus sumas parciales
forman una sucesion acotada. Sea {b,} una secuencia decreciente que converge a 0. Entonces la serie
Y aiby es convergente.

Demostracion. Sean A, como en el Teorema 2.8.1 anterior. Luego, existe M > 0 tal que |A,| < M para
todo n € N. Entonces la sucesion Ayby,; converge a 0 (“acotada por una que tiende a 0”). Para ver la
convergencia de Y a;by, en virtud del Teorema 2.8.1 es suficiente probar que la serie Y Ay (b — b1 1) es
convergente.

Dado que {b;} es decreciente tenemos

| A (bx — by1)| < M(by — biy1).

Como la serie Y by — by es telescOpica y la sucesion {by} es convergente, del Teorema 2.3.1 surge
que la serie Y by — by es convergente. Ademas, por la desigualdad anterior, esta serie domina a la serie
Y |Ax(br — bry1)|- En consecuencia la serie Y Ay (by — by 1) es absolutamente convergente y por lo tanto,
del Teorema 2.7.1, la serie Y Ay (by — by 1) es convergente. L]

Teorema 2.8.3. [Test de Abel] Sea Y a; una serie de términos complejos y {b,} una sucesién mondtona
convergente de términos reales. Entonces la serie Y aiby es convergente.

Demostracion. Usamos nuevamente la notacion del Teorema 2.8.1. La convergencia de la serie )" a; impli-
ca la convergencia de la sucesion {A;}, y esto dltimo la convergencia de la sucesion {Ayby. 1}, ya que por
hipétesis {by} es convergente. Ademds, {A;} es una sucesién acotada. Ahora, el resto de la demostracion
es andloga a la que acabamos de ver en el Teorema 2.8.2. O

Para aplicar el Test de Dirichlet necesitamos series con sumas parciales acotadas. Es claro que una
serie convergente tiene sus sumas parciales acotadas. Un ejemplo interesante de serie no convergente con
sumas parciales acotadas es la serie geométrica Y x* con x compleja tal que [x| =1y x# 1. Si |x| =1
notamos x = %% con 6 € R.

Teorema 2.8.4. Sea 0 € R distinto de un miiltiplo entero de m. Entonces, se verifica la igualdad

Zn: Q2k0 _ sen(n) ;i1)e
= sen(0)

Ademds,
z 2ik0 1
L
[
LS (an@)]

k=1
Demostracion. Six # 0, las sumas parciales de la serie geométrica es

n
Z.X'k =X
k=1

X' —1
x—1"
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2.9 Reordenamiento de series Analisis Matematico 111

Tomando x = ¢*® (6 € R diferente de un miiltiplo entero de 7), se tiene

Loone 2ige0 =1 e —emif int1)e _ Sen(nd) 1)
) =t T = ¢ '
= | el —e sen(6)
Finalmente, la desigualdad surge observando que |sen(n0)| < 1y |e/"+1)¢| =1. O

Ejemplo 2.8.1. Sea {b;} una sucesion decreciente de mimeros reales, con limite 0. Considerando aj = x*

en el Test de Dirichlet, donde x es compleja tal que |x| =1y x # 1, resulta que la serie
Z bkxk
k=1

es convergente. Notar que la Regla de Leibniz sigue simplemente de considerar x = —1.
Tomemos ahora x = ¢©, donde 6 € R es diferente de un miiltiplo entero de 21 y tomemos las partes
real e imaginaria en la serie anterior. Deducimos entonces que las series

Zbkcos(ke) y Zbksen(ke),
k=1 k=1

son convergentes.
En particular, si by, = k]—é con s >0, las series

> k0 = cos(kB)
Lo Lw

isen(k@)
k=1 =B

son convergentes. Mds aiin, si s > 1 las series son absolutamente convergentes ya que estdn dominadas

por Y, k—ls
k=1

2.9. Reordenamiento de series

Sabemos que la suma de un nimero finito de términos no se altera si modificamos el orden en que los
sumamos, ya que la suma es conmutativa. Veamos qué ocurre en el caso de series.

Primero, enunciamos un resultado que nos permite afirmar que si la serie es absolutamente convergente
entonces su suma no se modifica si alteramos el orden de los términos de la serie. Para esto, definamos
primero qué entendemos por reordenamiento de una serie.

Definicion 2.9.1. Sea f : N +— N una funcion biyectiva. A tal funcion se la denomina permutacion (de N).
Si Y. ar y Y by son dos series tales que para todo k € N

be=a(),
para alguna permutacion f, entonces la serie Y. by es un reordenamiento de la serie Y ay.

Teorema 2.9.1. Sea ) a; una serie absolutamente convergente con suma S. Entonces, todo reordenamiento
de Y ay es absolutamente convergente y tiene suma S.
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2.9 Reordenamiento de series Analisis Matematico 111

Ahora bien, surge naturalmente analizar si la condiciéon de convergencia absoluta puede relajarse, i.e.
(,qué ocurre con una serie condicionalmente convergente?

Veremos que una serie condicionalmente convergente de términos reales puede reordenarse de forma
tal que su suma sea cualquier numero real preestablecido.

Dada una serie ) a; definimos dos nuevas series Za,:r y Ya, obtenidas tomando solamente los térmi-
nos positivos y solamente los términos negativos, respectivamente. De esta forma, serdn

+_ak+]ak] __ak—]ak]
G =—"5 » G=—"F

Observemos que si a; es positivo, entonces a]j =ary a, =0,y sia es negativo, entonces a, = a;y

alf =0
k e .

Teorema 2.9.2. Sean Y a; una serie de términos reales y a,j y a, como acabamos de definir.

1. SiY ay es condicionalmente convergente, las series Za,j y Y.a; no convergen.

2. Si Y ay es absolutamente convergente, las series Za: y Ya, convergeny vale

[}

_ + —
Ya=Y a4 +) a.
k=1 k=1 k=1
Demostracion. 1. Observemos que las serie Y, %ak converge y Z%|ak| no converge. En consecuencia,
aplicando el Corolario 2.2.1 obtenemos que las series Za,‘f y Y@, no convergen.

2. Las series Z%ak y Z%|ak| convergen. Luego, del Teorema 2.2.1 obtenemos que las series Za,‘: y
Y a, convergeny

Yoak=) @ +) .
k=1 k=1 k=1
[

Teorema 2.9.3. Sea Y a; una serie de términos reales condicionalmente convergente y sea S un niimero
real cualquiera. Luego, existe un reordenamiento Y by de Y ay que converge a S

Demostracion. Del Teorema anterior sabemos que Za,‘: y Y.a, divergen. Reordenamos la serie } a; de
la siguiente forma: Tomamos, en orden, la cantidad minima de términos a,': de forma tal que su suma sea
mayor a S. Si se requieren pj términos positivo, entonces

i q
Za,j>S pero Za,':SS sig < pi.
k=1 k=1

Esto es posible ya que Za,‘f tiende a +oo.

Abhora, a esta suma agregamos la cantidad minima de términos negativos a, (en orden), digamos 7]
tal que la suma resultante sea menor a S. Nuevamente, esto es posible ya que ) a, tiende a —eo. Resulta
entonces

D1 ] P1 m
af +Y ag <S pero Y af +Y ai >S sim<n.
k=1 k=1 k=1 k=1

Repitiendo este procedimiento (agregando la cantidad minima de términos positivos que sea mayor
a Sy luego la cantidad minima de términos negativos tal que la suma sea menor a S) obtenemos un
reordenamiento ) b;. Vemos que cada suma parcial } b, difiere de S en a lo sumo un término a,f 0 a .
Observemos que la sucesion {a;} converge a 0 ya que por hipétesis la serie Y a; converge. Luego, el
reordenamiento ) by converge y tiene suma S. [l
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3. Sucesiones y series de funciones

Consideremos ahora una sucesién de funciones {f,} de variable real con mismo dominio y con co-
dominio en R (o C). Luego, para cada x en su dominio, tenemos ahora una sucesion numérica {f,(x)}
correspondiente a los valores de cada f; en x. Sea S el conjunto de puntos x del dominio para los cuales
esta sucesion converge. Es decir, tenemos una funcién f con dominio en S tal que

f(x) = lm f,(x), six€eS.
n—co
Esta funcién es llamada funcion limite de la sucesion {f,}, y se dice que la sucesion {f,} converge
puntualmente a f en S. Surge preguntarse, ;qué propiedades de las funciones (continuidad, derivabilidad,
integrabilidad) de la sucesion hereda la funcién f?
Veamos algunos ejemplos

Ejemplo 3.0.1.  [. Sean f,(x) = X" para x € |0,1]. Esta sucesion converge puntualmente a la funcion
f dada por

0 sixel0,1),

1 six=1.

o=

Notar que esta funcion es discontinua en 1, mientras que todas las funciones f, son continuas en
[0, 1].

2. Sean f,(x) = nx(1 —x2)" para x € [0, 1]. Esta sucesion converge puntualmente a la funcion f cons-
tante nula en el intervalo [0, 1].

Observemos que

1
n(l_xZ)n+l 1 n

1
_ _W2\n _ _
O/fn(x)dX—nO/x(l x)tdx = 2 il |, 2t

1 1 1
Por lo tanto, h;m [ fa(x) dx= 1, pero [ h;m fn(x) dx= [0dx=0. Es decir, el limite de las integrales
0 0" 0

no necesariamente es la integral del limite puntual.

Acabamos de ver que algunas de las propiedades mencionadas no pueden “pasar” directamente al
limite puntual de las funciones. Veremos un criterio de convergencia més fuerte que el puntual, el cual nos
permitird heredar a la funcidn limite estas propiedades.

3.1. Convergencia uniforme

Definicion 3.1.1. Una sucesion de funciones { f,} converge uniformemente a f en un conjunto S si, dado
€ >0, existe N tal que si n > N entonces

|fu(x)— f(x)| <€, paratodoxeS.

Notacion:
f— f uniformemente en S.

Observemos que el valor de N solo dende de € y no depende de x.
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Teorema 3.1.1. Supongamos que f, — [ uniformemente en un intervalo S. Si f, es continua p € S para
todo n € N, entonces f es continua en p.

Demostracion. Probaremos que dado € > 0, existe § > 0 tal que si |[x — p| < § y x € S entonces |f(x) —

f(p)| <e.

Sea € > 0. De la convergencia uniforme sabemos que existe N tal que si n > N entonces

1u0) = ()] < 5

Por otro lado, como fy es continua en p, existe oy > 0 tal que si |x — p| < Oy y x € S, entonces

|fn(x) = fn(p)] < g

Sea & = Jdy. Luego, si |x— p| < 8 y x € S entonces

|f(x) = f(p)| = |f(x) = fn(x) + fv(x) = fn(p) + fn(p) — f(p)] <
<fx) = In@) |+ [ fv(x) = in(p)| + I fv(p) = fF(P)| < 5+ 5+ 5 =¢,

como queriamos probar. O

Consideremos una sucesion de funciones u; y sean f;,, la suma parcial n-ésima de las uy, i.e.

fn(x) = Z up(x).
k=1

Si f,, — f puntualmente en x € S, tenemos que

n—yoo

fw:mﬁw:;mm

para cada x € S. En este caso decimos que la serie Y u(x) converge puntualmente a f en S.

o)

De la misma forma, si f,, — f uniformemente en S, decimos que la serie Y uy(x) converge uniforme-
k=1
mente a f en S.

Observemos que si las u; son todas continuas en un punto p € S, entonces cada f,, es continuaen p € S.
Luego, aplicando el teorema anterior a la sucesion de sumas parciales f;, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1.2. Si una serie de funciones Y. uy(x) converge uniformemente a f en Sy cada uy, es continua
=1
en un punto p € S, entonces f es continua en p.

Veamos ahora qué ocurre con la integracion en el caso de la converegncia uniforme.

Teorema 3.1.3. Supongamos que f, — [ uniformemente en un intervalo [a,b| y cada f, es continua en
[a, D). Sean, para cada n € N,

gn(x):/fn(t) di, six€lab,
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g = [ 1o ar

Entonces, g, — g uniformemente en [a,b), i.e.

n—oo

lfm / fult) di = / 1im £,(0) d.

Demostracion. Dado € > 0, existe N € N tal que si n > N entonces

|fn(t)—f(t)|<b8 , paratodot € [a,b].

—a
Luego, si x € [a,b] y n > N entonces

X

b b
800)— 80l = | [ (ale) = 1) dt| < [ 1) = st} dr < [ 5= ar=e

a
En consecuencia, g, — g uniformemente en [a, ). O

Corolario 3.1.1. Sea Y u; una serie de funciones que converge uniformemente a la funcion suma f en un
intervalo [a.b], donde cada uy es continua en [a,b). Para x € [a,D)], sean

nx:n u dt, X) = .
gn(x) kzzla/kmr v g a/f(t)dt

Entonces, g, — g uniformemente en [a,b), i.e.

3 u dt = °°u dt.
Z,la/ x(2) dt a/k; x(2) dt

Demostracion. El resultado surge inmediatamente de aplicar el teorema anterior a la sucesién de sumas
n

parciales f, (1) = ¥ u(1). O
k=1

3.1.1. Condicion suficiente para convergencia uniforme

Teorema 3.1.4 (Test M de Weierstrass). Sea Y uj una serie de funciones que converge puntualmente a la
funcion f en un conjunto S. Si existe una serie numérica convergente de términos positivos tal que

0 <|ur(x)| <M, paratodox€e SytodoneN,

entonces la serie Y u; converge uniformemente en S.

Demostracion. El test de comparacion muestra que la serie ) u; converge absolutamentepar cada x € S.
Ademads, para cada x € S, tenemos

[} o) (o)

f<x>—kiluk<x> Y ww < ¥ wwi< ¥ M

k=n-+1 k=n+1 k=n+1
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Como la serie } M converge, para todo € > 0 existe N € N tal que si n > N entonces

Z M, < €.
k=n+1
Luego,
n
fl) =) m(x)| <e,
k=1
para todo n > N y para todo x € S. Por lo tanto, la serie } u; converge uniformemente a f en S. [l

3.2. Series de potencias. Circulo de convergencia.

Una serie de la forma

Z a(z—a) =ap+a(z—a) +ar(z—a)+ - +a(z—a) + ...
k=1
donde z,a,a; € C para todo k € N, es denominada serie de potencias en 7 — a.

Veremos que las series de potencias tienen asociado un circulo de convergencia, con un radio de
convergencia r, tal que para z en el interior de dicho circulo la serie resulta absolutamente convergente y si
z esta fuera de este circulo la serie diverge. En particular, la serie puede solo converger para z = a, en cuyo
caso diremos que r = 0, o puede converger en todo el plano complejo y en tal caso diremos que r = +oo.

Region de
divergencia

egion de
convergencia
absoluta

Figura 1: Circulo de convergencia de radio r.

Ejemplo 3.2.1.

1. Consideremos la serie Y, i—n, Aplicando el criterio del cociente, para 7 # 0, tenemos

Zn—H n!

(n+1)z"
Como este cociente tiende a 0 cuando n — oo, resulta que la serie converge absolutamente para todo
7 # 0. Como también es convergente para z = 0, el radio de convergencia es r = +oo.

_ I
n+1’

2. Tomemos ahora la serie Y. n*3"z". A partir del criterio de la raiz, resulta
(n?3"|2|")! /" = n?/m3).

Como n'/" converge a 1 cuando n — oo, entonces n*" = n'/"n'/" converge a 1. Luego, (n*3"|z|")"/" =

n2/"3|z| converge a 3|z|, y por lo tanto la serie converge absolutamente si |z| < 1y divergesi|z| > 1.

En consecuencia, el radio de convergencia es r = %

Observemos que esta serie diverge en todos los puntos de la frontera del circulo de convergencia
(z: |z| = % ), ya que el término general n*3"7" tiene valor absoluto n?, el cual no tiende a 0 cuando
n — oo,
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. . n n . . . . .
3. Consideremos ahora las series Y.~ y Y., %. Aplicando el criterio del cociente surge que el radio de
n n n
. . v . .
convergencia es r = 1. Observemos que la serie Y % diverge para z =1y converge en cualquier
otro z de la frontera. Sin embargo, la serie 257 converge en toda la frontera |z| = 1, ya que para

estos valores de 7 estd dominada por la serie ) niz

Teorema 3.2.1. Sea ¥ a;z* una serie de potencias que converge para algiin z; # 0. Entonces:
1. La serie converge absolutamente para todo z tal que |z| < |z1].
2. La serie converge uniformemente en todo disco circular cerrado de radio R < |z;| con centro en 0.

Demostracion. Como la serie Zakz’f converge, su término general akz’f tiende a 0 cuando n — 0. Luego,
existe N € N tal que si n > N entonces |akz’f| <1
Sea S un disco cerrado de radio R < |z;|. Siz € Sy n > N, entonces |z| <Ry

k k k

| = laxzi| | =
21

R

<1

cont =

Como 0 < ¢ < 1, la serie ¥ azz* estd dominada por la serie ¥ ¢, la cual es convergente. Del Test M de
Weierstrass surge que la serie ¥ a;z* converge uniformemente en S, lo cual demuestra el segundo item.

De esto ultimo, también se deduce que la serie converge absolutamente para todo z € S. En consecuen-
cia, si |z] < |z1| entonces existe R tal que |z| < R < |z;] y por lo tanto z estd en el disco cerrado de radio R.
Luego, la serie converge absolutamente en z, lo cual prueba el primer item. O

Teorema 3.2.2 (Existencia del Circulo de convergencia). Sea Y. axz* una serie de potencias que converge
para algiin 71 # 0y diverge para algiin 7o # 0. Entonces, existe r > 0 tal que la serie converge absoluta-
mente si |z| < ry diverge si |z| > r.

Demostracion. Sea A el conjunto de todos los niimeros positivos |z| para los cuales la serie de potencias
Y a;z* converge. El conjunto A es no vacio (|z1| € A) y por el Teorema 3.2.1 resulta que ningtin elemento
de A es mayor a |z3|. Luego, A es un conjunto de niimeros reales no vacio acotado superiormente, lo que,
por el Axioma del Supremo, implica que existe r = sup(A).

Evidentemente, como ningiin nimero en A es mayor a r, la serie ¥ a;z* diverge si |z| > .

Es claro que r > |z1|. Ademds, si |z| < r, existe un nimero ¢ € A tal que |z| <7 < r. Como ¢ € A, del
Teorema 3.2.1 obtenemos que la serie ¥ a;z¢ converge absolutamente. ]

3.3. Series de Potencias reales

Estudiaremos ahora series de potencias reales, i.e. series de la forma

Z Clk(.x - a)k7
k=0

donde ag,x,a € R para todo k € Nj.

De lo visto antes, surge que existe un intervalo de convergencia, o sea, existe r tal que la serie de
potencias reales converge absolutamente para todo x € (a — r,a+r) y converge uniformemente en [a —
R,a+ R] para todo R con 0 < R < r. De los resultados vistos sobre continuidad e integracién surge el
siguiente:
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Teorema 3.3.1. Sea f una funcion representada en serie de potencia reales como
- k
f) =Y a(x—a),
k=0

en el intervalo (a — r,a+r). Entonces, f es continua en este intervalo y su integral sobre cualquier
subintervalo cerrado puede calcularse integrando la serie término a término. En particular, para todo
x € (a—r,a+r), resulta

X
=)

Fa [ afdi— ¥ e a,
a/f(t)dt kzzoka/u D Wae el

Veamos ahora qué ocurre en el caso de la derivacion término a término.

Teorema 3.3.2. Sea f una funcion representada en serie de potencia reales como
k
f(.X) = Zak(x_a) ’
k=0

en el intervalo de convergencia (a —r,a+r). Entonces:

1. La serie derivada Y. kay(x —a)*~! también tiene radio de convergencia r.
k=1

2. La derivada f'(x) existe para cada x en el intervalo de convergencia y estd dada por
f1x) =Y ka(x—a)*".
k=1

Demostracion. Nuevamente, sin pérdida de generalidad podemos asumir que a = 0.

Probaremos primero que la serie derivada converge absolutamente en (—r,7). Sea x € (0,r). Consi-
deremos £ tal que x < x+h < r (e.g. h = 5%). Luego, las series para f(x) y para f(x+ h) son ambas
absolutamente convergentes, ya que x y x + & pertenecen al intervalo (—r,r). En consecuencia,

flx+h) —fx) & (x+h)k—xk
h Lo

La serie de la derecha es absolutamente convergente, ya que es una combinacion lineal de series abso-
lutamente convergentes. Aplicando el Teorema del Valor Medio tenemos,

k k—1
(x+h)" = hke, ",

con x < ¢ < x+ h. Luego,

k=0 k=1
la cual converge absolutamente.
La serie kzl kakci_1 no es una serie de potencias, pero domina a la serie kZI kagxk1 (ya quex < c¢y),

por lo que esta ultima serie es convergente para este x. Esto prueba que el radio de convergencia de la serie
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derivada ¥ kayx*~! es al menos r. Pero, por otro lado, el radio de convergencia de la serie derivada no
k=1

puede exceder  ya que la serie derivada domina a la serie original ¥ a;x* (notar que a;x* < x.(ka;x*~1)).
k=0

Esto prueba la parte (a) del teorema.
Para probar la segunda parte, consideremos g la funciéon suma de la serie derivada, i.e.

g(x) = Z ka1,
k=1

Aplicando el teorema anterior a g, podemos integrar témino a término en el intervalo de convergencia

y obtenemos,
X

/g(t) dt = Z /kaktk_l dt = Z ax* = f(x) —ag.
k:lo k=1

0

Como g es continua, del Primer Teorema Fundamental del Célculo surge que f’(x) existe y es igual a g(x)
para cada x en el intervalo de convergencia, lo cual demuestra la parte (b). [
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