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Este documento describe el modelo matemético que formaliza la seméantica
de un lenguaje de programacion muy simple. Es una extension del lenguaje y
modelo presentado en el video https://youtu.be/0iXaJOC1UYE.

La extensién consiste en agregar arreglos de enteros.

La gramatica del lenguaje de programacion

En la Figura 1 presentamos la gramatica del lenguaje de programacién en BNF.
Sea Z el conjunto de los nimeros enteros, N; el conjunto de los nimeros nat-
urales sin el cero, Ord el conjunto de las variables ordinarias (no arreglos),
Arr el conjunto de las variables que denotan arreglos y Var = Ord U Arr con
OrdN Arr = {). Los arreglos son de la forma var[e] donde var es una variable del
lenguaje y e es una EzprE. Los arreglos deben declararse al inicio del programa.
Una declaracién de arreglo es de la forma var[n] donde var es una variable y n
es una constante en Nj.

La semantica formal del lenguaje de programacion

La complejidad seméantica al incluir arreglos en el lenguaje es que el modelo
de memoria se torna més complejo. Hasta el momento una memoria era una
funcién del tipo Var — Z. Como los arreglos ocupan varias posiciones de
memoria pero hay solo una variable que los identifica ese modelo de memoria
no es suficiente. Una memoria que contiene arreglos la podemos modelar con la
siguiente funcion:

Var x Ny = Z (1)

donde el segundo parametro indica una componente en el caso de que la variable
sea un arreglo. En este modelo de memoria las variables ordinarias tienen una
componente, mientras que los arreglos tienen tantas como la cantidad indicada



ExprE =17 Ord | Arr|ExprE) | ExprE + ExprE
ExprB ::= true | false | ExprE == FxprE | ExprE <= ExprE | ~ ExprB
Sentencia ::= Ord = ExprE | Arr|ExprE] = ExprE | Estructura

Estructura ::=
if FxprB then Programa fi
| while ExprB do Programa done

Declaracion ::= declare Arr[Ny] | Declaracion ; Declaracion
Programa ::= DeclProg | Prog
DeclProg ::= Declaracion | Declaracion ; Prog

Prog ::= Sentencia | Prog ; Sentencia

Figure 1: Gramatica del lenguaje de programaciéon

en su declaracién. Entonces si m es una memoria y v € Ord, m(v, 1) es el valor
de v en m; y si a € arr e i € Ny entonces m(a, i) es el valor de la componente ¢
de a en m, o sea el valor de a[i] en m.

Si bien este modelo es bastante expresivo no permite modelar un compor-
tamiento muy importante relacionado con los arreglos. Digamos que declaramos
a[20] y luego en algin lugar del programa tenemos a[31]. Claramente no ex-
iste la componente 31 del arreglo a por lo que a[31] no deberfa tener un valor.
Por otro lado si m es una memoria, el tipo (1) dice que m(a,31) deberfa tener
un valor, pues la memoria es una funcion total. Este problema se soluciona
definiendo una memoria con arreglos como una funcién parcial:

Var x Ny + 7Z

Es decir que esta funcién no necesariamente estd definida para todo par (v,n).
Entonces a[31] tiene un valor en m si y solo si el par (a, 31) pertenece al dominio
de m; formalmente, si y solo si (a,31) € domm.

Con este nuevo modelo de memoria debemos modificar las definiciones de las
funciones eval, evalb y exec. Empezamos por eval. La primera cuestién a tener
en cuenta es que es posible que no se pueda evaluar una expresion entera. Por
ejemplo si declaramos a[20], la expresién a[31]+5 no se puede evaluar porque no
hay un valor definido para a[31]. El comportamiento habitual de un programa
cuando no se puede evaluar una expresién es terminar abruptamente. Vamos a
representar este comportamiento con el simbolo L. Entonces ahora eval puede
retornar un Z o L:

eval : (Var x Ny + Z) x ExprE - Z U {L}



Empezamos por definir la evaluacién de expresiones de la forma ali], o sea
de arreglos (tenemos que saber evaluar expresiones de esta forma para, por
ejemplo, cuando queremos establecer el significado de una asignacién de la forma
x = ali + 1]).

1 sim[i] =1
mlali]] = L si m[[i] # L A (a,m[i]) ¢ domm
m(a, m[i]) si m[i] # LA (a,m[i]) € domm

Es decir, la definicién dice que para evaluar afi] primero hay que evaluar la
ExprE que funge como indice del arreglo, o sea 7. Pero como i es una ex-
presién entera su evaluacién podria fallar en cuyo caso la evaluacién de a[i] falla
también. Un caso tipico donde la evaluacion de ¢ falla es el siguiente: digamos
que declaramos b[10] y a[20], entonces la evaluacién de a[b[12]] fallard porque
b[12] no estd definido. La segunda regla dice que aunque la evaluacién de ¢ no
falle podria dar un nimero que no corresponda a una componente del arreglo
segun su declaracién, y en ese caso la evaluacion debe fallar. Un caso tipico
de esta situacién es el siguiente: si declaramos a[20] y m[i] = 20, entonces la
evaluacién de ali +2] en m fallard porque (a,22) ¢ dom m, aunque la evaluacién
en m de la expresién 7 + 2 no falle. Finalmente, la 1ltima regla dice que el valor
de ali] en m es m(a, m[i]); o sea que primero evaluamos el indice y luego vemos
qué valor hay en esa componente.

Si intentamos sumar dos expresiones enteras una de las cuales falla, la suma

debe fallar.

1 simfe1] = L
mler +ex] = ¢ L simfea] = L

mfe1] + m[es] en cualquier otro caso

Las dos ultimas reglas son las que ya teniamos solo que la evaluaciéon de
variables ordinarias toma un segundo parametro que siempre vale 1.

mle] =e,siec€Z
mle] = m(e, 1), si e € Ord

En la Figura 2 redefinimos la funcién evalb. Como en muchos casos para
evaluar expresiones booleanas primero hay que evaluar expresiones enteras y,
como ya vimos, esto puede no ser posible, la evaluacion de expresiones booleanas
también puede fallar por lo que evalb puede retornar 1.

Finalmente redefinimos la funcién exec. Tal como hicimos con eval y evalb,
debemos considerar el caso en el cual el programa ejecuta una evaluaciéon no
definida (o sea una evaluacién que falla). En este caso decimos que el programa
retorna | en lugar de retornar una memoria, lo que se interpreta como una
terminacién abrupta. La terminacion abrupta significa que no se puede saber
el valor de las variables del programa.

exec: (Var x Ny + Z) x Programa — (Var x Ny + Z) U {1}



evalb: (Var x Ny -+ Z) x EzprB — BU{Ll}
evalb(m,b) =b,sibe B

1 simfe1] = L o mfes] = L
evalb(m,e; ==e2) = { true  si mfe;] = m[ez]
false si m[ei] # m[ez]

1 simfe;] = L om[es] = L
evalb(m, e <=ez) = ¢ true  si mfe;] < m[eq]

false sim[ei] > mez]

false si e = true
b ) true si e = false
evalb(m,~e) = )
L si evalb(e,m) = L

evalb(m, ~ evalb(e,m)) en cualquier otro caso

Figure 2: Definicién de la funcién evalb

Para las declaraciones de arreglos vamos a dar tres semanticas diferentes
progresivamente mas complejas pero a la vez mas expresivas.

En la primera asumimos que en la memoria inicial desde la que se ejecuta el
programa ningtin arreglo ha sido declarado. En consecuencia aumentamos
el dominio de m segin la declaraciéon de cada arreglo e inicializamos las
componentes a cero. Recordar que ¢ es una constante en Nj.

m[declare alc]] = m U (({a} x [1,¢]) x {0}) (2)

En la segunda semantica la memoria inicial podria contener la declaracion
de algtin arreglo pero la eliminamos y la reemplazamos por la definicién
que usamos en el primer modelo semantico.

m[declare ald]] = (({a} < domm) <m) U (({a} x [1,¢]) x {0}) (3)

La férmula se explica de la siguiente forma. El dominio de m es una
relacién binaria. Entonces {a} <t domm es la relacién binaria incluida
en m tal que la primera componente de todos sus pares ordenados es a.
Es decir, {a} < domm denota el conjunto de pares de la forma (a,i) que
estdn en el dominio de m. Finalmente ({a} < domm) < m elimina de m
todos esos pares. Por lo tanto, en ({a} < domm) < m no existe ninguna
componente de a.

El tercer modelo seméntico es el mas complejo pero permite iniciar el pro-
grama desde una memoria donde se han declarado una o mas componentes



de a. Esto es 1til para conectar el programa con el entorno. Es decir, el
entorno puede establecer los valores iniciales del arreglo a para luego eje-
cutar el programa. De todas formas, para mantener la consistencia con la
declaracién del arreglo, la férmula seméntica que utilizaremos garantiza
que solo se usen las primeras ¢ componentes que existan en m y que si hay

menos de ¢ se completen con ceros’.

m[declare a[c]] =
(({a} <domm) 9 m)
u{i e [l,c e ((a,i),if (a,i) € domm then m(a,i) else 0)} (4)

Es decir, al encontrar una declaracién de arreglo se modifica la memoria
de manera tal que haya exactamente ¢ componentes en el arreglo a en las
cuales se preservan los valores que habia en esas celdas o se inicializan
a cero en caso de que no las haya. O sea que estamos diciendo que en
este lenguaje de programacion los arreglos se inicializan automaticamente
a cero si el entorno no los ha inicializado o lo ha hecho parcialmente. En
otras palabras, la seméntica preserva las primeras ¢ componentes de a (si
existen), elimina las restantes (si existen) e inicializa a cero las que no
existieran.

e Para la asignaciéon a variables ordinarias, x € Ord.

[ 1 L si mfexpr] = L
mlz = expr] =
P m @ ((z,1),mfexpr]) en cualquier otro caso

Es decir que la asignacion a una variable ordinaria falla cuando falla la
evaluacién de la expresién a la derecha de la asignacién. O sea que en
cuanto el programa trata de ejecutar una asignacién cuya expresion equiv-
ale a L, el programa termina abruptamente.

e Para la asignacion a arreglos, a € Arr.
L simfe] = L
mfali] =e] =< L si mfa[i]] = L
m @ ((a,m[i]),m[e]) en cualquier otro caso

Notar que el segundo caso abarca todas las formas en que una componente
de un arreglo no existe.

e Para la estructura if.

1 simfe] =L
m[if e then P fi] = ¢ m[P] si m[e] = true
m si m[e] = false

LE] ‘if’ usando en la férmula no es la estructura condicional del lenguaje de programacién.
Es una forma habitual de escribir una funcién cuyo resultado depende de una condicién.



Claramente tenemos un nuevo caso para la ejecucién de una estructura if
puesto que la evaluacién de su condicién (e) puede fallar, en cuyo caso el
programa se detiene abruptamente.

e Para la estructura while:

m[while e do P done] =
1 simfe] = L
m[P ; while e do P done]] si m[e] = true

m si m[e] = false

e Para la concatenacion de sentencias:

i sim[P] = L

m[P][Q] en cualquier otro caso

m[[P;Q]]—{

Claramente un programa se detendra abruptamente en cuanto una de sus
sentencias falle.

Ejercicios

1.

En el modelo semantico asumimos que en el dominio de la memoria inicial
estdn todos los pares (v,1) donde v € Ord. Extienda la gramdtica y la
semadntica de forma tal que se pueda iniciar la ejecucién desde una memoria
vacia.

Modifique la seméantica de manera de no poner un valor fijo en el else de
la férmula (4).

Extienda la gramaética y la semdntica con una asignaciéon que permita
asignar todas las componentes de un arreglo al mismo tiempo.

Extienda la gramaética y la semantica con los operadores div y mod de la
aritmética entera.

Modifique la gramaética y la seméantica reemplazando Z por el intervalo
[minint, maxint]. Considere una semdntica donde la suma es modular y
otra donde el desborde en una suma conduce a una falla.



