
SIMULACIÓN DE SISTEMAS DINÁMICOS POR CUANTIFICACIÓN DE
ESTADOS

Ernesto Kofman

Departamento de Electrónica. Facultad de Ciencias Exactas, Ingeniería y Agrimensura.
Universidad Nacional de Rosario. Becario del CONICET.  Riobamba 245 bis – Rosario -

e-mail: ekofman@eie.fceia.unr.edu.ar

Resumen: En este trabajo se desarrolla una nueva metodología de cuantificación de
sistemas dinámicos representables mediante ecuaciones diferenciales ordinarias que
permite obtener un sistema exactamente simulable bajo un enfoque de eventos discretos. Se
propone, además, un algoritmo para efectuar la cuantificación mencionada de modo de
asegurar la conservación de propiedades de estabilidad del sistema original:
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1. INTRODUCCIÓN

La simulación digital de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias requiere la utilización de
métodos de cuantificación. Tanto los métodos clásicos
de Euler, Runge-Kutta, Adams, etc., así como sus
variantes de paso variable y métodos implícitos, están
basados en la cuantificación de la base de tiempo
(Press, et al., 1986). Como resultado de esta
cuantificación temporal, se obtiene un modelo de
tiempo discreto que en general es exactamente
simulable.

Recientemente se han desarrollado métodos que
permiten la simulación de estos sistemas bajo un
enfoque de eventos discretos (Zeigler, et al., 2000;
Giambiasi, 1998; Naamane, et al., 1999)

La simulación a eventos discretos cuenta con algunas
ventajas respecto a la de tiempo discreto ya que en
general, para una dada precisión, el número de
cálculos puede reducirse notablemente, especialmente
en sistemas “stiff” o rígidos. Cuenta ademas con la
posibilidad de realizar simulación distribuida, lo que
aumenta notablemente la velocidad. Es importante
mencionar también, que un sistema de eventos
discretos puede simular a un sistema de tiempo
discreto, por lo que, en definitiva, los métodos de
tiempo discreto pueden verse como casos particulares
de los métodos de eventos discretos (Zeigler, et al.,
2000). De esta forma, el estudio de los métodos
específicos de eventos discretos abre un nuevo

panorama dentro de la simulación de sistemas
dinámicos continuos.

Otra de las importantes ventajas de estos métodos es
que, frente a la simulación de sistemas híbridos, los
métodos mencionados permiten encuadrar tanto la
parte continua como la discreta dentro del mismo
paradigma de simulación  (Praehofer, 1991).

Una forma de obtener aproximaciones de este tipo es
mediante la cuantificación de las variables de estado
del sistema dinámico mencionado. Esta idea es
desarrollada en Zeigler, et al., (2000), donde la
cuantificación es realizada utilizando una función
seccionalmente constante. Sin embargo esta técnica
puede dar lugar a un sistema capaz de realizar un
número infinito de transiciones en un intervalo
infinitesimal de tiempo, lo que lo hace no
exactamente simulable.

Giambiasi, (1998) plantea otro método mucho mas
preciso consistente en la aproximación de las
trayectorias continuas originales por trayectorias
seccionalmente constantes o seccionalmente
polinomiales. Sin embargo, al no haber una
transformación directa sobre el sistema continuo
resulta sumamente difícil el estudio de propiedades de
estabilidad y convergencia.

En este trabajo se propone, en primer lugar, la
utilización de una función de cuantificación con
histéresis en lugar de una función seccionalmente



constante para salvar los inconvenientes
mencionados. Con esta cuantificación se realiza un
modelo DEVS (Zeigler, 1976) y posteriormente se
realiza un estudio  de propiedades de estabilidad del
sistema resultante .

2. CUANTIFICACIÓN DE ESTADOS .

Antes de presentar el método desarrollado, se
introducirá el concepto de Función de Cuantificación
con histéresis.

Fig. 1. Relación de cuantificación con histéresis.

Sean los conjuntos finitos:
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A partir de estos conjuntos se define la siguiente
función seccionalmente constante:

),[)( 1+∈= iii aaasivad ;  {2} 

y finalmente
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Cuando la variable a sea una función del tiempo y la

variable b sea )( 1
+= tab , siendo t1 el último instante

de tiempo para el que d(a) cambió, la función V(a,b)
se denominará función de cuantificación con
histéresis. Debe cumplirse además que ε >0. (Fig. 1).

Sea ahora un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de la forma:
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Se define como Sistema cuantificado asociado al
anterior, al sistema de ecuaciones:
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donde:

)( jjj uWw =  siendo jW  una función seccionalmente

constante y acotada que verifica jjj wwW =)( .

),( cxVq jjj = , siendo jV  una función de

cuantificación con histéresis definida por los
conjuntos finitos jX  y jQ y el parámetro jε , que

además verifica jjjjj QqcqcqV ∈∀= ,),( .

3. ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS
SISTEMAS CUANTIFICADOS.

Teorema 1: En un sistema cuantificado definido como
en {5},  donde las funciones nff ,...,1  son continuas y

acotadas en cualquier dominio cerrado,  las
trayectorias de las variables nqq ,...,1  son

seccionalmente constantes en cualquier intervalo
finito de tiempo.

Demostración: Sean los conjuntos },...,{ 1 rj
jjj qqQ =  y

},...,{ 0 rj
jjj xxX =  que junto a jε  definen la función

de cuantificación. Por {1}, resulta para una variable
cuantificada arbitraria:

jr
jjj qqq ≤≤1  {6} 

Luego, las variables nqq ,...,1  tienen trayectorias

acotadas. De forma análoga, las versiones
cuantificadas de la entrada ( mww ,...,1 ) tienen

trayectorias acotadas. Por la condición impuesta a las
funciones nff ,...,1 , estas resultan también acotadas y

luego, de {5}, las derivadas nxx && ,....,1  tienen

trayectorias acotadas.

jMxM j ∀≤≤− &  {7} 

Dado que:

ττ dxtxx
t

t

jojj )()(

0

∫+= &  {8} 

De {7} y {8} sigue:

)()0()()0( 00 ttMxxttMx jjj −+≤≤−−  {9} 

La desigualdad {9} muestra que las variables de
estado tienen trayectorias acotadas en un intervalo de
tiempo finito arbitrario. Además, de {7} y {8}, las
variables de estado tendrán trayectorias continuas.

Debido a esto último y a la definición de función de
cuantificación con histéresis, puede deducirse
fácilmente que el tiempo mínimo necesario para que



una variable cuantificada cambie dos veces de valor
es mayor que:
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Esto último garantiza que las variables cuantificadas
tienen trayectorias seccionalmente constantes.

Teorema 2: En un sistema cuantificado que cumple
con las hipótesis del Teorema 1, las trayectorias de las
variables de estado son seccionalmente lineales.

Demostración: es inmediata partiendo del Teorema 1.

Los sistemas cuyas trayectorias de entrada y salida
son seccionalmente constantes, pueden simularse
exactamente por una estructura DEVS (Zeigler, et al.,
2000). Para esto, cada trayectoria seccionalmente
constante es representada mediante una trayectoria de
eventos, de modo tal que se asocie un evento a cada
cambio en el valor de la trayectoria original. En virtud
de esto, los teoremas 1 y 2 muestran que los sistemas
cuantificados son simulables por una estructura
DEVS.

4. MODELO DEVS ASOCIADO A UN SISTEMA
CUANTIFICADO.

 Definiremos el modelo DEVS como un acoplamiento
de integradores cuantificados y dos sistemas que
calculan las funciones de evolución (F) y de salida
(G). (Fig.2).

Fig. 2. Esquema del sistema cuantificado.

La estructura DEVS para un integrador cuantificado
con entrada seccionalmente constante es:

taYSXM extj ,,,,,, int λδδ= , donde:

ℜ=X ; ℜ=Y ; ∞ℜ×ℜ×ℜ= +
0S

(conjuntos de valores de entrada, de salida y de
estados respectivamente).

)',,'()],,[(int σσδ uxux = (función de transición

interna), donde

σ⋅+= uxx' ; y 
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siendo 1+ix el siguiente valor cuántico de ixx ='  en
este caso.

)',,'(],),,,[( σσδ wxweuxext = , (función de transición

externa), y ahora,

euxx ⋅+=' ; y 
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)(),,( uxdux ⋅+= σσλ  (función de salida)

σσ =),,( uxta  (función de avance de tiempo o

tiempo de vida)

Puede verificarse fácilmente que el modelo obtenido
simula exactamente el funcionamiento de un
integrador como el mencionado, bajo la hipótesis de
una trayectoria de entrada seccionalmente constante.

Para completar la especificación del sistema definido
en {5} se agregan las ecuaciones de salida:







=

=

),...,,,...,(

),...,,,...,(

11

1111

mnhh

mn

wwqqgy

wwqqgy
M

 {11} 

La estructura DEVS de acoplamiento entonces es la
que sigue:

SelectZIMDYXN didd },{},{},{,,, ,= , donde:
mX }]{[ φ∪ℜ=  (conjunto de valores de entrada,

donde el elemento φ  representa la ausencia de
evento).

hY }]{[ φ∪ℜ=  (conjunto de valores de salida)

},,,...,1{ GFnD = (conjunto de referencias a los

componentes) donde los modelos Mj corresponden a
los n integradores cuantificados del sistema, el
modelo MF calcula las funciones estáticas fj y el
modelo MG las funciones gk.

taYSXM extF ,,,,,, int λδδ= , donde:
mnX +∪ℜ= 2}{ φ
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La especificación de MG será idéntica, solo que en
lugar de las funciones fj  se tendrán las gk. Los
conjuntos de influencias { }dI  y de traducción de

entradas y salidas { }diZ , .

njNFI j ...1},{ ==

},,...,1{ NnI F =   },,...,1{ NnIG =  }{GI N =
),...,,,...,()( 11, nmjFj qquuqZ = , mkuk ...1== φ
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),...,,,...,(),...,( 111, nmmFN qquuwwZ =  donde:

njq j ...1== φ  mjwu jj ...1==

),...,,,...,(),...,( 111, nmnjF ffuuffZ = , con

mkuk ...1== φ
),...,,,...,(),...,( 111, nmmjN ffuuuuZ = siendo

nkf k ...1== φ
Las funciones GNZ ,  y GjZ ,  son iguales a FNZ ,  y

FjZ ,  respectivamente..

NGZ ,  es una función identidad.

Finalmente, la función Select puede ser cualquiera, ya
que no es necesario establecer prioridades entre
componentes.

Esta estructura DEVS presentada como acoplamiento
de modelos atómicos no es la única capaz de simular
al sistema cuantificado definido por {5} y {11}. Una
posibilidad es utilizar un único modelo atómico que
represente todo el sistema, lo que ahorrará memoria y
aumentará la velocidad, a costa de una construcción
mas complicada. Hay, por otro lado, muchas
posibilidades para construir estructuras acopladas
diferentes a la propuesta.

5. PUNTOS DE EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD
DE LOS SISTEMAS CUANTIFICADOS.

Al desarrollar un método de simulación de sistemas,
es importante poder garantizar que el modelo de
simulación conserve los puntos de equilibrio, así
como las propiedades de estabilidad del modelo
original. Los siguientes teoremas brindan condiciones
suficientes para que esto ocurra:

Teorema 3: Sea un sistema continuo y autónomo {12}
y su respectivo sistema cuantificado asociado {13}:
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Entonces ],...,[ 1 nxx  es un punto de equilibrio de {12}

si y solo si ],...,[ 1 nqq es un punto de equilibrio de

{13}, donde njxq jj ,...,1== .

La demostración de este teorema es inmediata, y
puede extenderse a sistemas con entradas constantes,
con la condición de que las versiones cuantificadas de
las mismas sean idénticas a las originales.

Teorema 4: Si un sistema autónomo como el definido
en {12} tiene como punto de equilibrio al origen y las
funciones if  son continuas y con derivadas parciales

acotadas, siendo además  posible encontrar una
función de Lyapunov con derivada temporal definida
negativa y continua en una región abierta Z que
contiene al origen, entonces, dada una región
arbitraria *1 ZZ ⊂  en torno al origen siempre es

posible hallar una cuantificación tal que todas las
trayectorias del sistema cuantificado asociado
resultante iniciadas en una región cerrada arbitraria Z2

interior a *Z , 12 ZZ ⊃  converjan al interior de Z1.

*Z  es una región interior a Z delimitada por una
superficie de nivel de la función de Lyapunov.

Demostración: Sea )(XV  la función de Lyapunov

mencionada y )(XV&  su derivada temporal. Al ser esta

última definida negativa, en los puntos

123/ ZZZ ∩=∈XX , (región que no contiene al

origen), existe una cota mVm −<> )(/0 X& .

Sea X1 un punto arbitrario en Z3. En torno a este
punto definimos la función:

)()](grad[)(1 XXfXX 11 −×= VXα  {14} 

Esta función es continua ya que es el producto escalar
de un vector constante y una función continua

( T
nff ],...,[ 1=f ). Además vale:

mVX −<= )()(1 1X0 &α  {15} 

Se define entonces:

]|)(sup[)( 31 ZX ∈= 1XXX αα  {16} 

Puede demostrarse facilmente que esta función es
continua y que verifica:

m−<)(0α  {17} 

Luego, puede encontrarse un número positivo r2 que
cumple:



20)( rsi << XXα  {18} 

Entonces, para cualquier par de puntos

23 /, rZ <−∈ XXXX 11  se verifica:

0)()()](grad[ 1 <−≤−=× XXXXXX 111 ααXV &  {19} 

La desigualdad {19} muestra que en el punto X1 la
dirección de la trayectoria definida en X es hacia el
interior de la superficie de nivel de V que pasa por X1.

En un sistema cuantificado como el definido en {13},
la dirección de la trayectoria en un punto X1 que tiene
como valor cuantificado a ],...,[ 1 nqq T queda definida

según la trayectoria del sistema continuo en el punto
X= ],...,[ 1 nqq T .

Al ser X un punto interior al intervalo de
cuantificación que contiene a X1, eligiendo los
intervalos de cuantificación  tal que la distancia desde
un punto cualquiera hasta el o los puntos
correspondientes a los valores cuantificados del
mismo sea menor que r2, las direcciones de las
trayectorias del sistema cuantificado serán interiores a
las superficies de nivel de V. De esta forma, si todos
los intervalos de cuantificación correspondientes a
todos los puntos de la región Z3 cumplen la condición
mencionada, la convergencia hacia la región Z1

quedará garantizada. Una forma de lograr la condición
sobre la distancia entre dos puntos de un mismo
intervalo es definir:

n

r
q 2<+∆ ε

 {20} 

siendo q∆  la distancia entre dos valores consecutivos

de cuantificación de una variable de estado, ε el valor
de la ventana de histéresis y n el orden del modelo.

Fig. 3. Trayectorias en el sistema cuantificado.

Una importante observación es que  si el intervalo de
cuantificación que contiene al origen contiene
completamente a la región Z1, el vector ],...,[ 1 nqq T

convergerá al origen. Así, es posible construir una
cuantificación, en general no uniforme, de modo que
el intervalo que contiene al origen se elija lo
suficientemente grande para contener la región Z1 y
fuera de este intervalo, la cuantificación cumpla con
la condición {19}. Esto permite garantizar la

convergencia al origen bajo las hipótesis mencionadas
en el teorema.

6. EJEMPLOS Y RESULTADOS

A fin de mostrar la utilidad de los métodos
desarrollados, se presentan los resultados obtenidos
mediante cuantificación para la simulación de una
ecuación diferencial de segundo orden con
características stiff {20}. Las simulaciones se
realizaron utilizando el software Power DynaMo
(Kofman y Junco, 1999) con una ventana de histéresis
(ε) de valor igual a la distancia entre valores
consecutivos de cuantificación.
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Para la simulación se adoptaron los siguientes
parámetros: 10001,001,0100 ==== UCLR ,

con lo que resulta un sistema stiff ya que los
autovalores son –1 y –10000.

En primer lugar se simuló utilizando intervalos de
cuantificación de 1×10-4 y 1×10-2 para x1 y x2

respectivamente. El resultado obtenido puede verse en
la figura 4.

Fig. 4. Trayectoria de salida de la simulación

Fig. 5. Ampliación del comienzo de la simulación.



Para completar la simulación, el modelo DEVS
realizó un total de 366 transiciones.

El error cometido puede evaluarse comparando la
trayectoria obtenida en la simulación con {22}
(solución exacta de la ecuación diferencial).

)(
9999

10000
)( 10000tt eety −− −=  {22} 

El máximo valor absoluto del error resulta menor que
6×10-3.
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Fig. 6. Error en la simulación.

Para obtener un error similar utilizando el método de
Euler son necesarios mas de 150000 pasos, mientras
que Runge-Kutta necesita mas de 90000 pasos. Un
algoritmo de paso variable como Runge-Kutta 4-5
(Press, et al., 1986) (ode45 de Matlab), necesita mas
de 30000 pasos, mientras que Adams-Bashforth-
Moulton (ode113 de Matlab) necesita mas de 60000.

El ode15s de Matlab puede lograr una precisión
similar con solo 81 pasos, pero debe tenerse en cuenta
que se está comparando un método implícito de
quinto orden contra un simple método explícito de
primer orden como el presentado.

Utilizando una cuantificación cuatro veces mayor, se
obtiene el resultado de la figura 8 (la gráfica puede
mejorarse uniendo los puntos con rectas en lugar de
escalones).

Fig. 7. Trayectoria de salida con mayor cuantificación

En este caso, el máximo error absoluto es menor que
4×10-3. El número de transiciones es ahora 78. El
ode15s de Matlab necesita 64 pasos para alcanzar un
error similar, pero el número de cálculos realizados en
cada paso es mucho mayor.

Al comparar métodos de eventos discretos con
métodos de tiempo discreto hay que tener en cuenta lo
siguiente: en cada paso que realiza el sistema de
tiempo discreto se realizan cálculos sobre todas las
variables de estado, mientras que en el de eventos
discretos, sólo se realizan cálculos sobre el estado que
realiza la transición interna y sobre los estados en los
que este ejerce influencia directa, lo que en sistemas
muy grandes implica una ventaja considerable.

7. CONCLUSIONES

Se presentó un nuevo método para cuantificar los
estados de sistemas continuos que permite obtener
una especificación exactamente simulable bajo un
enfoque de eventos discretos. En base a esta
especificación se construyó un modelo genérico
DEVS capaz de simular estos sistemas cuantificados.

Se discutieron y demostraron algunas importantes
propiedades de estabilidad y se propuso un algoritmo
para realizar la cuantificación de manera tal que, bajo
ciertas condiciones, el sistema cuantificado conserve
propiedades de convergencia del sistema original.

Finalmente, se presentó un ejemplo de aplicación,
comparando la performance del método propuesto
contra la de los métodos de simulación clásicos,
evidenciando algunas ventajas del mismo.
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