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Resumen: En este trabgjo se desarrolla una nueva metodologia de cuantificacion de
sistemas dindmicos representables mediante ecuaciones diferenciales ordinarias que
permite obtener un sistema exactamente simulable bajo un enfoque de eventos discretos. Se
propone, ademés, un agoritmo para efectuar la cuantificacion mencionada de modo de
asegurar la conservacion de propiedades de estabilidad del sistema original:
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1. INTRODUCCION

La simulaciéon digital de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias requiere la utilizacion de
métodos de cuantificacion. Tanto los métodos clésicos
de Euler, Runge-Kutta, Adams, etc., asi como sus
variantes de paso variable y métodos implicitos, estén
basados en la cuantificacién de la base de tiempo
(Press, et al., 1986). Como resultado de esta
cuantificacion temporal, se obtiene un modelo de
tiempo discreto que en general es exactamente
simulable.

Recientemente se han desarrollado métodos que
permiten la simulacion de estos sistemas bajo un
enfoque de eventos discretos (Zeigler, et al., 2000;
Giambiasi, 1998; Naamane, et al., 1999)

La simulacién a eventos discretos cuenta con algunas
ventajas respecto a la de tiempo discreto ya que en
general, para una dada precision, e numero de
célculos puede reducirse notablemente, especialmente
en sistemas “stiff” o rigidos. Cuenta ademas con la
posibilidad de realizar simulacién distribuida, 1o que
aumenta notablemente la velocidad. Es importante
mencionar también, que un sistema de eventos
discretos puede simular a un sistema de tiempo
discreto, por lo que, en definitiva, los métodos de
tiempo discreto pueden verse como casos particulares
de los métodos de eventos discretos (Zeigler, et al.,
2000). De esta forma, € estudio de los métodos
especificos de eventos discretos abre un nuevo

panorama dentro de la simulacion de sistemas
dindmicos continuos.

Otra de las importantes ventgjas de estos métodos es
que, frente a la simulacién de sistemas hibridos, 1os
métodos mencionados permiten encuadrar tanto la
parte continua como la discreta dentro del mismo
paradigma de simulacion (Praehofer, 1991).

Una forma de obtener aproximaciones de este tipo es
mediante la cuantificacion de las variables de estado
del sistema dindmico mencionado. Esta idea es
desarrollada en Zeigler, et al., (2000), donde la
cuantificacion es realizada utilizando una funcion
seccionalmente constante. Sin embargo esta técnica
puede dar lugar a un sistema capaz de redizar un
nimero infinito de transiciones en un intervao
infinitessimal de tiempo, lo que lo hace no
exactamente simulable.

Giambiasi, (1998) plantea otro método mucho mas
preciso consistente en la aproximacion de las
trayectorias continuas originales por trayectorias
seccionalmente  constantes 0 seccionalmente
polinomiales. Sin embargo, a no haber una
transformacion directa sobre € sistema continuo
resulta sumamente dificil € estudio de propiedades de
estabilidad y convergencia.

En este trabajo se propone, en primer lugar, la
utilizacion de una funcion de cuantificacion con
histéresis en lugar de una funcion seccionalmente



constante  para sdvar los  inconvenientes
mencionados. Con esta cuantificacion se realiza un
modelo DEVS (Zeigler, 1976) y posteriormente se
realiza un estudio de propiedades de estabilidad del
sistemaresultante .

2. CUANTIFICACION DE ESTADOS.
Antes de presentar e méodo desarrollado, se

introducira el concepto de Funcion de Cuantificacion
con histéresis.
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Fig. 1. Relacion de cuantificacién con histéresis.

Sean los conjuntos finitos:
A ={ag,8,....8,,8,4} .V, ={Vvy,....V, } , donde:

ao=-¥ a+1=¥.a<an 1=0,.r {1}

Y Vi <Vig i=0,.,r-1

A partir de estos conjuntos se define la siguiente
funcién seccional mente constante:

d@=vi s al [a,ai«); {2}
y finalmente
V(ab)_id(a) s d(a)=d(a+e) {3}

~4d(b) enotrocaso

Cuando la variable a sea una funcion del tiempo y la
variableb sea b=a(t;"), siendo t; e Gltimo instante

de tiempo para € que d(a) cambid, la funcion V(a,b)
se denominard funcion de cuantificacién con
histéresis. Debe cumplirse ademés que e >0. (Fig. 1).

Sea ahora un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de laforma

i-)'(l=.fl(Xl,...,Xn,Ul,...,Um) {4}

| .
TXn = fn(X]_,...,Xn,u]_,...,Um)

Se define como Sistema cuantificado asociado al
anterior, a sistema de ecuaciones:

}% = fi(G.een, O, W, e, Win) {5}

] :
fXn = fn(qu,..., On, Wa,..., Win)

donde:

wj =W;(u;) siendo W; una funcion seccionamente
constante y acotada que verifica Wj (wj) = wj .

gj =Vj(xj,c), sendo Vj una funcion de
cuantificacion con histéresis definida por los
conjuntos finitos X; y Q;y €l pardmetro e;, que
ademés verificaVj(gj,c)=q; "¢ q;1 Qj.

3. ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS
SISTEMAS CUANTIFICADOS.

Teorema 1: En un sistema cuantificado definido como
en {5}, dondelasfunciones fi,..., fn son continuasy
acotadas en cualquier dominio cerrado, las
trayectorias de las variables ,...,0n SON

seccionalmente constantes en cualquier intervalo
finito de tiempo.

Demostracion: Sean los conjuntos Qj :{q},...,q?} y
Xj ={x},...x]} quejunto a e; definen la funcién

de cuantificacion. Por {1}, resulta para una variable
cuantificada arbitraria:

g £9; £0 {6}

Luego, las variables q,,...,q, tienen trayectorias
acotadas. De forma andloga, las versiones
cuantificadas de la entrada (w,..,w,) tienen

trayectorias acotadas. Por la condicién impuesta a las
funciones f,..., f,, estas resultan también acotadas y

luego, de {5}, las derivadas Xg,....,X, tienen
trayectorias acotadas.
-MEXEM " {7}
Dado que:
t
Xj = X; (to) + (i (¢ )t {8}

to
De{7} y {8} sigue:
Xj(0)- M(to- t) £ Xj £ xj(0)+M(to - t) {9}

La desigualdad {9} muestra que las variables de
estado tienen trayectorias acotadas en un intervalo de
tiempo finito arbitrario. Ademés, de {7} y {8}, las
variables de estado tendran trayectorias continuas.

Debido a esto Ultimo y a la definicidn de funcién de
cuantificacion con histéresis, puede deducirse
facilmente que el tiempo minimo necesario para que



una variable cuantificada cambie dos veces de valor
€S mayor que:

ej {10}

tmln - V

Esto ultimo garantiza que las variables cuantificadas
tienen trayectorias seccional mente constantes.

Teorema 2: En un sistema cuantificado que cumple
con las hipdtesis del Teorema 1, las trayectorias de las
variables de estado son seccionalmente lineales.

Demostracion: esinmediata partiendo del Teorema 1.

Los sistemas cuyas trayectorias de entrada y salida
son seccionalmente constantes, pueden simularse
exactamente por una estructura DEVS (Zeigler, et al.,
2000). Para esto, cada trayectoria seccionamente
constante es representada mediante una trayectoria de
eventos, de modo tal que se asocie un evento a cada
cambio en €l valor de latrayectoriaoriginal. En virtud
de esto, los teoremas 1 y 2 muestran que los sistemas
cuantificados son simulables por una estructura
DEVS.

4. MODELO DEVSASOCIADO A UN SISTEMA
CUANTIFICADO.

Definiremos el modelo DEV S como un acoplamiento
de integradores cuantificados y dos sistemas que
calculan las funciones de evolucion (F) y de saida

(G). (Fig.2).

N

Fig. 2. Esquemadel sistema cuantificado.

La estructura DEV'S para un integrador cuantificado
con entrada seccional mente constante es;

Mj =(X,SY,dint,deq,| ,ta), donde:
X=A;Y=A; S=A" A" A}¥
(conjuntos de valores de entrada, de saliday de
estados respectivamente).
dint[(X,u,8)] = (X',u,s ") (funcion de transicion
interna), donde

i+1 '

Ixox
i s u>0

1
X=X+Ws [y s'=] u
|—| en otro caso

flu

siendo x'*'el siguiente valor cuantico de X'=x' en
este caso.

dext[(X,U,S ),e,W]
externa), y ahora,

=(x',w,s"), (funcién de transicién

Ix - X

i s u>0
. 1 X- X +e .
X=xX+uxe;ys'=j ™ s u<o0

T u

i

i¥ enotrocaso

I (x,u,s)=d(x+s x) (funcion de salida)

ta(x,u,s ) =s (funcién de avance de tiempo o
tiempo de vida)

Puede verificarse facilmente que el modelo obtenido
simula exactamente el funcionamiento de un

integrador como el mencionado, bajo la hipotesis de
unatrayectoria de entrada seccional mente constante.

Para completar la especificacion del sistema definido
en {5} seagregan las ecuaciones de salida:

1Y1—91(ql, - Qn, WL,..., Win) {11}
1yh—gh(q1, o Cny WA, Win)

La estructura DEV'S de acoplamiento entonces es la
gue sigue:

N =(X,Y,D{Md}{la}{Zia},Select), donde:

X =[AE{f}]™ (conjunto de valores de entrada,

donde el elemento f representa la ausencia de
evento).

Y =[AE{f}]" (conjunto de valores de salida)
D ={1...,n,F,G} (conjunto de referencias a los

componentes) donde los modelos M; corresponden a
los n integradores cuantificados del sistema, €
modelo Mg calcula las funciones estéticas f; y
modelo Mg las funciones gy.

Mg =(X,SY,d;y,deq. | ,ta), donde:

X ={A E f}2mm

Y={AEf}"

S=A™""{0,¥}

di (9c;,-.., OC, , UCy ..., UCy,, TCy,..., fCy,S) =
(qcy,-- QCp, UCy ... UC,, fC'y .., fC' ,¥)

donde fc'; = f;(qcy,....,ucy)

deel(dcy..... qc,, UCy ..., UG, fCy,..., fc,,S). €
(G5 Oy Upseen U] =
(ac'y ,...,OC", ,uC'y ,...,uc',, fcy,...,
donde:
qu_lq, s q;tf uc,-'uJ s ujtf

laqc; s qr =f juci s uj =f

I (gcy,...,QC,,, UCy ..., UC,, TCy,...TC,,S ) = (Viseess Vi)

fc,,0)



_ifcy s fc'jt fc
i fc'; = fc;

ta(qc, ..., qc,, ucy,...,uc,,, fc,,...fc,,s) =s

La especificacion de Mg serd idéntica, solo que en
lugar de las funciones f; se tendran las gx. Los
conjuntos de influencias {I 4} y de traduccién de

entradas y salidas {Zi’d }

|, ={F,N} j=1.n
le ={L...n,N} lg={L..n,N} I ={G}
Zj,F (qj):(ula"-aumyqu---yqn),uk =f k=1..m
_1q; § j=k
Gk =1 " enotro caso

Zn e (W, W) = (Ug ey Uy, Gy o, 0y ) dONCES
j=1.n uj =w,

q; =f ; j=1.m
Zg (1 fr) =(Ug,eUpy, Ty, ), CcON

u =f k=1.m
Zy i (UgyesUpy) = (U, Uy, e, fry) Siendo

f,=f k=1l.n

Lasfunciones Zy s y Z;c sonigualesa Zy g y
Z; g respectivamente..
Zg N esunafuncion identidad.

Finalmente, la funcion Select puede ser cualquiera, ya
gue no es necesario establecer prioridades entre
componentes.

Esta estructura DEV' S presentada como acoplamiento
de modelos atémicos no es la Unica capaz de simular
al sistema cuantificado definido por {5} y {11}. Una
posibilidad es utilizar un Unico modelo atdbmico que
represente todo el sistema, |0 que ahorrara memoriay
aumentara la velocidad, a costa de una construccion
mas complicada. Hay, por otro lado, muchas
posibilidades para construir estructuras acopladas
diferentes ala propuesta.

5. PUNTOSDE EQUILIBRIOY ESTABILIDAD
DE LOS SISTEMAS CUANTIFICADOS.

Al desarrollar un método de simulacion de sistemas,
es importante poder garantizar que € modelo de
simulacién conserve los puntos de equilibrio, asi
como las propiedades de estabilidad del modelo
original. Los siguientes teoremas brindan condiciones
suficientes para que esto ocurra:

Teorema 3: Sea un sistema continuo y auténomo {12}
Yy Su respectivo sistema cuantificado asociado { 13} :

i- Xl = _f1(X1,...,Xn)
[ {12}
fXn = fa(X1,.es Xn)

il>'<1 = f1(A,--,0n)

. ' 13
}Xn = fn(qlv'"vqn) { }

Entonces [Xi,..., Xn] €S un punto de equilibrio de {12}
s y solo s [Q,...,On] €S un punto de equilibrio de
{13},donde q; =X; j=1..n.

La demostracion de este teorema es inmediata, y
puede extenderse a sistemas con entradas constantes,
con la condicién de que las versiones cuantificadas de
las mismas sean idénticas alas originales.

Teorema 4: Si un sistema auténomo como e definido
en {12} tiene como punto de equilibrio a origeny las
funciones f; son continuas y con derivadas parciales

acotadas, siendo ademés posible encontrar una
funcion de Lyapunov con derivada temporal definida
negativa y continua en una region abierta Z que
contiene a origen, entonces, dada una region
arbitraria Z,; 1 Z* en torno a origen sempre es

posible hallar una cuantificacién tal que todas las
trayectorias del sistema cuantificado asociado
resultante iniciadas en unaregion cerrada arbitraria Z,
interior a Z*, Z, E Z; converjan d interior de Z.
Z* es una region interior a Z delimitada por una
superficie de nivel de lafuncién de Lyapunov.

Demostracion: Sea V(X) la funcién de Lyapunov

mencionaday V(X) su derivada temporal. Al ser esta
ultima definida negativa, en los  puntos
XIX1 Z3=2Z2CZ1, (regién que no contiene a
origen), existe unacota m>0/V(X)<-m .

Sea X; un punto arbitrario en Z;. En torno a este
punto definimos la funcién:

ax, (X) =gradV (X1)]" f(X1- X) {14}

Esta funcion es continua ya que es el producto escalar
de un vector constante y una funcién continua

(f =[f1,..., fn]" ). Ademésvale:
ax (0)=V(X1)<-m {15}
Se define entonces:
a(X) =supla x, (X) | X11 Zs] {16}

Puede demostrarse facilmente que esta funcion es
continuay que verifica:

a(0)<-m {17}

Luego, puede encontrarse un nimero positivo r, que
cumple:



a(X)<0 s |X|<rz {18}
Entonces, para cualquier par de puntos
X1, X1 Zz/|[X1- X|<r2  severifica

gradlV/(X1)]” X=ax (X1- X)Ea(X1- X)<0 {19

La desigualdad {19} muestra que en el punto X; la
direccién de la trayectoria definida en X es hacia €
interior de la superficie de nivel de V que pasa por X;.

En un sistema cuantificado como el definido en {13},
la direccion de la trayectoria en un punto X; que tiene
como valor cuantificado a [q;,....q,] T queda definida

segln la trayectoria del sistema continuo en el punto
X= [Ggpe O] T

Al ser X un punto interior a intervao de
cuantificacion que contiene a X;, €ligiendo los
intervalos de cuantificacion tal que la distancia desde
un punto cualquiera hasta €& o los puntos
correspondientes a los valores cuantificados del
mismo sea menor que r, las direcciones de las
trayectorias del sistema cuantificado seran interiores a
las superficies de nivel de V. De esta forma, si todos
los intervalos de cuantificacién correspondientes a
todos los puntos de la region Z; cumplen la condicion
mencionada, la convergencia hacia la region Z;
guedara garantizada. Una forma de lograr la condicion
sobre la distancia entre dos puntos de un mismo
intervalo es definir:

Dq+6<rTZ {20}
n

siendo Dq ladistancia entre dos val ores consecutivos

de cuantificacion de una variable de estado, e € valor
delaventanade histéresisy n € orden del modelo.

\/

BN

Fig. 3. Trayectorias en € sistema cuantificado.

N
oo

Una importante observacion es que s € intervalo de
cuantificacion que contiene a origen contiene
completamente a la region Zy, e vector [qy,...,q,]

convergerd a origen. Asi, es posible construir una
cuantificacién, en genera no uniforme, de modo que
e intervalo que contiene a origen se €lija lo
suficientemente grande para contener la region Z; y
fuera de este intervalo, la cuantificacion cumpla con
la condicién {19}. Esto permite garantizar la

convergenciaa origen bgjo las hipotesis mencionadas
en el teorema

6. EJEMPLOSY RESULTADOS

A fin de mostrar la utilidad de los métodos
desarrollados, se presentan los resultados obtenidos
mediante cuantificacién para la simulacién de una
ecuacion diferencial  de segundo orden con
caracteristicas stiff {20}. Las simulaciones se
realizaron utilizando el software Power DynaMo
(Kofman y Junco, 1999) con una ventana de histéresis
(e) de vdor igua a la distancia entre vaores
consecutivos de cuantificacion.

i, 1

PX=—X2

i, 1 R {21}
E'.Xz =U - Exl- IXz

Iy:lxz

1 L

Para la smulacion se adoptaron los siguientes
parametros. R=100 L=0,01 C=0,01 U =100,
con lo que resulta un sistema stiff ya que los
autovalores son —1 y —10000.

En primer lugar se simulé utilizando intervalos de
cuantificacion de 1°10% y 17102 para X, y X
respectivamente. El resultado obtenido puede verse en
lafigura4.

EZiyout [_[5]x]

4

= steps
 lines

Fig. 4. Trayectoria de salidade lasimulacion

EEl yout [_ o]

1.013204

M

-005819
-000015 000572

& sleps
 lines

Fig. 5. Ampliacion del comienzo de lasimulacion.



Para completar la simulacion, el modelo DEVS
realizé un total de 366 transiciones.

El error cometido puede evaluarse comparando la
trayectoria obtenida en la simulacion con {22}
(solucion exacta de la ecuacion diferencial).

10000 , .+ 10000t
ty=—(e"'-¢e
y(t) 9999 ( )

{22}

El maximo valor absoluto del error resulta menor que
6 10°.

-10

Fig. 6. Error en lasimulacion.

Para obtener un error similar utilizando el método de
Euler son necesarios mas de 150000 pasos, mientras
gque Runge-Kutta necesita mas de 90000 pasos. Un
algoritmo de paso variable como Runge-Kutta 4-5
(Press, et al., 1986) (oded5 de Matlab), necesita mas
de 30000 pasos, mientras que Adams-Bashforth-
Moulton (odel13 de Matlab) necesita mas de 60000.

El odel5s de Matlab puede lograr una precision
similar con solo 81 pasos, pero debe tenerse en cuenta
gue se estd comparando un método implicito de
quinto orden contra un simple método explicito de
primer orden como €l presentado.

Utilizando una cuantificacion cuatro veces mayor, se
obtiene el resultado de la figura 8 (la gréfica puede
mejorarse uniendo los puntos con rectas en lugar de
escalones).

B yout =] E3

4

& steps
€ lines

Fig. 7. Trayectoria de salida con mayor cuantificacion

En este caso, € maximo error absoluto es menor que
4 10° El nimero de transiciones es ahora 78. El
0del5s de Matlab necesita 64 pasos para alcanzar un
error similar, pero el nimero de célculos realizados en
cada paso es mucho mayor.

Al comparar métodos de eventos discretos con
métodos de tiempo discreto hay que tener en cuentalo
siguiente: en cada paso que redliza € sistema de
tiempo discreto se realizan cdculos sobre todas las
variables de estado, mientras que en € de eventos
discretos, sélo se realizan calculos sobre el estado que
realiza la transicion interna y sobre los estados en los
gue este gerce influencia directa, 1o que en sistemas
muy grandes implica una ventaja considerable.

7. CONCLUSIONES

Se presentdé un nuevo método para cuantificar los
estados de sistemas continuos que permite obtener
una especificacion exactamente simulable bajo un
enfoque de eventos discretos. En base a esta
especificacion se construyd un modelo genérico
DEV S capaz de simular estos sistemas cuantificados.

Se discutieron y demostraron algunas importantes
propiedades de estabilidad y se propuso un algoritmo
pararedlizar la cuantificacion de maneratal que, bajo
ciertas condiciones, € sistema cuantificado conserve
propiedades de convergencia del sistema original.

Finalmente, se presenté un ejemplo de aplicacion,
comparando la performance del método propuesto
contra la de los méodos de simulacion clésicos,
evidenciando algunas ventajas del mismo.
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